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Introduzione

Una metodologia di ricerca relativamente recente in chimica fisica, in particolare
nella spettroscopia molecolare, si basa sull’ipotesi di un riscontro sulle caratte-
ristiche osservabili di un sistema fisico della struttura topologica del sistema
Hamiltoniano che lo descrive. In particolare 'idea che sta alla base di lavori
come [7], [8], [9] e [16] consiste nello studiare, mediante una trattazione Hamil-
toniana classica, un sistema composto da un atomo di idrogeno immerso in un
campo elettromagnetico sufficientemente debole. Sfruttando il fatto che il siste-
ma classico & un sistema quasi-integrabile, le cui frequenze imperturbate sono
dipendenti dai parametri che determinano il campo, in tale lavoro sono state
analizzate le proprieta geometriche delle fibrazioni in tori invarianti indotte da
opportune forme normali troncate.

Nel presente lavoro ci si propone di motivare in modo matematicamente
rigoroso la validita di tali studi del sistema classico servendosi della teoria di
Nekhoroshev.

Nel primo capitolo si studia il problema di Kepler, che modella il sistema
in assenza di campo, e la sua dinamica. Si discutono quelle tecniche, dette
di regolarizzazione, che consentono di superare le difficolta insite nella natura
singolare del potenziale Kepleriano e, contemporanemanete, mettono in luce le
notevoli proprieta di simmetria del problema.

Nel secondo capitolo si introduce la formulazione Hamiltoniana per il pro-
blema dell’atomo di idrogeno immerso in un campo elettromagnetico e se ne
discute la natura perturbativa. Si descrivono gli integrali primi del sistema im-
perturbato e si analizza la struttura dello spazio ridotto tramite 1’azione del
gruppo di simmetria del flusso Kepleriano.

Nel terzo capitolo si mette in atto il processo, in due passi, di costruzione
delle forme normali del sistema. La prima normalizzazione, rispetto al flusso
Kepleriano, produce un sistema a due gradi di liberta che € una piccola per-
turbazione di un sistema isocrono le cui frequenze dipendono dai parametri del
campo esterno e possono dunque essere risonanti o non risonanti. Per questo
motivo, per effettuare una seconda normalizzazione, rispetto al flusso di questo
sistema isocrono, si fara ricorso alla teoria di Nekhoroshev.

A differenza della teoria di Nekhoroshev standard, nella quale si decompone
lo spazio delle azioni in zone caratterizzate da diverse proprieta di risonanza,
qui si decomporra ince in zone risonanti e non risonanti lo spazio dei parametri.

I dettagli tecnici della costruzione della seconda forma normali sono dati nel
capitolo 5.

La rilevanza di questi risultati per lo studio del problema quantistico e
delineata nelle conclusioni.






Capitolo 1

Il problema di Kepler e la
sua regolarizzazione

Le difficolta nello studio del problema di Kepler, e delle sue perturbazioni, sor-
gono in primo luogo a causa della presenza di una singolarita per il potenziale
Kepleriano. Per i moti di momento angolare diverso da zero la singolarita non
viene raggiunta, e la restrizione del flusso sull’insieme dove non si annulla il
momento angolare ¢ completa. Invece, i moti di momento angolare nullo (detti
di collisione) raggiungono la singolarita in un tempo finito. Per la conservazione
dell’energia cio implica che le velocita (e dunque, nella formulazione Hamiltonia-
na, i momenti coniugati) tendono in norma all’infinito causando 'incompletezza
del flusso. Per risolvere tale inconveniente si procede con la cosidetta regolariz-
zazione, che consiste nel compattificare opportunamente lo spazio delle fasi, o
parte di esso, in modo da comprendere la varieta all’infinito verso la quale ten-
dono i moti di collisione, e riportarsi cosi ad un problema nel quale pero il flusso
sia completo ovunque. Cio si puo ottenere in svariati modi e ha in aggiunta il
pregio di rendere manifeste le proprieta di simmetria del problema.

In questo capitolo, dopo aver introdotto il problema di Kepler e la ripara-
metrizzazione del tempo tramite ’anomalia eccentrica, si introdurra il metodo
di regolarizzazione di Kustaanheimo-Stiefel. Si rimanda all’appendice per la
descrizione di un altro metodo di regolarizzazione, dovuto a Moser.

1.1 Formulazione Hamiltoniana

Il problema di Kepler in 3 dimensioni & descritto da un sistema Hamiltoniano su
T*(R3\{0}) dotato della struttura simplettica di fibrato cotangente. La Hamil-
toniana che lo definisce, a meno di un riscalamento delle variabili e del tempo,
&

Hig.p) = 3ll* = Tor (0.0) € TR\ (0)). (11)

dove si ¢ indicata con || - || la norma euclidea. Il sistema & autonomo e dunque
Ienergia H & un integrale primo. Altri integrali primi sono le componenti del
momento angolare G(q,p) = ¢ X p e del vettore di Runge-Lenz A(q,p) = p X
Gl(q,p) — ﬁ. Nel sottoinsieme dello spazio delle fasi ad energia negativa i moti

risultano inoltre periodici (si veda [3] per i dettagli).



Osservazione. Sia A > 0, tramite la trasformazione canonica estesa dipendente
dal tempo

g — Al

t — A5t
la Hamiltoniana H (g, p) mantiene la sua forma originaria, mentre la superficie
di energia H~!(F), E € R viene mandata in H ! (%) Non & dunque restrit-
tivo porsi, nello studio dei moti limitati, sulla superficie di energia H ! (—%)
ponendo A = w = —2F.

1.2 Riparametrizzazione del tempo tramite I’a-
nomalia eccentrica
Sia
Y(q,p) = |9l Xu(q,p) .-

Chiaramente tale campo vettoriale non ¢ Hamiltoniano. Se lo fosse infatti si
avrebbe, in accordo con il teorema di Schwarz, che

dq; Op;

=0 ij=1...3

mentre si ha che

aYYLIL aYZDj _ q;Di
dqg;  Opi 4l

40 i,j=1...3.

Vale perd la seguente proposizione, dove verra indicata con ®% la mappa al
tempo t del flusso di un campo vettoriale X.

Proposizione 1. Fissato E € R la restrizione di Y a H~'(E) coincide con la
restrizione del campo vettoriale generato dalla Hamiltoniana

Ke(a.p) = lal(H(g.p) )+ 1= Wiz —2m) (3

Inoltre, Vzo = (qo,po) € H 1 (E) e Vt nell’intervallo di definizione della curva
integrale

T — &3 (20) = (q(7, 20), p(T, 20))

di'Y con dato iniziale zg, si ha che
Pl (20) = 25 (20) (14)

dove

t
1
8(t;20) = / ——dr.
o lla(7;20)ll
Dimostrazione. Sia f : T*(R3\{0}) — R. Si ha, per (¢,p) € H'(E), che

{f: Ke}(q,p) = lqdll{f, H}(g,p) + (H(g,p) — E){ [ llall} = llall{f, H} (g, p)



e quindi, da (Xp); = {2z, H}, che Xk, (q,p) = llg/lXu(q,p) = Y(q,p). Per
dimostrare la seconda parte dell’enunciato basta derivare rispetto al tempo

@%220)(20) ottenendo
d S(t:z d ~ 5(t: 2
G () = 8t 20) Xicp (95050 (20))
Tl 20) [ Xar (@5 (20))
lg(t zo) ][ Kp A0
= Xp(35) (2)).
Dunque
d d _a(t:2
a‘bﬂ(zo)u:o = a‘b;g; 0)(ZO)|t:0
e questo, assieme alla immediata verifica della validita della (1.4) per ¢t = 0,
permette di concludere. O

Si vuole ora chiarire il significato della riparametrizzzaione con il parame-
tro s. Limitandosi alle sole orbite a energia negativa come si ¢ visto si puo
allora, senza perdita di generalita, limitarsi a studiare il problema di Kepler
su H! ( — %), e dunque il problema riparametrizzato K_1. Le equazioni di

2

Hamilton per K_1 diventano

1
2

{q: = llallp (1.5)

_ __4q
p Tall®

Ovviamente G ed A sono, in virtu del parallelismo fra Xy ed Y, integrali primi
del sistema di Hamiltoniana K _ 1.

Proposizione 2. Le (1.5) sono equivalenti all’equazione del secondo ordine

/

¢ +a=-A(q L)
fal

dove A(z) ¢ il vettore di Runge-Lenz valutato in z € T*(R3\{0}).

Dimostrazione. Derivando la prima equazione (1.5) si ottiene:

q-q
¢ = Pt lallp” — A(g, p)
q
PP =g
Per il vettore di Runge-Lenz si ha che
q
Alg,p) = px (qxp)*m

q
= plP¢—(g-p)p— .
llall

Utilizzando il fatto che per (¢,p) € H~! (—%) vale @ — HTll\ = —% e ricavando
lespressione di p in funzione di ¢ e ¢’ dalla prima equazione (1.5) si ottiene:
q
¢" = lplPq— 25
llall

pl> 1 ) q
2q( —Alg,p) =—q-A¢ 7
2 ) "M@ Il



a(s)

Figura 1.1: interpretazione geometrica dell’anomalia eccentrica

ovvero ¢ +q=—A (q, ﬁ) come da enunciato. O

Data la costanza del vettore di Runge Lenz, ’equazione (1.5) & quella di un
oscillatore armonico forzato e ha per soluzione generale

q(s) = Cpcos(s) — Casin(s) — A (1.6)
con Cy e Cy costanti d’integrazione. In particolare (si veda [3] per i dettagli),

nel caso A # 0 (orbita ellittica) se so indica listante di passaggio per il perielio
dell’orbita si avra che

A A
= o cos(s — L sin(s — so) — A
q(s) T cos(s — sg) + G % A sin(s — sp)

mentre nel caso A = 0 (orbita circolare) la soluzione diventa (osservando che se
(q.p) € H~" (L) si ha che [q(0)| = |G| = 1)

q(s) = q(0) cos(s) + G x ¢(0) sin(s). (1.7)
Si consideri ora sul piano dell’orbita un sistema di assi ortogonali (X,Y") centrati

nell’origine e orientati rispettivamente come A ¢ G x A e come ¢(0) e G x ¢(0)
nel caso A = 0. Dette X (s) e Y (s) le proiezioni del moto (1.7) su di essi, si avra
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(utilizzando la relazione ||A||?> + ||G||?> = 1 e posto senza perdita di generalita
So = 0)

X(s) = cos(s) —[|4]
Y(s) = +/1—|A]>?sin(s).

la prima equazione rappresenta la proiezione sull’asse X di un moto unifor-
me di velocita unitaria sulla circonferenza circoscritta all’orbita e la seconda
equazione rappresenta la proiezione sull’asse Y dello stesso moto ma sulla cir-
conferenza inscritta all’orbita. Cio qualifica il parametro s come ’anomalia
eccentrica (si veda la figura (1.1) per 'interpretazione geometrica dell’anomalia
eccentrica). Per questo motivo, nel seguito verra chiamato problema di Kepler
riparametrizzato con l’anomalia eccentrica, o semplicemente problema di Kepler
riparametrizzato il sistema di Hamiltoniana Kg, E < 0. Si noti inoltre che fra il

parametro s ed il tempo reale del sistema sussiste la relazione, nel caso F = —%,
4t — ||q|| = 1—||Al| cos(s) e dunque t(s) = s—||A[ sin(s) che & la nota equazione
di Kepler.

1.3 Il metodo diregolarizzazione di Kustaanheimo-
Stiefel

Il metodo di regolarizzazione di Kustaanheimo-Stiefel, come viene trattato ad
esempio in [5], consiste nell’identificare il sistema di Keplero riparametrizzato
con il sistema ottenuto riducendo in modo simplettico sotto un’azione di S' da
un oscillatore armonico isotropo con quattro gradi di liberta. Questo sembra il
modo piu chiaro di descrivere la regolarizzazione di Kustaanheimo-Stiefel, una
trattazione pit tradizionale si trova ad esempio in [3]).

Si premette dunque alla descrizione del metodo di Kustaanheimo-Stiefel la
seguente, particolare versione della riduzione simplettica:

Teorema 1 (Meyer-Marsden-Weinstein). Sia (Q,w) una varieta simplettica, G
un gruppo di Lie abeliano e

P: GxQ — @
(9:2) — @4(2)
un’azione libera, propria ed Hamiltonianadi G su @ di mappa momento & . Detta
~aq la relazione di equivalenza indotta da ® si ha che, per un qualunque valore
u regolare per €, linsieme N = £~ 1(u)/ ~q dotato della topologia quoziente
indotta da quella su €1 (1) C Q & una varieta differenziale sulla quale ¢ definita
un’unica forma simplettica w, tale che, dette v e m linclusione di £~1 (n) in Q
e la proiezione di €1 (u) su N rispettivamente, risulti

o =1w,

Inoltre la proiezione w e una sommersione. Infine, da una qualunque funzio-
ne Hamiltoniana H definita su Q) invariante rispetto all’azione di ® discende
un’unica funzione H, : N — R, chiamata Hamiltoniana ridotta, tale che

H=7"H,.

1l flusso di H é proiettato da 7 sul flusso di H,.

11



Dimostrazione. Si veda ad esempio [1] oppure [10]. O

Osservazione. Si noti che se G & compatto allora automaticamente ’azione
risultera propria.

Se G & compatto, ogni azione libera automaticamente & propria. Dire che
l'azione ¢ Hamiltoniana (o “fortemente Hamiltoniana”) significa che non solo i
generatori infinitesimi sono Hamiltoniani, ma anche che vi € un omomorfismo
di algebre fi Lie fra l'algebra di Lie del gruppo e l'algebra di Lie delle funzio-
ni su 7%Q dotato delle parentesi di Poisson. Si costruisce ora 'azione di S!
che serve per la definizione del metodo di Kustaanheimo-Stiefel. verra iden-
tificato 7 (R*\ {0}) con (R*\{0}) x R* > (u,w) e si considerera la funzione
¢: T (R*"\ {0}) — R definita da

E(u,w) = ugwa — uswi + UgWy — U4WS .

E immediato constatare che il flusso di Hamiltoniana ¢ e un’azione libera e
Hamiltoniana di S', che viene denotato con ®xS. Chiaramente, la mappa
momento di PxS e & stessa e 0 € un valore rgolare per £. Si puo dunque
considerare lo spazio ridotto N = £71(0)/ ~g1.

Fissato E < 0, e posto w = v/—2F si consideri su T (R*\ {0}) il sistema di
Hamiltonian

Hi % (w,u) = %(HUJH2 + (2w)?u)]?),
che ¢ invariante sotto ®xg. Sia HES la Hamiltoniana ridotta da HES su N.
Teorema 2. Lo spazio delle fasi ridotto
N = £7(0)) ~s

é simplettomorfo a T* (R*\ {0}) e tale simplettomorfismo ®KS coniuga la Ha-
miltoniana ridotta alla Hamiltoniana Kg del problema di Kepler riparametriz-
zato.

Chiaramente, per studiare le proprietd di HE®, e quindi quelle di Kz, ba-
stera studiare la Hamiltoniana HES su ¢71(0) e quindi passare i risultati a quo-
ziente tramite ~gi. Il vantaggio consiste nel fatto che HE 9 ¢ la Hamiltoniana
di un oscillatore armonico isotropo, la cui dinamica & semplice.

1.4 Dimostrazione del teorema

Si consideri I'azione di S' su T* (R*\ {0})

®: SUxTH(RIN\{0}) — T*(RY\{0})
(av(u7w)) [— (RaU,Ra’UJ)

dove R“ indica la matrice

cos (?)) sin ((a% 8 8
R = 0 0 cos(a) sin(«) € 504(R)
0 0 —sin(a) cos ()



Si verifica che tale azione ¢ quella generata dalla mappa momento & (u, w), inoltre
essa & libera in quanto 'unico punto fisso & (u, w) = (0, 0) il quale & escluso dalla
definizione del dominio T* (R4\ {O}) E dunque possibile applicare il teorema
di riduzione a tale azione. Per fare cio si consideri innanzitutto la mappa

¢: T*(RN\{0}) — T*R?
(u, w) — ¢ (uv w) = ((bw (u) , 9Y (u7 w))

definita tramite:

= 2 (urus + uguy)

2 (U2U3 — U1U4)

—uf —uj +uf +uj

Tull® (uzwy + ugwz + uyws + ugwy)
T2 (—ugwy + ugws + ugws — u1wy)

=

2|

|
Tz (u1w1 — ugws + usws + ugwy) .

D

=g

TEEEER
EEEEEE
I

¥

Per quanto segue sara utile definire

M R4 —_— M3><4 (R)

dove
us Ug U1 U

—Uu3p —U2 U3 Ugq

Si ha infatti che
1
¢ (u, w :<Muu,Muw>.
() = (M ()1, s M ()

Similmente si definisce

dove

Per M valgono

T(wyw)s = &(u,w).

Si osservi che la mappa ¢* (la quale dipendendo esclusivamente dalle u pud
essere pensata come applicazione da R* a R3) & la mappa di Hopf (si veda ad
esempio [5] per i dettagli) relativa alla fibrazione definita dalle orbite, proiettate
su R"\{0} c T (R*\ {0}), di ®.

Lemma 1.4.1. ¢ ¢ invariante rispetto all’azione di S' definita da ®, ovvero

(®*)*¢ = ¢ Yo € S,

13



Dimostrazione. Per quanto appena osservato ¢” risulta invariante rispetto al-
I'azione di ®. La dipendeza di M da u & lineare, cosicché da tale invarianza
segue

MR Ru =M (uv)u= M (R%) =M (u)R™¢
e cio implica che

MR*u)Rw =M (u) RT*R% = M (u) w.
Poiché [|[R*ul|| = |ju|| si pud concludere che ¢ (®* (u,w)) = ¢ (u, w) Y(u,w) €
T* (R*\{0}), € S. O
L’invarianza di ¢ sotto ’azione di ® assicura l’esistenza di una applicazione
¢: N — TR?

tale che 1*¢ = 7T*Q~5.
Lemma 1.4.2. La mappa 1*¢ é una sommersione
Dimostrazione. Poiché M (u) M (u)" = ||u|?L4 si ha
_ 1 -
M(u) ' = WM(u)T.

U

Per mostrare la suriettivita della mappa tangente a +*¢ basta mostrare la suriet-
tivita della mappa tangente a ¢ vincolando i punti del dominio su T' ({ -1 (0))
La matrice Jacobiana di ¢ e

2M (u) O3x4
J—

WM(u) wul + 5t M (w)

2wl
mentre il vincolo tangente a & (u,v) = 0, che puod essere scritto anche come

2||1u\|§ (u,v) = 0, & rappresentato dall’iperpiano di coefficienti

(r (T @ww), o+ zhpdl ), | i, ).

Dunque il problema é ricondotto, tramite il metodo dei moltiplicatori di La-
grange, al considerare la suriettivita, al variare di (u,w) € £=1(0), della mappa
lineare da R® a R” rappresentata dalla matrice

2M (u) O3x4
K =
W]\Z (u) w uT + ﬁ]\z (w) QH}LHQJ\Z (u)
Si osservi che tale matrice ¢ la matrice
2M () Ou4xa
L=
|\u1||4M (w)w u” + WM (w) QHiHQM (u)

privata della quarta riga. Poiché L rappresenta un’isomorfismo (la matrice
triangolare a blocchi ed i blocchi della diagonale sono invertibili) la matrice K
risulta suriettiva. O

14



Lemma 1.4.3. L’mmagine di "¢ ¢ T™ (]R3\ {0}) e le sue fibre sono le orbite
di ®.

Dimostrazione. Se (z,y) € T* (R*\ {0}) allora esiste v € R*\ {0} tale che 2 =
@¢"(u) in quanto la mappa di Hopf (la quale ¢ legata, come gia spiegato, alla ¢) &
suriettiva da R*\ {0} su R?\ {0}. Fissato dunque un tale u il problema di trovare
w tale che 1*¢ (u,w) = (x,y), ovvero che ¢ (u,w) = (x,y) e (u,w) € E1(0), &

risolto da )
Y Yy
- M —
e ™ (W (0)

che ha come unica soluzione w(u,y) = 2M7T (u)y, cio prova la suriettivita di
¥ su T (R‘s\ {O}) Il fatto che 2*¢ sia una sommersione implica che ogni sua
fibra & unione numerabile e disgiunta di varieta 1-dimensionali. D’altro canto,
fissati « e y, tale fibra & il grafico della funzione o — (uq, w(Uq,y)) dove u,
varia lungo un fibra di ¢* con immagine x. Essendo quest’ultima diffeomorfa a
S! le fibre di 2*¢ risultano essere varieta 1-dimensionali connesse, il lemma 1.4.1
assicura che le orbite di ® sono contenute nelle fibre e cio implica che le fibre
sono esattamente tali orbite. O

Lemma 1.4.4. Se w’ ¢ la 2-forma simplettica su T* (R3\ {0}) si ha che
1M (9FW) =" w.
Dimostrazione. Sia 6 la 1-forma di Liouville su T* (R*\ {0}), ¢ quella su T* (R*\ {0})

e sia 6 = #*0’. Si ha che sulla varietd €1 (0) esse coincidono, ovvero 1*6 = 1*0,
infatti

1
y-de = WM(u)wd(M(u)u)
_ WM(u)TM(u)w-du

w-du—&(u,v) M (u), - du.

Cid implica che 1*w = 1*(¢*w’) come da enunciato. O
Alla luce di questi lemmi si puo concludere che
Lemma 1.4.5. La mappa
¢: N — T* (R* {0})
e un diffeomorfismo simplettico.

Dimostrazione. La suriettivita di qz~5 segue dalla suriettivita di ¢*¢. Inoltre essen-
do le fibre di +*¢ parametrizzate dalle orbite di ® si ha che g?) ¢ biiettiva. Poiché
"¢ € una sommersione lo sara anche (j~> e dunque é ¢ un diffeomorfismo. Per
provare la simpletticita di tale mappa basta osservare che, detta wy la forma
simplettica su N, }

Tron = 'w = ¢*w = TP .
Cio equivale, poiché 7 € una sommersione, a

o'W =wn.

E provata cosi la simpletticita di q~5 O



Dunque ¢ stata mostrata 'identificazione di +*¢ con 7 espressa nelle coordi-
nate canoniche che identificano N con T* (R®\ {0}).

A questo punto resta da vedere come si solleva, tramite +* ¢, la Hamiltoniana
di Kepler Kg su £71(0).

Lemma 1.4.6. Si ha che

[ 6" (w, )| = [lul?
0% (u, w)|| = % (1.8)

Dimostrazione. Ricordando che M (u)” M (u) = |ju|/®Iy e che (M(u)w), =
&(u,w) si ha che

67 (w,w)|* = w"M (w)" M (u)u
2
= (lul?)
.y ) RS 1 pe 7
 Jul?
Affu]?
che &, su £71(0), il risultato voluto. O

A questo punto il teorema 2 & dimostrato, in quanto si vede che (+*¢)*Kg =
Hgs.

Osservazione. A questo punto puod risultare pratico effettuare il cambio di

variabili
-1
u — 2 u
w —  2w.

In tal modo la Hamiltoniana Hgg assume la forma

1
Hics = 5 (ol + (5 ) Iull?)

Che si riduce alla forma particolarmente semplice

o = 5 (Il + J1ul?)

nel caso in cui £ = —2. D’altro canto si e gia visto come & possibile, tramite un
cambio delle coordinate originarie, porsi su una superficie di energia a piacere.
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Capitolo 2

L’atomo d’idrogeno in un
debole campo
elettromagnetico

2.1 La Hamiltoniana dell’atomo d’idrogeno per-
turbato

Un modello classico dell’atomo d’idrogeno, che non tenga conto di effetti quanti-
stici o relativistici come lo spin dell’elettrone e del protone, € fornito dal sistema
di Lagrangiana

Nt o
‘C(QquPaQGan) :mp” ;DH +me” 8” +

2 2 llge _QPH

dove g,,q. € R? indicano le posizioni, in un sistema di riferimento inerziale,
rispettivamente del protone e dell’elettrone, m, ed m. le loro masse mentre
k e una costante. Passando al sistema di massa ridotta ed ignorando il moto
del centro di massa, dopo un adeguato riscalamento delle variabili si ottiene la
lagrangiana del problema di Kepler

R 3

Qui ¢ = ¢. — g, € la posizione relativa dell’elettrone rispetto al protone ma,
poiché e ~ 5, 45107%, il moto descritto dalla lagrangiana £ si pud confondere
ya

con il moto dell’elettrone nel sistema del centro di massa.

Si consideri ora 'azione di un debole campo elettromagnetico costante ed
omogeneo. La sua debolezza implica la trascurabilita del suo effetto sulla di-
namica del protone. Detti A (q) il potenziale vettore e ¢ (g) quello elettrico,
supposta unitaria la carica dell’elettrone, la Lagrangiana del problema cosi
semplificato risulta

Cod) =14 g A - 0(a)
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Il momento coniugato a q e

p=q+Alq),
tramite la trasformazione di Legendre si ricava la Hamiltoniana
p-Al@* 1
Hy(q,p) = M W +¢(q) -

Poiché, detti € e B i campi elettrico e magnetico, si ha che

Alg)= 5Bxq, 6() =9

la Hamiltoniana si pud anche scrivere

1 1. ..
Sllp—sBxqP-—+&-q (2.1)
2 llall

Hy(q,p) 5

~ 1 A 1 4
= H(q,p)+5-q—§B-G+§IIB><QI|2~

Si osservi che, analogamente a quanto fatto in (1.2) per la Hamiltoniana di
Kepler tramite la sostituzione

(2.2)

1]

q
p
; _

t

con A > 0, la forma della Hamiltoniana rimane la (2.1) mentre i campi & e B
vengono riscalati come A72€ e A 2B ela superficie di energia H, Y(E) viene
mandata sulla superficie di energia H, 1(%) In particolare, scegliendo A =

2
(%) , con w = +/—2F, ci si riduce alla Hamiltoniana

& B B
Hy(q,p) = H(q,p) + 16— - ¢ —4— - G+ 8||— x ¢|? (2.3)
w w w
sulla superficie di energia H, = —2. Questo serve, come gia osservato, a

semplificare i calcoli nella coniugazione tramite Kustaanheimo-Stiefel.
Per &£ e B abbastanza piccoli, (2.1) ¢ un piccola perturbazione della Hamil-
toniana di Kepler H. Precisamente, fissato un valore dell’energia imperturbata

H e applicando un riscalamento che permetta di riportarsi su H = —%, si ha
— 2
Ipll = Mall 1
lall < 2

definito wg = v/ —2H, la perturbazione H= H,— H nelle nuove variabili riscalate
soddisfa, su H = —%7

. é 1, B 1, B
H < |= — = —I= 1%l
|H| < ngHHqH+-2ngHHﬂWpH+-8HwSHIMH
& 1, B 1, B
< 215+ 2=+ 2= 12
< Hw§H+>2Hw8H+>2Hw3H

0
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Dunque si ha che

a 2
m = 4||+|| 3||+H ||

e, come piccolo parametro della teoria, si puo prendere allora una grandezza
dell’ordine di

e=max (5. 5)

Per studiare il problema non ¢ restrittivo porsi in un sistema di coordinate
nel quale B = (0,0,B8) e £ = (£,0,&’) ottenendo cosi la Hamiltoniana

/

£ £ B B2, 5
Hy(q,p) = H(q,p) + 16@@ + 16?‘1‘"’ - 4EG3 + 8(5) (i +a3) -

Essendo H,, indipendente dal tempo la superficie H,~ 1 (—2) risultera invariante
per il moto. Si consideri dunque la Hamiltoniana

Kp = llqll (H +2) .

Indicata con K_2(q,p) la Hamiltoniana ”%H (Ilpl|* + 4), si ha

& B B
Kya0) = K2(0,0) 116 lallar +16 S lallas—a S Gollal48(2) ol (62 + )

Come spiegato precedentemente K, ' (1) = H, ' (—2) e su tale superficie di
livello dell’energia i campi vettoriali delle due Hamiltoniane sono paralleli. Ap-
plicando la regolarizzazione di Kustaanheimo-Stiefel si ottiene il sistema definito
su {1 (0) C T* (R*\ {0}) dalla Hamiltoniana

H = Ho+ Zlul?(2 (Ulu:s +ugus)) + Erllul|? (—uf — u3 +uf + uf) -
Bl + (5) ull? (a3 +3) (43 + )
(2.4)
dove )
Ho = 5 (Jull® + lw]?)
¢ 1
G3 = § (ulwg — UgW1 + UgW3 — u3w4) .

2.2 Le simmetrie nel problema regolarizzato e
la riduzione rispetto al flusso Hamiltoniano

Quello che ci si propone di fare ora e caratterizzare gli integrali primi del proble-
ma di Kepler riparametrizzato e regolarizzato tramite il metodo di Kustaanheimo-
Stiefel che corrispondano al momento angolare ed al vettore di Runge-Lenz. B
opportuna una precisazione: il processo di regolarizzazione lavora con la Hamil-
toniana K la quale definisce un campo vettoriale parallelo a quello Kepleriano
esclusivamente sulla superficie di energia H~! (F). In particolare gli integra-
li primi del problema originario non saranno necessariamente integrali primi
del problema regolarizzato all’infuori di tale superficie e viceversa. Cio che si
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cerchera saranno dunque integrali primi del problema regolarizzato che si iden-
tifichino con gli analoghi delle componenti dei vettori del momento angolare e
di Runge-Lenz nel problema originario sulla superficie di energia comune ai due
sistemi.

Si consideri un polinomio omogeneo di secondo grado p su T* (R*\ {0})

o= (G g )

dove A, B,C' € Myx4 (R), con A,B matrici simmetriche. La condizione che p sia
integrale primo rispetto ai flussi Hamiltoniani di Hy e di £ equivale a richiedere

che
{p7 HO} =0
{p.&}=0.
La prima condizione puo essere riscritta come
B = A
ct = —C.

La seconda condizione, se si scrivono le matrici A, B e C nella forma a blocchi
Q11 @12
Q21 (22
con a;; € May2(R), vincola ogni matrice a;; ad essere del tipo
a b
—-b a

con a,b € R. Da questi due fatti segue che, scritto z = (u,w) € T* (R*\ {0}), p
¢ combinazione lineare degli otto polinomi

Hy, = % (llll® + [lwl?)

Gi = 5 (Ljk+ L4;), coni,j,k permutazione ciclicadi 1...3 i=1,2,3
A, = —%(M(u)u—FM(w)w)ii:l,Q,?)

§ = UW2 — UW1 + U3W4 — U4W3

dove L,, = u,w, — u,w,. Inoltre si ha che qualunque funzione di classe C*°
integrale primo rispetto ai flussi di Hy e £ e funzione esclusivamente di H, G,
A e £. Siosservi che questi polinomi non sono indipendenti in quanto risulta

2
JAIP+IGIP = ()" +(5) (2.5)
G-A = le H.

Fra questi polinomi le uniche regole di commutazione non banali sono

{Ai,A;} = €Gp
{Gi,G;} = €iGy (2.6)
{Ai,Gj} = EijkAk~

Questo permette di identificare, su €71 (0), G con il vettore momento angolare
ed A con il vettore di Runge-Lenz per il sistema di Keplero regolarizzato.
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Risulta utile inoltre introdurre due nuovi integrali primi X e X~ in luogo
di A e G, ad essi legati dalla relazione

1
Xt = 5 (G+4) (2.7)
ovvero
G = Xt+X-
A = Xt-X—.

I vincoli (2.5) diventano

G+A\® G?+2G-A+A% (Hy+¢\®
(x%)" = — A (HoxE (2.8)
2 4 4
mentre le parentesi di Poisson, calcolate grazie alle (2.6), risultano:
+ +1__ +
(X5, X5 =€ X (2.9)

{Xi+7XJ‘7}:0‘

Si osservi che il flusso di Hy definisce, su T* (R*\ {0}), un’azione di S! libera
e propria ed inoltre, poiché Hy e £ commutano, la mappa

T = (Ho,¢) : T* (R*\ {0}) — R?

definisce un’azione libera e propria di T2. E allora possibile, analogamente a
quanto fatto per & nel precedente capitolo, applicare il procedimento di riduzione
tramite tale azione.

Teorema 3. Sia (Hy,&) valore regolare per T tale che |Ho| # ||, sia ~r la
relazione di equivalenza data dall’appartenere alle orbite dell’azione considerata
di T2. Allora N = Tfl(ffo,é)/ ~r2, dotato della struttura simplettica ereditata
dalla riduzione da T* (R*\{0}), ¢ simplettomorfo a S%, x S%_ 2 (X+,X7)
(dove S% sta ad indicare la sfera bidimensionale di raggio R) dotato dalla
struttura simplettica data dalla 2-forma

wp=N1tVolt + N Vol~

dove Vol* = i+ (XiFdX3 N dX5 + XFdX5 AdXT + X5dXi AdXY) indica
la 2-forma volume su S?\,i e dove si é posto N* = i|]—:fo + £|

Dimostrazione. Si definisca N = T’l(.FAIO,fA). Per quanto detto gli invarianti
dell’azione del flusso di T', fissati i valori di Hy e &, sono tutte e sole le funzioni
di Xt ed X~. Scegliendo le componenti di queste ultime quali coordinate dello
spazio ridotto N si ha che esso & contenuto, in virtl delle (2.8), in S3., x S3,_
con R
. _ [P

= 1 )

Per mostrare che effettivamente N = wa X S?V, si consideri la funzione Hamil-
toniana J = kT - X+t 4+ k- X~ dove kT, k™ € R? sono fissati. Il flusso generato
lascia invariato N ed inoltre, sfruttando le regole di commutazione (2.9), risulta
che

N

dX* o ot
Tj‘tzo == ki X Xi
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equivalentemente
XTodt = Rye X+

dove R,, € SO (3) indica la rotazione di asse v ed angolo ||v| (e ponendo per
definizione Ry = I). Se dunque % € N & arbitrario e X* = X (%), qualunque
sia (X*+,X7) € S2, x S%_ siano k*, k= € R? tali che Rp= X+ = X+ e si
definisca 2 = @, v, (%) (si osservi che poiché N & compatta il flusso
generato da kT - X+ 4+ k= - X~ & completo e quindi 2 & ben definita) si avra
che X* = X= (2) il che prova la suriettivita della mappa (X, X ™) su S3,; x
S%-. Leregole di commutazione (2.9) definiscono inoltre la struttura simplettica
indotta su S?\H X S?V_, che risulta essere quella espressa nell’enunciato. O

Quanto & stato fatto in questa sezione tornera utile quando si lavorera con le
forme normali troncate della Hamiltoniana del problema di Keplero perturbato
nelle coordinate di Kustaanheimo-Stiefel. Tali forme commutano con la Ha-
miltoniana di Keplero e dunque possono essere proiettate sullo spazio ridotto e
viste come funzioni delle nuove coordinate X*. Per concludere si osservi che nel
caso in studio £ = 0, dunque risulta N = 82i Hy ¥ Sr‘% 1, @bbreviato nel seguito
con S x §? (il vincolo Hy # 0 & automaticamente soddisfatto su 7% (R*\ {0})).
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Capitolo 3

Forme normali

Per studiare il problema si costruiscono delle forme normali, procedendo in due
passi. Prima si media la Hamiltoniana dell’atomo di idrogeno perturbato rispet-
to al flusso Kepleriano. La forma normale cosi ottenuta € a sua volta una piccola
perturbazione di un sistema integrabile, e puo essere mediata una seconda volra
rispetto ad esso. Questo procedimento produce delle forme normali ad un grado
di liberta.

3.1 Costruzione della prima forma normale
Il primo passo nella costruzione delle forme normali consiste nel mediare la

Hamiltoniana perturbata H = Hy 4+ H; come in (2.4) rispetto al flusso di Hy.
Questo significa trovare una trasformazione canonica che coniughi

H = Hy+ H,
con una nuova Hamiltoniana
H1:H0+H1+H2 (31)
tale che B
{Hl,Ho} = 0
H2 = O(Hl) .

Il resto si puo rendere piccolo a piacimento, fintanto sono soddisfatte alcune
condizioni, e in particolare, nell’idea della teoria di Nekhoroshev, esponenzial-
mete piccolo nel parametro perturbativo.

Proposizione 3. Esiste una costante positiva € tale che, se € < €, € possibile
trovare una trasformazione canonica ® la quale permette di coniugare, in un
intorno della superficie di energia ﬁ_l(l) la Hamiltoniana H alla Hamiltoniana
H, := & H definita da -

f{T :Ho—i—Hl—FHQ.

Quest’ultima ¢ tale che {Ifll,Ho} =0, I-:Il risulta essere una perturbazione di
H{ mentre la sup-norma sul dominio, laddove ¢ definita, di Hy ¢ dell’ordine di

eexp(—é/e).
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Il processo, la cui dimostrazione ¢ qui accennata, si basa sulla reiterazione
di un passo base che coniuga fra loro due Hamiltoniane in forma normale con
un resto non normalizzato. Se le condizioni nelle quali si opera sono scelte
accuratamente l'entita del resto della seconda Hamiltoniana risultera minore
di quello della prima. Innanzitutto un modo comune per definire il singolo
passo perturbativo & il metodo di Lie, nel quale la trasformazione canonica che
coniuga le due Hamiltoniane & data dal flusso al tempo 1, <I>§<7 di una terza
funzione Hamiltoniana x opportunamente scelta.

Si supponga che il flusso H definisca un’azione di T™ sullo spazio delle fasi e
sia H; la media di H; sulle orbite di Hy. Allora ovviamente vale {ﬁl, Ho} =0.
Se x ¢ una funzione, allora

Ho®) = Hy+ (Hy + LyHo) + LyHy + 0 (x?)
Pertanto se x soddisfa ~
LHUX:Hl —H1 (32)

allora H; = Ho (I); soddisfa (3.1) con Hy = Ly H1 +o0 (XQ). Questo risultato va
precisato nel caso in cui Hy definisca un’azione di S!, cid che avviene se il flusso
di Hy ¢ periodico con periodo continuo e positivo. In particolare si ha (si veda
per esempio [4])

Lemma 3.1.1. Se H definisce una azione di S', ovvero le orbite di Hy sono
periodiche con periodo continuo sullo spazio delle fasi, detto T il periodo delle
orbite (omessa la dipendenza di T dai punti dello spazio delle fasi) allora detta

_ 1 (7T
Hl = T/O H1 O(I);Iods

una Hamiltoniana x che risolva (3.2) ¢ data da

I _
XZ*/ s (Hy — Hy) o @, ds
Dimostrazione. Sia F = H, — H; e si osservi che F = 0. Allora

dy (P
Lp,x = X o) (dSHO)tzo
_ 1/T8(d]-'o®§;gt)
T Jo

_od
dt l1=0ds

1 T
- /O SVF (®3) - Xy (3,) ds

1 T
= T/O SLHO (fo(bsHO) dS

T Ps
B gCELAN
0

T ds

1 T 17 .
= TSFoq)sHo’s:o_f/() F oy ds
= f:Hlfgl

dove si & sfruttato il fatto che, data la periodicita del flusso di Hy, si ha che
<I>§O = 0 ed il fatto che F ha media nulla sulle orbite di Hy. O
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A questo punto si reitera questo processo di media controllando ad ogni pas-
so, con tecniche analoghe a quelle che verranno presentate nel capitolo 5, 'entita
del resto che si genera. Si pongono infine condizioni per le quali quest’ultimo
sia piccolo come da enunciato.

3.2 Studio della prima forma normale

Verra determinata ora la forma normale (3.1) per la Hamiltoniana H dell’atomo
di idrogeno perturbato dato da (2.4). Si definiscano le seguenti grandezze:

/
o= 0= B B e
w w

w3’

1l parametro € (che risulta essere dell’ordine di grandezza adeguato perché si
possa considerare il sistema una perturbazione di Hy, come visto nel capitolo
precedente) misura la forza del campo elettromagnetico ed ¢ il piccolo para-
metro della teoria. Si noti che a, b e ¢ indicano la predominanza delle singole
componenti del campo elettromagnetico rispetto alle altre (rispettivamente a
per la componente del campo elettrico ortogonale al campo magnetico, b per la
componente del campo elettrico parallela al campo magnetico e ¢ per il campo
magnetico). La Hamiltoniana H si pud scrivere nella forma H = H, + H; con

1

Hy (llull® + [lw]|*)

b
Hy = ull* (2 (urus + uzua)) — g\IUH2 (—uf —u3 +ui +ui) + CG3|U||2>

_a
3

2
Sl a2 + 1) (43 +42) )

+

TN N N

Un semplice calcolo mostra che
1 (7
T/o lull? 0 ®3, ds = Hy
ed un calcolo un po’ piu laborioso mostra invece che
1 /T
T /0 |ul*M (u) uwo @3 ds = —3HoA + £G.

Di conseguenza su £~ (0)

_ 1 [T
H1 = ?/ H1 [e] <I>‘}10ds = HO (aA1 —+ bAg —+ CG3) + 0(6)
0
= Ho(vt-XT+0v" - X7)+o0(e)
dove
+a
vE = 0
cta

e le X* sono state definite in (2.7).
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Si studi ora la Hamiltoniana normalizzata troncata al primo ordine in €
H| = Hy+ Hj,

dove H| = Hy(vt-XT +v~-X7), che si pud ovviamente riguardare come
definita sullo spazio ridotto N descritto alla fine del precedente capitolo. Anzi,
poiché Hy e costante sullo spazio ridotto, ci si puo limitare a considerare la
Hamiltoniana H} su S? x S2.

Per studiare H| & opportuno riscriverla in nuove coordinate. Si osservi che,
date R, R~ € SO (3), Y* = R*X¥ sono ancora coordinate simplettiche su
S? x §? (poiché le rotazioni lasciano invariata la 2-forma volume). Si scelgano
allora R* in modo che, posto

oF = k] = \Ja? + (b+ ) = q/l:l:le—g

siabbia v XT+v7- X~ = aTY; +a Y] edunque H = Ho (oY +a7Y]).
La forma esplicita di tali matrici ¢ data da

:ta 0 b:tc
af af
R* = 0 1 0
w0

L’uso delle coordinate Y* rende facile la determinazione del flusso di f[{ su
S? x S2. Usando le regole di commutazione per le Y* si ottiene

Ay
ds
Ayt
ds
dyst
ds

=0

= —(a®Ho) Y5

(o Ho) Y™,

ovvero YT ruota attorno al primo asse con velocitd angolare o™ Hj e analoga-
mente Y~ ruota attorno al primo asse con velocita angolare = Hy. Dunque, H;
¢ la Hamiltoniana di un sistema integrabile isocrono, ma a seconda del valore
di o® possono presentarsi due situazioni:

e a™/a~ € Qoppure o~ = 0: il flusso di H] & periodico e definisce un’azione
di S' su §% x §? (si parla in questo caso di frequenze risonanti).

e o~ #0eat/a™ ¢ Q: il flusso di H] ¢ quasi-periodico e definisce un’azione
di T? su S? x §? (si parla in questo caso di frequenze non risonanti).

Casi di particolare interesse fisico, nei quali il flusso di Hj & periodico, compren-
dono:

e Effetto Stark: L’atomo € immerso in un campo esclusivamente elettrico.
Allora ¢ = 0 e poiché non vi & distinzione fra a e b, si puo porre b = 0,
cosicché a® = |al.

e Effetto Zeeman: L’atomo € immerso in un campo esclusivamente magne-
tico,a =b=0e a® = ||
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e Campi ortogonali: Il campo elettromagnetico soddisfa la condizione £-8B =
0, ovvero b =0 ¢ a® = va? + 2.

e Campi paralleli: £ e B sono paralleli, ovvero a = 0 e inoltre b = ¢. Si ha
allora @~ = 0 (ovvero X~ ¢ integrale primo anche di HY).

Si osservi che utilizzando la terminologia che si ritrova in [9], dove si parla di
risonanza ki : ke quando
a+k:2 = Oé_kl 5

nei primi tre casi si ha risonanza 1 : 1, nell’ultimo risonanza 1 : 0.

Poiché il problema di Hamiltoniana H; & integrabile ha senso studiare il
problema perturbato normalizzato e troncato agli ordini perturbativi successivi
quale perturbazione di H; su S? x S2, per fare cio bisogna pero trattare il
problema delle risonanze che avvengono quando a® e o~ sono reciprocamente
razionali. Per prima cosa conviene portare il problema in coordinate azione-
angolo. Sia

7: ]-N,N[xS! — R3
(I¢) s 7(L6) "

posto N = %, definita da

T(I,¢):(Tl (Iv¢)772(17¢)773(17¢))

dove
T1 = I

To VIN?Z — % cos (9)
T3 = VN2 —12%sin(¢)

Sia S =]—N, N[ x |-N, N|

Proposizione 4. La mappa 7 = 7 x 7 : S x T2 — RS ¢ un diffeomorfismo
sulla sua immagine (S3\ {(£N,0,0)}) x (S3\ {(£N,0,0)}) che, dette (I, 1)
le coordinate su S e (¢1,d2) le coordinate su T?, soddisfa

i’*wr = d¢1 /\d]l +d¢2 /\d]g

Dimostrazione. Per brevita si definisca §2, = S%,\ {(N,0,0),(—N,0,0)} I'im-
magine di 7 & contenuta in S% x S% infatti un calcolo immediato mostra che
|7l = N e |m1| < N. Definita

p: S?\, — RxS!
Y —  p(Y)
tramite
p(Y) = (Y1, arg (Y +iY5"))

si vede che la sua immagine & |—N, N[ x S! ed inoltre

+ _
oT = ida
p 5,

Tiop = id]—N,N[XSI'

Questo, unito alla regolarita di 7 e p indica che 7 (e quindi 7) & un diffeo-
morfismo. La simpletticita della trasformazione si ricava mediante un semplice
calcolo delle parentesi di Poisson fondamentali. O
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Quanto dimostrato permette di coniugare lo spazio ridotto delle fasi (privato
dei poli delle sfere) con lo spazio S x T? e la Hamiltoniana H] in tale spazio
risulta un sistema integrabile isocrono espresso in coordinate azione-angolo:

T H (I[,¢) =w- 1

dove I = (11,12) eESew= (HoOéJr,HoOéi).

Osservazione. L’eliminazione dei poli delle sfere dalla descrizione della dinamica,
necessaria se si vogliono utilizzare coordinate azione angolo, non & pienamente
soddisfacente. Un modo per evitarla & quella di considerare, su ciascun S?, un
atlante simplettico composto da due sistemi di coordinate simplettiche, ciascuno
definito in un intorno di uno dei poli, sulle quali H| diventa un oscillatore
armonico. Questo si fa per mezzo delle mappe ¢’ : Dy — S? 5 = 1,2, con
Dx = {(g,p) € R?|¢® + p?> < 2N}, le cui espressioni sono

1 4N2 — (g2 +p%2 —2N)? 4N2 — (g2 +p%2 —2N)?
¢1(q,p)=(2(q2+p2)—N7\/ ( ) , ( )

4(q% +p?) 4(q? + p?)
e
1 AN? — (% + p? — 2N)? 4N? — (¢ +p? — 2N)?
2 , — N_f 2 2 , ,
) (q p) ( 2(61 +p ) 4((]2 —|—p2) q 4((]2 —|—p2)

In queste nuove coordinate la Hamiltoniana assume la forma
_ _ 1 _
H{ = NHo(a™ +a7) & 5(Hoo™ (¢ +p}) + Hoa™ (43 + p3))

la quale rappresenta (a meno di una costante trascurabile) la Hamiltoniana di
un oscillatore armonico (il segno varia a seconda della carta in cui ci si pone,
ma ¢ ininfluente ai fini dello studio del moto). La costruzione delle forme nor-
mali, che verra sviluppata nel prossimo capitolo, potrebbe essere eseguita anche
utilizzando queste coordinate di tipo cartesiano (si veda ad esempio [13] oppure
[14]). Qui saranno utilizzate coordinate azione-angolo solo per semplicita.

3.3 La seconda forma normale

Ci si e ricondotti ad un sistema isocrono perturbato a due gradi di liberta co-
niugato, a meno di un resto esponenzialmente piccolo, al problema originario.
Si puo ora applicare, analogamente a quanto fatto nella sezione precedente per
il flusso Kepleriano, un procedimento di media, rispetto al flusso della parte
integrabile H{ di H,, detto di “seconda normalizzazione”. Lo scopo di cid con-
siste nel coniugare H, con una Hamiltoniana la quale risulti, a meno di un resto
trascurabile, in forma normale rispetto ad una adeguata risonanza. La novita
rispetto al processo di prima normalizzazione consiste nel fatto che le frequenze
imperturbate non sono fissate, ma dipendono dai parametri del campo. Que-
sto pone delle difficolta nel decidere rispetto a quali risonanze sia conveniente
adattare le forme normali generate, nel caso in cui le frequenze siano non riso-
nanti, al fine di ottenere un resto non normalizzato di entita trascurabile. In
particolare, poiché i contributi delle armoniche della perturazione alla norma
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di quest’ultima decrescono esponenzialmente con il crescere delle frequenze, &
possibile fissare un parametro N, detto di cut-off. Esso divide la perturbazio-
ne in una parte ultravioletta che, in quanto di norma trascurabile, non viene
normalizzata, ed in una parte infrarossa, la quale viene normalizzata. Poiché
nella parte infrarossa le armoniche non nulle sono finite, sara finito il numero
di risonanze che possono influenzare, tramite il problema dei piccoli denomi-
natori, il processo di media. Tali risonanze possono essere rappresentate, nello
spazio (bidimensionale) delle frequenze, da rette. Attorno ad esse, e disgiunte
le une dalle altre, si definiscono delle zone risonanti. Tale costruzione, tipica
nella teoria di Nekhoroshev, viene detta geometria delle risonanze. Quando una
frequenza imperturbata si trova all’interno di una di queste zone la forma nor-
male risultante viene costruita rispetto alla corrispondente risonanza, mentre
se la frequenza si trova all’esterno di tutte le risonanze si costruisce una forma
normale non risonante. Si osservi che al crescere del cut-off, nel caso si voglia far
decrescere il resto non normalizzato, il numero delle risonanze cresce, cosicché
la risonanza al quale ¢ legata una data frequenza (a meno che non sia essa stessa
esattamente risonante, come accade appunto per la prima normalizzazione) pud
variare. La scelta delle zone risonanti viene fatta in maniera tale da controllare
piccoli denominatori nel processo di media.

Nella prossima sezione si costruira la teoria che sta alla base della normaliz-
zazione concludendo con dei risultati riassumibili nei due enunciati

Teorema 4. Sia H, = w - I + v(I,¢) la Hamiltoniana ridotta del problema
di Kepler perturbato in coordinate azione-angolo (la dipendenza da € ¢é stata
omessa). Esistono delle costanti positive €, v ed N tali che, se € < €, esiste un
cambiamento di coordinate canonico ® tale che

P*h=w-T+u(l,¢)+0v'(I,0)

con u normale rispetto ad particolare risonanza, dipendente da w, di ordine
minore di N e tale che u = O(v). Mentre v/ = O(exp(—€/e)v). Il valore di
cut-off N risulta dell’ordine di €/e

Teorema 5. Usando per f[r, w, v € le stesse notazioni del teorema precedente
e fissata una costante m, esistono delle costanti positive € ed N tali che, se

e < ém™2, esiste un cambiamento di coordinate canonico ® tale che

P*h=w-T+u(l,¢)+'(I,)

con u normale rispetto ad particolare risonanza, dipendente da w, di ordine
minore di N e tale che v = O(v). Mentre v' = O(exp(—m)v). Il valore di
cut-off N risulta dell’ordine di m

Mentre nel prossimo capitolo si studieranno in dettaglio le dimostrazioni e
si rendera preciso il significato delle espressioni contenute ngli enunciati, puo
pero essere subito data un’interpretazione fisica. Il primo € un risultato in
linea con la teoria classica di Nekhoroshev dove si cerca, indipendentemente
dalle risonanze presenti, di ridurre il piu possibile il resto non normalizzato. Il
problema con questo approccio, se ci si pone in un ottica pratica, consiste nella
crescita del valore di cut-off con I'avvicinarsi a 0 della perturbazione. Questo ha
come effetto la comparsa di nuove risonanze che rendono complessa la geometria
delle risonanze (esse formano un insieme denso quando e tende a 0). Nella
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realta ha tuttavia presumibilmente senso pensare che esista una scala di tempo
caratteristica del sistema (che potrebbe ad esempio essere dell’ordine del periodo
del problema imperturbato) e quindi si richieda che la forma normale approssimi
il problema reale esclusivamente entro tale scala di tempo. Questo si traduce
nel porre un valore limite, indicato con m nel secondo teorema, per la norma
della parte non normalizzata al di sotto del quale non € necessario spingersi.
In tal caso si osserva come le risonanze che entrano in gioco nel sistema siano
poche fintanto che si mantega basso il tempo caratteristico del sistema e I’entita
della perturbazione.
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Capitolo 4

Costruzione della seconda
forma normale

In questa sezione Verra sviluppato 'apparato necessario alla dimostrazione dei
due teoremi presentati alla fine del capitolo precedente. I risultati ottenuti si
possono ritrovare, lievemente modificati in [2], [11], [13] e [14].

4.1 Notazioni

Nel seguito A rappresentera un aperto di R”, pr e pg4 costanti positive (si parlera
d’ora in poi pill brevemente di vettore d’estensione p = (pr, py)). Da questi si
definiranno

Ay = ATeC [T = All <pr}
Sp = {6 C[[Im(9)] < py}/Z"
D, = A,xS,

dove si intende che S, puo essere descritto come I'insieme dei numeri complessi
con parte immaginaria minore, in valore assoluto, di py4 identificando inoltre due
elementi se la loro differenza appartiene a Z™. D’ora in avanti si intendera che
una funzione definita su D, sara anche analitica ed inoltre assumera su A x T
valori reali (nel caso di funzioni a valori in C™ si intendera che reali saranno i
valori delle singole componenti, mentre per funzioni a valori in D, = A}, x Sy
si richiedera che 'immagine di A x T™ sia contenuta in A’ x T™).
Per funzioni analitiche f : D, — C si usera la norma

157 = sup{[f(2)[ [ 2 € Dy}

Inoltre, essendo possibile esprimere f come somma della sua serie di Fourier
nelle variabili angolo, detta tale serie

=Yt

veZL™
con

fV(Ia¢):::fL(I)ehh¢a

flo= > 1515

vEL™

si definira I'ulteriore norma
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E noto che, se f & analitica in D, allora |f|, < oo, & immediato constatare
inoltre che [f[5° < |f|, per ogni f e p.

Similmente verranno introdotte delle norme per campi vettoriali su D,. Fis-
sato una volta per tutte un vettore d’estensione R = (Rj, Ry) dato un campo
vettoriale analitico X su D,, p < R (la disuguaglianza va intesa componente
per componente, in questo caso significa py < Ry e py < Ry), si porra

I; |00 i |00
{IX oo 1X %] }
Rr ' Ry

IX47 = max

i=1,....,n

+X+P = Z +XV+EO .

vezr

Ovviamente vale anche qui la relazione {X{5° < [X],.
Se ® = &L ¢ un la mappa al tempo uno del flusso di un campo vettoriale
X, e f & una funzione a valori in C, si ha lo sviluppo formale

o p - S~ LS
! ;} s!

dove con Ly f si indica la derivata di Lie di f lungo X:

o t
LXf:d(fditq)X)h:O
(§]
$f = Lx(L¥'f)s=1,2,...
L%f = f.

Se k & un intero positivo si indicherd con R (f) il resto di ordine k di questo
sviluppo in serie, ovvero:

) XL f
R (/) =§ T

Dunque si avra, ad esempio:

O f = f+Rx(f) = f+ Lx(f) + RX(f) -

Analogamente se Y & un campo vettoriale si ha

S:

+oo N
L5Y
Y = Z Xl
s=0

dove in questo caso LxY & la derivata di Lie, cioe il campo vettoriale di
componenti
(ny)a = Lx(Ya) - Ly(Xa), a = 1, SN ,27’7,

e, analogamente a prima,

LYY = Lx(L¥'Y)s=1,2,...
LYYy = Y.

Per i resti R% (V) si danno analoghe definizioni a quelle date per R% (f).
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Nel seguito si lavorera con Z-moduli di Z". Un insieme A & detto Z-modulo
di Z™ (“reticolo”) se

Vv, e NkeZ v+ kv eA.

La dimensione di un reticolo A & il numero minimo di elementi di A (una “base”)
necessari a generare A (ovvero ogni elemento di A ¢ una combinazione lineare
a coefficienti in Z degli elementi di una base). Un reticolo A & detto massimale
se non e contenuto propriamente in alcun altro reticolo della medesima dimen-
sionalita. Se N & un intero non negativo un N-reticolo & un reticolo per cui
esista una base i cui elementi abbiano tutti norma che non superi N, qualora
7™ venga dotato della seguente norma:

lv| = v+ ...+ |val-

Nel caso concreto del problema di Kepler, nel quale n = 2 si lavorera in Z? con
N-reticoli massimali, in tal caso si avranno 3 possibilita:

e A=172
o A={0}
o A=vZ

dove v = (v1,12) # 0 pud essere scelto nel primo o nel secondo quadrante in
modo tale che

[ ] |V1‘ + |V2| S N
e GCD (1/1,V2) =1.

Se A & un reticolo viene definito un operatore lineare II che ad una funzione f
associ la funzione Il f tale che:

Maf =) fo.

veA

Analogamente per i campi vettoriali verra definito un operatore lineare, detto
ancora Il5, che ad ogni campo vettoriale X associ un campo vettoriale 1Ty X
tale che
X =) X,.
veA

Fissato un intero non negativo N verra definito un altro operatore lineare Ty
tale che ad ogni funzione f (risp. campo vettoriale X) associ una funzione T f
(risp. campo vettoriale T X) definita dalle armoniche di ordine minore di N

di f (risp. X) ovvero
Tnf= >, f

verr, v|<N

(similmente viene definito Ty X). Per non appesantire le notazioni si scrivera
o, FSN fae, 2N inluogo di Ty f, Tv f, (1—TI4) f, (1—Ty)f rispettivamente.
Analogamente si fara per i campi vettoriali. (Si verifica che questa € una buona
notazione in quanto IIy e T commutano e quindi ’eventuale ambiguita data
dalla definizione di fEN e simili non sussiste). Infine se f & una funzione a valori
in C, si denotera con F' il suo campo vettoriale Hamiltoniano.
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4.2 Un passo perturbativo
Sia dunque
h=k+u+wv
Hamiltoniana definita su D,, per qualche vettore d’estensione o < R, con
k=w-1,

w e R fissati. Si supponga inoltre esista, per qualche N > 0 un N-reticolo
massimale A ed un numero « > 0 tali che

lw-v|>a Vv eZ™\A, [v| <N

Cio che si vuole fare & trovare una trasformazione canonica vicina all’identita ®
definita su D,_, g, per un qualche valore di = tale per cui zR < o, ed a valori
in D, e per la quale si abbia

S*h=k+u +
con

u =u+op,
/ -1,/
|’U |a'—3?R S € |U |<7 .

Tale trasformazione puo essere generata tramite il metodo di Lie, ovvero me-
diante il flusso al tempo unitario di un campo vettoriale Hamiltoniano X di
Hamiltoniana y. Poiché

*h=k+u+ (Lxk+vSN)+ 03N + 0 + R% (k) + Ry (u+v),
se X soddifa

Lxk= -2, (4.1)
allora si ottiene il risultato voluto con
v =03 + R% (k) + Ry (u+v). (4.2)
Per stimare |v'|,_,r sono necessari alcuni risultati preliminari.
Lemma 4.2.1. se x risolve l’equazione (4.1) allora, per ognii=1,....,n
o < L
ixt, < e

Dimostrazione. Una y risolvente la (4.1) ¢ data da

X= Z ivl-jy

w
veZ™\A, [Vv|<N

e dunque si ha che

xlo < ZueZ" vy |0 %
7~ maz{|lw-v||[v€Z\A, [v| <N} = o
Similmente v
X = z
> o
veZ™\A, [v|<N
ed un ragionamento analogo a quello precedente permette di concludere. O
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Lemma 4.2.2. Se {Vi{, < ¥ allora L ¢ un diffeomorfismo da Dy_.r sulla
sua tmmagine, che é contenuta in D,.

Dimostrazione. Una stima delle componenti del campo vettoriale, nelle condi-
zioni dell’enunciato, ¢ data da:

I
I; I; [V Rix
X < 1], < B < T
Analogamente si ottiene
v TR

Sia ora z € Dy_,g e T, = sup{T > 0| D% (2) € D, _:rVt € (0,77} il tempo di
prima uscita nel futuro (eventualmente puod valere anche +o00) di z da D,_:xr
tramite ®% . Allora

T. dq)t T I (pt
(&% —id)! |—|/ dtls/ X (@l (2))|dt < T4
0
ed analogamente
R
(@ —id)* ()] < 2T

Deve dunque valere T, > 1 altrimenti, in contraddizione con la massimalita di

T., tali espressioni implicherebbero ®% (2) €D, _ =r dunque si ha
@5 (2) € D,_2n V2 € Dy_yr

che assieme all’invertibilita di ®%, la quale segue da teoremi generali, prova
I’enunciato. O

Si tratta ora di stimare, sotto opportune ipotesi sulle norme delle componenti
della Hamiltoniana e dei loro campi vettoriali, le norme dei resti della trasforma-
zione. I calcoli per la dimostrazione del seguente lemma possono essere trovarti

n [11].

Lemma 4.2.3. Sia x : D, — C analitica e tale che il suo campo vettoriale
Hamiltoniano X soddisfi{X{, < {5 per qualche 0 < x <1 tale che xR < o < R.
Allora, ®% (Dy—zr) C D, e, per ogni funzione analitica f : D, — C ed ogni
campo vettoriale analitico Y in D, si ha

o |f7No—ur < e N f|,

o |Rx(Nlo—or < ZIXIotFYs

o |RX(fllo—ur < g1 Xo|Lx flo
o IRYx(Y){o—zr < $HX{oiY1o

o {R% (Y )lo—or < 2HXYALx Y1,
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Dimostrazione. Seguendo a grandi linee la trattazione presente in [11], indican-
do la serie di Fourier di f come

FEo) =37 fl¢) = Y fu(De?

veL™ vezr

si avra

|f>N|O'—.’L'R

S [ peeeeRe)

veZ™, |v|>N

e—NzR¢ Z ‘fy|goe|u\a¢

vezZr

e Nl N f I

vEL™
= e Nl f],.

IN

Cosicché il primo punto ¢ stato mostrato.
Per dimostrare le stime sui resti innanzitutto si mostra un risultato tecnico.
Sia0 <2z < %, si vuole mostrare che

o0 s +o0 s

z z
Zs+1:1+;s+1

s=0

<14z

(ponendo, per consistenza, 0° = 1). Si consideri innanzitutto la nota formula,
valida per |y| <1
+oo
—1)pT1yp
COPTyP In(1+y).
—~ P

3

Si ottiene, dividendo entrambi i membri per y e ponendo y = —z, p=s+ 1:

—+oo N
2® In(1 - z)
2571 —— =9()

Uno studio analitico mostra che g(z), nell’intervallo (0,1) & convessa, tende ad
1 per z tendente a 0 e tende a +oo per z tendente ad 1 e la sua derivata in
0 tende a %, questo basta ad affermare che vi ¢ un punto z €]0, 1] tale che
fE@)=z2+1,9(z) <z+1lper0<z<zeg(z)>z+1perz<z<1. Poiché
g(3) =2In(2) < 1+ 1 si deduce quindi che § < z e dunque che g(z) < z + 1
per 0 <z < % come richiesto.

Prima della stima sui resti serve una stima sulle derivate di Lie delle funzioni
e dei campi vettoriali. Fissata z € D, _.g, la funzione t — F,(t) = f(z+tX(2))
analitica su [—T,T] per qualche T > 0. Un possibile valore di tale T ¢ dato
dalla condizione z + tX(z) € D, per ogni t in valore assoluto minore di 7', cid
che certamente vale se per ognii=1...n

{th(Z)fl < xRy
HIX(=)f] < xRy

OVVETO se
XA op < @
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Dunque si puo porre T' = W Risulta dunque che
o—xzR

dF.(0) Sup\t|<T{‘F2(t>|}
L < = X o0
L (o) =155 | < ZRHST X lf
e poiché la stima vale uniformemente in z si puo concludere che
< PSRl I
|LXf|a zR IR .

Per passare alle stime mediante la norma di Fourier | - |, basta osservare che,

scritta
LXf = Z (LXf)V
vezn
la serie di Fourier di Lx f, si ha che

(Lxflv=>_ Lx,fu

v/ 4+v'=v
dunque

HXte” orl |5
x

LxDlFon < S LxforlZans Y

v'+v''=v vi+v''=v

da cui

|LXf|0'7:L’R = Z ‘(LXf)V‘Zosz

vEL™

Xk alfor |
2. 2 .

<
vEZ™ v +v!=v
1
D D - ST
UIGZ”‘ U/,EZ"
_ JFXJra—xR|f|a
X

cosicché risulta |Lx f|o—ar < %+X+J,x3|f|g.
Per quanto concerne le stime sulle derivate di Lie dei campi vettoriali si ha:

(LxY)'o—ar  _ [Lx(Y") = Ly (X")|o—or
R[ RI
I;
< Ex(Y)lo- (X))o
< 7
1 Y, X" o
< - XU—;E YO' x
< W= Vo ar—p )
1 Yii, X1,
< Ll By,

Conti analoghi permettono di stimare R—|(LXY)¢’1|0 «R, quindi passando al
massimo per i = 1,...,n si ottiene {Lx Yy zr < 2{X{o1Yo.
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A questo punto per stimare la norma delle derivate di Lie di ordine successivo

si procede tramite uno schema induttivo.

SL% flo—aor < 1 (;+X+U)s |flo. Per s =1 il risultato & vero per quanto detto
precedentemente Se si suppone vero per s fissato, si avra:

‘L;+1f|U—IR

(s+1)!

IN

IN

IN

1 Lf"a{f
S—|—1| X |O’ R
1 5+1

s—i—l

Sia s > 1, si vuole mostrare che

it (e*X*" Sk ) Ifo)

(1+3) 1o
o)

1

|flo

(21) " o

dove & stata usata le disuguaglianza (1 + %)b < e Vs > 0. In modo assoluta-
mente analogo si mostra che }3L5Y},_or < 1 (24X},)"1Y},. Modificando
leggermente il conto precedente si ottiene alternativamente:

1 s
|; Xf|a—

zR

IA

<

1

s
1

se
1 (26+X+[,>81 Lixl,_en
Se X

2

sexr

1

(s—1)!

L;(_l (LXf) |¢7—96R

(2opet,) el

(2061.)" 1Pl

A questo punto si possono cominciare a stimare i resti. Si osservi che le

condizioni su 2 permettono di affermare che 24X}, <

|R§((f)|a—acR <

Similmente (osservando che

‘Rgf(f”ofo <

*Z LS flo—or
pt sl

+oo

2¢1X1, < 1 e dunque:

E)

2 1
< —{FYs|Xle
< PP Z;) —
2 2e
< 7Fa' o 1 7X0
< 4Rl (1+ 2, )
3
< 7F0’ o
< Simp
2
< Z{F Iyl .
< 4,
LI f = %#)sihache

|LXf‘U = 1 6+X+U ° ‘LXf|G+X+U
e SZ_:ls—Fl( x ) = T '
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In completa analogia si recuperano gli ultimi due risultati:

HRY (Y )fo—or <

24Xof o 3 (2e+X+o)‘* _ XVl 1 ANV

2efXt, —
x x xT — 22 Te x
s=0 1 T

HRY (V) —or <

XY}, *f 1 (24)@,)5 - AXhotlx Yy

e :1s—l—1 x T

A questo punto si & in grado di stimare il resto v’ definito in (4.2).

Proposizione 5. Sia 0 < z < 1 tale che xR < 0 < Resiah=k+u—+v
analitica in Dy con k(I,¢) = w- I, w € R%. Siano N > 0 intero e A un
N -reticolo di Z™ massimale tali che

inf{lw-v|veZ\A, [v| <N} >a.

Si supponga inoltre che il campo vettoriale Hamiltoniano V' di v soddisfi
«

o<t

e che uy = u. Allora esiste una trasformazione canonica analitica ® : Dy_zr —
D, tale che
W=0oh=Fk+u +
conu =u-+ovy e
|U/|a'—zR S S"U‘a'
JrV”rasz < S+V+a

.y (ezRéN UL+ +v+a>

Dimostrazione. Sia ® = ®% con X campo vettoriale generato dalla Hamilto-
niana y soddisfante la (4.1) In virtl della condizione {V{, < 95 < % si ha che
® (Dp—ar) €D, etX}y < cosicché ci si trova nelle ipotesi della proposlzlone
appena mostrata. Allora

ove

12’

o—ar +|RY (W +0)lo—or + R (K)lo—or

V' o—ar < J0R&

< e N Jope |, + %| |- + +X+" \Lxkl|,
< e—wR¢N|U|U + 2+U‘|‘a ‘;2‘|‘V‘|’U |'U|a +Z+0 o3 |U
< (efade)N + 2+U+ﬂ + 3+V+J)"U‘U
S S|U|U axT

+V/Jr07wR < +VA>CN+07$R + +R{((U + V)+07IR + JFRX )+07IR
S 671R¢N+VAC+U + M+X+o 2+X+G+L K‘i‘a
< 671R¢NJ[V+O_ + GUJFU + +V+U)+V+ 2JFV+U J[V Jra'
< (6—1R¢N 4+U+U + 6+V+0 H-V-i-
< StVie
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4.3 Iterazione

Per concludere la dimostrazione dei teoremi presentati alla fine del capitolo
precedente viene ora iterataun numer ofinito di volte la procedura della sezione
precedente.

Lemma 4.3.1. Sia h = k + v analitica in D, con 0 < R, k(I,$) =w - I con
w €R™ Se N >0 intero, « >0 e A un N-reticolo tale che

inf{|lw-v||w e Z™"\A, |v| < N}

Siano T = min{j‘%—fl7 ;—i ed m >0 un intero. Se vale

(4.3)
allora esiste una trasformazione canonica analitica ® : Dg — D, tale che h' =
O*h=k+u+v con

o U =up

o Ju—vals < ol

o [l5 < e,

o« Whs < eV,

Dimostrazione. Sia * = 5 e oy = o —lzR, | = 1,...,m. Verranno co-
struiti, tramite il procedimento enunciato nella precedente proposizione, m

trasformazioni canoniche ((I)l)l:L.m tali che ®! : Dy, — Dy, _, e tali che
ht = ®h!=1 = k + u! + ! (definendo h® = h) con

w1 = w+(v)a (=0, vo=0)
‘Ul|al S eil|’UO‘a'

Questo implica che ® = ®™o---o®! avra le proprieta richieste, poiché, essendo
maxr < g, certamente si puo considerare D¢ come dominio di ® ed inoltre

m—1
u—vals < Jos
s=1

Procedento induttivamente, si supponga di aver costruito le prime [ trasforma-
zioni, cosicché

m—2

_ _ 1
oS e, < —lvlo < vls-

s=

aT ax ax
‘/<_l‘/g<‘/g<4 — < .
‘l|_e++_++_144m 72 T 12

E dunque possibile contruire una trasformazione canonica analitica ®'*! tale

che
|Ul+1|al+1 < Sl|vl‘ol < Sle_l|v|0
+V2+1+(n+1 S Sl‘i'vHal S Sle_l+v+0
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dove

rRyN Uil Vil _TReN 244V 1,
Sl:6(e_2jv)t—|—2m+ l+l++l+l)§<6e 7 +7Jr er)

ar art
dove si ¢ sfruttato il fatto che U; = i;é(Vt)A e dunque {Uils, + Vits, <
Zi:o Wits, < Zi:o e UV, < 2lVi,. Se valgono le condizioni dell’enunciato si
avra che S; < e~ ! permettendo cosi di concludere O

Per ottenere una nuova Hamiltoniana h’ nella quale il resto v decada in
maniera esponenziale con l’entita della perturbazione originaria {V}, basta ora
scegliere opportunamente il cut-off N in funzione di {V1,.

Proposizione 6. Nelle notazioni del lemma precedente, siano (3 costante reale
e n costante reale positiva. Definiti (|| indica la parte intera)

& = 1873%45 )

o \T-F

v = [6)7)
a = nNP
_ TRy
7= '

sia A un N-reticolo tale che
inf{lw-v||w e Z"\A, [v| <N} > a. (4.4)

Allora esiste una trasformazione canonica ® : Dz — D,, con le proprieta del
lemma precedente e tale che

m=[yN]

Dimostrazione. La seconda disuguaglianza delle (4.3) puod essere riscritta come
TR

Combinando quest’ultima, con la prima disuguaglianza, e ponendo a = nN?, si
ottiene

N8 <1

tVie

€

risolta da una scelta di N come nelle ipotesi, la scelta di m si ottiene risolvendo
in maniera ottimale la seconda disuguagliaza delle (4.3) sostitutendo ad N il
valore trovato (ricordando che m deve essere intero). O

Osservazione. Nella proposizione appena mostrata non si sono fatte ipotesi
esplicite su 8 e }V},. Chiaramente se I'obiettivo consiste nel generare una for-
ma normale acon resto piccolo con la norma della perturbazione la condizione
naturale da richiedere sara:
Vi < €
15 < 1
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4.4 (Geometria delle risonanze nello spazio delle
frequenze

Per completare la dimostrazione dei risultati precedentemente enunciati bisogna
trovare, come gia accenntato, una suddivisione dello spazio delle frequenze in
zone associate ciascuna ad un N-reticolo A per le quali valga la (4.4). Per fare
cio innanzitutto verranno dati dei lemmi puramente tecnici.

Lemma 4.4.1. Siano o € [O, g}, B € 10,7, sesin(a) < esin(B) allora

T
a<c—
<cegh
In particolare se ¢ < % allora
1
a < =
50
Dimostrazione. 1l risultato si basa sul fatto che per z € [0, 2] sin(z) > 2z (la
verifica & immediata tramite lo studio delle derivate e degli zeri della funzione
sin(x) — %w), assieme alla nota relazione sin(z) < z valida per qualunque z.

Esse unite danno .
sin(a) _ 2«

c> > ——

T osin(B) T wp
che ¢ esattamente la formula nell’enunciato. La seconda parte dell’enunciato ¢
un’immediata conseguenza di m > 3. O

Lemma 4.4.2. Siano v,v' € Z?, non paralleli. Indicato con ' l’angolo acuto

frav e
1

Z R
(]l

Dimostrazione. 1l prodotto esterno A fra due vettori (nella comune identificazio-
ne di vettori con 1-forme e scalari con 2-forme dello spazio euclideo R?) si esprime
come un polinomio omogeneo a coeflicienti in Z di secondo grado nelle compo-
nenti di v e v/, dunque v Av' € Z essendo tali componenti in Z, oltretutto, essen-
do i due vettori non paralleli, |v Av'| > 1, infine vale |[v AV'| = |[v||||V/]| sin(v/'),
e cio permette di concludere. O

sin(vv/)

Detto cio & possibile trovare una suddivisione dello spazio delle frequenze
che permetta di creare opportune forme normali per il problema, si ha infatti:

Proposizione 7. Sia 0 <c¢ < %, N > 0 intero. Per ogni N -reticolo massimale
A di 72 ¢ possibile definire un insieme RMN C R? tale che

o se A # A allora RN e RN 9N sono disgiunti
o l'unione di tutti gli R&N da R?

e sew e RMN gllora vale

inf{|w-v||v € ZAA, [v| < N} > o = I

e tale stima & migliorata nel caso di A = vZ, per qualche v € Z2, da
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Dimostrazione. Come gia osservato gli N-reticoli massimali di Z? si riducono a
tre casi

o A=272
o A=vZ
e A={0}

con v = (v1,v2) # 0 tale che v stia nel primo quadrante, abbia norma minore
di N e tale che GOD (v1,v2) = 1. Nel caso A = Z? la terza condizione ¢
banalmente soddisfatta per qualunque scelta di w € R2, cosi si pud porre, per
consistenza,

R¥ N = {0}
Per quanto riguarda il caso A = vZ si definisca v, € [O, %] tale che
sin(7y,) = inf{csin(u/y\’) |V eZ®, 0<|V|<N,v#V}.
Poiché ¢ < % si ha che
Yo < 51//;’

per qualunque vettore intero v’ diverso da v e di norma minore di N. Definendo
quindi come R*%%¥ il sottoinsieme di R?\{0} formato dai punti w per i quali
wr < 7, si ha che due insiemi di questo tipo non si intersecano, e chiaramente
non intersecano nemmeno RZ eV , definendo R{°}¢N come il complementa-
re in R? di tutti gli insiemi precedentemente definiti sicuramente i primi due
punti dell’enunciato saranno soddisfatti, restano da controllare le proprieta di
risonanza di tali insiemi.
Si osservi innanzitutto che per quanto detto nel lemma precedente

sin(7y,) > VW eZ? 0<|V|<N,v#1

Cc
Al

V|| <|v'| < N si ha anche che

Inoltre, poiché

sin(y,) > ¢
lv|N

Nel caso w € R0} ¢id permette di ottenere

— T , cl|w]]
jw - v = [lwllllvll| cos(@r)] = [lwllll| sin(wr) = [lwlllv] sin(y) = ==

, sia v/ non parallelo a v. Detto /1 il vettore ortogonale

Se invece w € RVZ.e:N

—_—
a v/, con la stessa norma (euclidea) e tale che 0 < wr'+ < 7 si ha

jw- V| =@l I cos(wr)]

lwll|l']| sin(wr'+)

. —_—
w|| |V sin(vv'* — ynu)

1 1 .
[wllf[2[|(sin(vr'+) — sin(ynu))

1—c)||w
]l

AVARAVARIVS

Ovviamente poiché ¢ < 1 si ha che 1 — ¢ > c ed inoltre ||v| < |v| < N cosicché
questa ¢ effettivamente una stima migliore di quella che & possibile effettuare su
R{0}e, N |
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Si & quindi ora in grado di raccogliere i precedenti risultati in un teorema che
garantisce, sotto opportune condizioni, I’esistenza, uniformemente nello spazio
delle frequenze, di un cambiamento di coordinate che mette in forma normale
la Hamiltoniana del problema originario generando un resto esponenzialmente
piccolo:

Teorema 6. Sia h = k + v analitica in Dg, k(I,¢) = w - I con w € R*\{0} e
siano

il
¢ = B4R,
_ Ry
T = 5

v = )]

Si assuma che Vi, < € e che w € RYN per qualche A N-reticolo massimale
di Z2. Allora esiste una trasformazione canonica ® : D% — Dpg tale che

*h=k+u+v

con:
o U =1uy
o [u—uvalz <|vlr
. \v’|§ <e LNyl
[ ]

W'y < DNV

Dimostrazione. Si applicano le ultime due proposizioni allo spazio delle fre-
quenze ed alla Hamiltoniana di partenza dove sono stati fissati come parametri:
o0 =R (cosidaavere T =1), c=%,n=c|w|, 8=—1 O

In un ottica diversa rispetto alla classica teoria di Nekhoroshev e possibile
fissare un valore limite, indipendente dalla perturbazione, per il resto non nor-
malizzato a fronte di una crescita piu lenta del cut-off (nel caso precedente N
diverge con l'approssimarsi di {V{x a 0) che risulta in una semplificazione della
geoemtria delle risonanze.

Teorema 7. Sia h = k + v analitica in Dg, k(I,¢) = w - I con w € R*\{0}.
Sia fissato m > 0 intero e vengano definiti

x«  _  lwlRg -2

€ = 3156 ™M
— 8

No= [Rd»mw

Se Vi, < €* allora esiste una trasformazione canonica @ : D% — Dg, tale che
h=k+u+v
ed in tal caso si ha che
o U=1up

o [u—uvalz <|v[r
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o [v']g < e ol
/ —m
o V'ir <em™Vig
con A N-reticolo massimale di Z2 tale che w € RM3-N

Dimostrazione. Ricavando il valore di m nella seconda disequazione delle (4.3),
ponendo o = R, sostituendo il risultato nella prima disequazione e stimando «
con i valori ottenuti nella proposizione relativa alla geometria delle risonanze,

ponendo ¢ = %, si ottiene
[wll \r—2
Vipg < ——N"~.
Ve < 54Rg
Riscrivendo tale disequazione in funzione di m anziché di N si ottengono le
condizioni richieste dall’enunciato. O

Questo risultato puo risultare utile, come gia precedentemente osservato,
da un punto di vista fisico in quanto ¢ possibile mettere in relazione l'entita
della perturbazione con un limite temporale entro il quale la forma normale
descriva adeguatamente la dinamica effettiva del sistema. Poiché nella realta
tale limite e fissato da un tempo caratteristico del sistema, cosicché si lavora con
m fissato, 'V che si ricava nel secondo teorema dovrebbe indicare quali sono
le armoniche che effettivamente influenzano la dinamica e quindi si manifestano
nelle caratteristiche dello spettro quantistico del sistema.
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Conclusioni

Pur senza entrare nel dettaglio degli studi applicativi (la comparazione fra lo
spettro quantistico e la struttura topologica e dinamica del sistema studiato)
per il quale questo lavoro & stato redatto, ¢ comunque possibile ricavare, dai
risultati ottenuti, alcune utili osservazioni.

Innanzitutto la suddivisione in zone risonanti dello spazio dei parametri,
ipotizzata in [9], ha un riscontro nella geometria delle risonanze, sviluppata qui
nell’ambito della seconda normalizzazione. In entrambi i casi, questa suddivi-
sione viene costruita con ’obiettivo di definire quale forma normale sia la piu
adatta a descrivere il sistema. Va tuttavia notato come nel problema fisico
una quantificazione della bonta di tale approssimazione non appare, al momen-
to, completamente chiara, mentre nel presente contesto il discriminante ¢ la
piccolezza del resto non normalizzato.

Accettata tale identificazione si € anche data una stima per ’ampiezza di tali
zone. Infatti, fissato un parametro di cut-off N, 'ampiezza delle zone relative
alla risonanza v (tale che |v] < N) ¢ dell’ordine della distanza dalla risonanza di
norma minore di N pitl prossima a v. Tale distanza & dell’ordine di (||v||N)~!.
Nei teoremi conclusivi & stato mostrato come N venga scelto dell’ordine di e /2
(nel primo teorema questo & chiaro, nel secondo si vede che N & dell’ordine di m
e quest’ultimo ¢ dell'ordine di e~1/2) cosicché la larghezza della zona risonante
di un’assegnata risonanza v e, supposta la forza del campo elettromagnetico
fissata ed esplicitando la dipendenza di € da n, dell’ordine di v/e/N. L’ampiezza
delle zone risonanti di ordine alto (|v| ~ N) e quella delle zone non risonanti &
stimata in N =2 ~ e. La nostra conclusione & che I'uso di forme normali risonanti
per 'interpretazione di dati spettroscopici abbia senso in zone di tale ampiezza.
Una eventuale conferma di cio si ha nello studio degli spettri della parte lineare
della perturbazione normalizzata. Si vede che con il crescere di n le risonanze di
ordine alto vadano a sparire (cut-off dell’ordine di n=2) ed inoltre la larghezza
delle zone risonanti si allarghi (dell’ordine, fissata la frequenza, di n?, nel disegno
tale allargamento non ¢ visibile in quanto ’asse delle ascisse e riscalato di un
fattore n=1) Dalla trattazione effettuata risulta anche il valore del parametro
perturbativo € in funzione dei parametri £, £, B del campo e dell’energia E del
sistema. Precisamente, detti

3& 3¢&’ B

o= m b= es

B =y
risulta essere € = Va2 + b2 + ¢2. E interessante notare come nei lavori citati si
utilizzi we quale parametro perturbativo, salvo poi notare come effettivamente
sia € a determinare il comportamento qualitativo delle osservazioni sperimentali.
La dipendenza di € da E si traduce in una dipendenza dell’ampiezza delle zone
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Figura 4.1: spettri per valori di n=10, 30, 50
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risonanti dal numero quantico principale n: poiché E ~ (n)~2, 'ampiezza della
zona della risonanza v ¢ dell’ordine di %

Come si e anticipato nell’introduzione, questo € solo un primo stadio volto
a porre su basi solide 1'uso di tecniche perturbative classiche per lo studio del-
I’atomo d’idrogeno in un debole campo elettromagnetico, e molto resta ancora
da fare.

Da un punto di vista tecnico, sara certamente necessario ripetere la seconda
costruzione perturbativa usando coordinate di tipo cartesiano sugli spazi ridotti
S? x S?, in modo da evitare lesclusione dei poli ed ottenere una pitt chiara
descrizione del sistema normalizzato.

Inoltre, lo studio ha utilizzato, oltre alle zone risonanti, anche le zone non
risonanti. L’uso di forme normali non risonanti non e finora stato considerato
negli studi sull’atomo d’idrogeno. Si trattera dunque di capirne il ruolo e 'uti-
lita, e si apre la possibilita di uno studio globale, sullo spazio dei parametri, che
possa portare ad una piu profonda comprensione delle relazioni fra le proprieta
classiche e quelle spettrali.
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Appendice A

Il metodo di
regolarizzazione di Moser

Verranno ora discussi degli approfondimenti sul tema della regolarizzazione,
trattando principalmente il metodo di Moser e dando un’accenno e dei riferi-
menti bibliografici per il metodo di Ligon-Schaaf. Cio che segue consistera in
uno sviluppo degli argomenti presentati in [15] e riproposti in [3]. L’obiettivo
del procedimento di Moser sta nel coniugare lo spazio delle fasi del problema
di Kepler con il fibrato tangente della sfera 3-dimensionale privata di un polo.
Verra mostrato poi come il flusso Kepleriano riparametrizzato corrisponda, per
un fissato valore dell’energia, al flusso geodetico di velocita unitaria sulla sfera,
rendendo cosi da una parte palesi le proprieta di simmetria del problema e dal-
laltra permettendo di completare in maniera naturale il flusso aggiungendo il
polo mancante alla sfera.

Nel seguito, se M indica una sottovarieta di R™, T'M e T*M saranno iden-
tificati tramite la struttura euclidea di R"™.

Sia V' C R? definito privando R* dellinsieme {(0,0,0,k) € R*|k > 0}
e si consideri la varieth M = TV > (x,y) dotata della struttura simplettica
w = Z?Zl dz; A dy;. Sia {(z,y) = x -y funzione Hamiltoniana definita su
M. 0 & un valore regolare per £ e £71(0) = U0 TS;’: dove Sf indica la sfera
tridimensionale di raggio r privata del polo nord (si omettera la scritta a pedice
se r = 1). Il flusso Hamiltoniano di £ definisce un’azione libera e propria di R
su M definita da
«

¢ (a,y) = ("a,e ).

Per il teorema di riduzione si ha che N = £71(0)/ ~¢, dove ~¢ ¢ la relazione di
equivalenza definita dalle orbite del flusso di &, eredita una struttura simplettica
da quella di M. Sia ¥ : M — M definita da

0(@0) = Walew). wue,) = (o lely)

Si ha che

Proposizione 8. N ¢ simpletticamente diffeomorfo a TS? e tale diffeomorfismo
e dato dalla mappa ¥ definita tramite

221/} = wgw
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dove 1¢ e ¢ indicano rispettivamente l'inclusione in M e il quoziente tramite

~¢ di 5_1(0).
La dimostrazione della proposizione verra data tramite alcuni lemmi tecnici.

Lemma A.0.3. L’immagine di 1"y é TS? e le sue fibre sono le orbite di L.

Dimostrazione. Se (z,y) € £71(0), ¥(z,y) € ¥~1(0) ed inoltre si ha che ||[¢,|| =
1 cosicché ¢(z,y) € TS? inoltre la 1 ristretta a TS? & Didentitd e dunque
¢ mostrata la suriettivita di o3 su TS3. Siano (z,y),(x',y') € £1(0) tali
che Y(z,y) = ¥(a',y’). Poiché ¢y (z,y) e y(z,y) sono paralleli ad = e ad y
rispettivamente, esistono k., k, € R per cui

= kpx

/

yoo= kyy.

L’espressione di ¢ impone che k, > 0 e k, = k; *. Posto dunque o = In(k;) si
ha che

(@', y) = P¢(2,y).
Viceversa ¢ ovvio che (®¢)*y = ¢ per ogni a. O
Lemma A.0.4. (1;)*(1fjw) = w' dove w’ ¢ la 2-forma simplettica canonica su
TSP,

Dimostrazione. 11 pull-back della 1-forma di Liouville su £71(0) tramite w5y
vale, ricordando che z -y = 0,

() dise(o.y) =y de = () dy) = y-d

che & per 'appunto la 1-forma di Liouville canonica su M ristretta all’immagine
di iZ1p. O

Lemma A.0.5. 1Y € UNa SOMMETSIONE.

Dimostrazione. Se, fissato (z,y) € £71(0), si indicano con u = (v, w) i vettori di
R* x R* = T(z,yyM, I'equazione D(zzz/))(x, y)u =0 per u € T(,,, 1 (0) & risolta
da (v,w) € (z,—y)R, dunque un’analisi dimensionale mostra come la mappa
D(1£1p) abbia rango massimo su £7'(0). O

Analogamente a quanto fatto per il metodo di regolarizzazione di Kustaanheimo-
Stiefel questi 3 lemmi assicurano che 1/3 abbia le proprieta richieste nella propo-
sizione.

Sia ora F(z,y) = 3[lz[/?|ly[[* un’altra Hamiltoniana su M, & immediato

constatare che {F,&} = 0 dunque & possibile definire un unica F su N tale che
1 = m{F. Siha che

Proposizione 9. F induce su N, identificato con TS?’, il flusso geodetico di
velocita costante sulla sfera 3-dimensionale privata del polo nord.
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Dimostrazione. {||z|?, F} = 2[|z[|*z - y, dunque {||z,2{F} = 0 e analogamente
{llyll,2¢ £} = 0. Le equazioni di Hamilton per 1f F' si scrivono come

i = ey
o= .

3
ll=

costante ||y||. Osservando che 1¢¢) manda queste ultime in geodetiche percorse

Esse rappresentano le equazioni delle geodetiche su S | bercorse con velocita

con velocita costante su S3 si conclude. O

Si consideri la mappa

Si noti che detta ¢p : R? — $3 I'inversa della proiezione stereografica della sfera
tridimensionale si ha che ¢(x) = ¢o(Z)e®*, dunque detta 1o 'inversa di ¢¢ si ha

che
9(@) = (o7 ) el

¢ l'inversa di ¥. Questo e sufficiente per affermare che ¢ & un diffeomorfi-
smo, essendolo ¢y sulla sua immagine. A questo punto verra generata una
trasformazione canonica sollevando ¢ al fibrato cotangente di R%.

Proposizione 10. [l sollevamento canonico di ¢ e

¢($7y) = (¢($),¢y($,y))
dove gz~5y = (%)_T vale

. e (NEE L 2y P
—pxa [N T e 2 __=ge . b L —— .
by(z,y) =€ ( 5 (& - )T + T (T-9) + A

Dette L = ¢*F e n = ¢*€ si ha che

Lew) = 4 (G10217 + 1)+ (Fpzn))
n(@,y) =

Dimostrazione. Per sollevare canonicamente ¢ ad una mappa ¢~> TR - V
si devono esprimere le componenti della matrice Jacobiana di ¢, J(x). Per
1,7 = 1...3 si ottiene:

@)y = (205(I1Z)* + 1) — dasa;) (| 7]]* + 1) ~2e™
I(x)y; = Aay(|2]* +1) e

J(2)ia 22;(]|Z)|% + 1) Le®s

J(@)a (1% = DlE)? + 1)~ e

<
[

=~

ovvero si ha la struttura a blocchi
J(x) = ( T0,(&) | o(2) )
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dove J, . (Z) rappresenta la matrice Jacobiana della trasformazione ottenuta da
¢ trattando x4 alla stregua di un parametro costante. Un calcolo immediato
mostra che (d’oga in poi si omettera la dipendenza di J e di J da x, intendendo
che J=J(z) e J =J,,(Z))

2 2
1T = (2 ) ey
<1+||f||2> o

Inoltre si osserva che, poiché la norma di ¢(z) & costante per x4 fissato si ha

Lolle@)[? _ 106u(@) ANXIPx—oiw) _ 5 57
2 07, 2 0%,  0Xy wtnla) = (Io),
Si puo quindi calcolare
JTy ITo(x 5 \?
3= AT | (2) _ o (o) 18| 0
(i) | o) 01
da cui, tramite inversione e prodotto a sinistra per J(z) di entrambi i membri,
si ottiene
22\ 2
J_T — 6—2.784J <%> ]IB ‘ 0
0 |1
- 2 .
= e—2m4< (H—II;HQ) J (;5(.1‘) ) .
Quindi mediante la formula c;)y(:z:,y) = J Ty si ricava il risultato espresso

nell’enunciato, mentre le forme di L e n risultano da un calcolo immediato. [

Analogamente a quanto fatto su M si pud ridurre T*R* tramite I’azione
generata da 7. Definita

p: T*R* — T*R3
(z,y) — plz,y) =(Z,9)
si ha che

Proposizione 11. N = 7~(0)/ ~,,, dove ~,, ¢ la relazione di equivalenza de-
finita dall’azione din, ¢ simpletticamente diffeomorfo a T*R3 tramite la mappa
p definita tramite 1;p = 75 p dove 1, e m, indicano rispettivamente l'inclusione
in M e il quoziente tramite ~, di n~'(0).

Dimostrazione. L’immagine di u;p ¢ chiaramente T*R3 e le sue fibre sono le

orbite dell’azione generata da 7. B inoltre immediato verificare che P € una
sommersione e si ha che p,(z,y)dp,(z,y) = y - dr — yadzy = y - dz su n~1(0).
Analogamente a quanto fatto per ¢ questo permette di concludere. O

A questo punto la riduzione di L su T*R? seguita dal cambiamento di coordi-

nate canonico su T*R? (g, p) = (—7, Z) da origine alla Hamiltoniana K = K2,
2

e quindi si conclude che esiste un diffeomorfismo canonico fra T *R3 e TS? che

coniuga canonicamente la Hamiltoniana K con F. In particolare la superficie

di energia K~1(1) = K~1(1) ¢ coniugata a T, S?, il fibrato unitario di S3, sul
2

quale si originano i moti geodetici di velocita unitaria. Per concludere basta

mostrare il seguente
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Lemma A.0.6. Sia J funzione Hamiltoniana, J = %J2. Sulla superficie di
energia comune j_l(%) =J7 (1) vale X; = X;.

Dimostrazione. Banalmente su H ~1(1), detta f qualsiasi funzione sullo spazio
delle fasi a valori in R, vale {H, f} = H{H, f} = {H, f}. O

In questo caso il flusso di K su K ! (%) ¢ quello Kepleriano riparametrizzato,
concludendo la dimostrazione delle affermazioni fatte all’inizio della sezione.

Un calcolo immediato mostra che le geodetiche passanti per il polo nord sono
proprio quelle coniugate ai moti di collisione del sistema originario. A questo
punto lo spazio Tjg?’ puo essere compattificato tramite I’aggiunta di una fibra
ottenendo T';S®. 1l flusso geodetico di velocitd unitaria sulla sfera di raggio
unitario S® & definito su TiS‘(3 ancora dalla Hamiltoniana F' , 81 € cosl otteneuto
che anche i moti di collisione vengano regolarizzati (ovvero che il flusso che li
descrive sia completo).

Osservazione. Merita attenzione il fatto che per il flusso geodetico su S? ri-
sulti esplicito il gruppo di invarianza SO(4). Gli integrali primi indotti da
quest’ultimo sono codificati nelle 6 componenti indipendenti che definiscono la
2-forma G = x Ay ad essi corrispondono, nel problema di Kepler originario, le
6 componenti di G (é” coni,j=1...3,i<j)ed A (Gyconi=1...3).

Osservazione. Va ribadito che il procedimento opera sulle singole superficie di
energia separatamente. Un procedimento di regolarizzazione che opera global-
mente ed in maniera simplettica su H~! ((—00,0)), dove H indica la Hamilto-
niana di Keplero originaria, &, ad esempio, quello di Ligon-Schaaf (si veda [6]
per i dettagli) il quale coniuga canonicamente il flusso di H, limitatamente allo
spazio delle fasi ad energia negativa, con il flusso geodetico, di velocita ora non
necessariamente unitaria, su S*\{(0,0,0,1)}.
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