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Mece. Razionale -Matematici- Mod. A- Prova scritta del 7/5/ 2001
Serivere chiaramente sut fogli che si consegnano: Cognome, Nome, data, Mod, A.

Un punto materiale P di massa m & vincolato su di una guida circolare liscia di raggio
R con centro nell’origine di un riferimento (O, z,y,2) e posta nel piano verticale Ozy
(g = —g¥). Siriferisca il sistema all’angolo 9, valutato in senso antiorario, tra la direzione
negativa dell'asse y e il segmento OF.

Il punto P & soggetto alla sola forza peso e il riferimento (O, , y, z) ruota rispetto agli
spazi inerziali con velocita angolare w=wy, w > 0, costante.

1) Verificare che la componente lagrangiana rispetto alla coordinata ¢ della forza di
Coriolis, agente sul punto P nel moto rispetto al riferimento (O, 2, y, z) & nulla.

2) Studiare la stabilitd delle confizurazioni di eqgilibrio relativo al variare di w nei reali
positivi e tracciare il diagramma di biforcazione.

3) Dire con quali altre tecniche & possibile studiare la stabilita degli equilibri di questo
sistema (1-dimensionale). Motivare brevemente la risposta.

Si supponga ora che il punto materiale P sia soggetto anche alla forza di attrito viscoso
F=-kv.

4) Scrivere l'equazione del moto nel riferimento rotante e proiettarla sul versore t della
terna di Frenet (t,n, b) per ottenere 'equazione pura del moto.

5) Con riferimento alla equazione pura (la componente t), studiare la stabilita asin-
totica dell’equilibric ¥ = 0 al variare del parametro w nei reali positivi (primo metodo di
Liapunov)

6) studiare la stabilita dell’equilibric ## = 0 con tecniche viste diverse dal primo metodo
di Liapunov.
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Meceaniea Rasionale <Matomatich Mod. A- 9 Dicembre 2002 Mereaniea Razionals -Matematlal - Bad, T - Prova Sceitta del 9 dicembre 2002

Serinere ehsramente st foplt che ol eontegnono: Cogneme Nome, datq, Med, B
y i
Sorbyare ehim

LEERETIT _._ﬁ“__ chn nl conn [ELFE

o Clognome, Moma, M . .
B s, Mod. A, data. 1 Mel alstamn nersisle 0y con y verbieale peeendente sbeonstdar? unn paida rettllines

[ackn passnnle _w__._. Fopuntd A = (00 0 B o= (L0), con b > D oacdentnly pel veeso positivo
AR ol aclgioe nal punte A, S5 eanaideri noltra 1 sietemn coatitulle di un dises cmogenda
i snggple B oo massn mecha votoln asnzs stelaciaee sulls guida ¢ do un'ssta omogenes i
meswn M e lunghezea o Incoraleriba pare un estremo nel bacleentro G del dlses, Inollre,

i Una particella dl musan m = 1 & vincolebn senza alibo sy oun s wnn ol dl cosbonte elagtbes At Lesn tra Ll punto A s puants G
© Dl alla foran pesa la particella & soppetin ud _...wn [ e 81 un-neseconzzoatale . 81 rifariaen il ststemn nlle coordinate 5 = AR, ave K& il punbe di conlatlo del disco
t Y R e a i o . ; i - : ]
— Azt A 50 Deberminne | P A loria di enerpia potenziale [{r) = con I guida, o, eogelo formato doll'asta con il verso negative dell’asse 4, valutato in
s - Lelerminare 1 mot! digaanicament m._tum__...__“_._. per assernaziont di dabi niziali .
ot Al annzial genen pobiorario:

rq, 7o che rendona milla 'energia totale. :
Determinare:
1} gl couilibed del sistemn

= 51 consided il sistema dinmamica ju B 2} Ia frequenss delle piecole cscillagiond attome ad un equilibio shulile;

ry . & 3} aquaziona del mote del baricentro del sistema; o
=, R 4} eventuali Integrali primi del moto del sistema.
, i i 4 el b £ b 4
i Disrutere b stabilith di {z, v) = (0,0, 2, 8 eponeidert In bragformnsions di coordinatae in 1 i .
- i __u._._ _.a.__ —- Hhumﬁu qd__ vl .“_.

Detarminars FPlp, g) in modo che I brasformazions di coordinnto sin canoniea univ

o a 29 e il i i i i |
Ceniident nel pi I wistema ditfeensiale non lneare del i :

B=— b '
._.m ST u.___._
WUsando una delle s=puesnt fineioni:

o L .
".nﬂ.u__._...n_u___..._ﬂ M_HMN + u__.uu_ 4+ W..._“xa &g ...__L..___

Blx,y)= 3xd + vy,

\If

ERTER m_mwn — ..___.,x._ — gy,

alenee che {6,y =000 & sinbile, |
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Meoe, Ruslonnla -Matomundicl- Mod, A- Prova seeltta del 2 settombes 2009
Hevtwere eldoromiente suf fogli che si condegnano: Clogmome, Mome, date, Mad, A

1. Nel piana oriesontale Qey i un eforimenta Oeyz glucs, solidale al phang oy, unn
guida lscla costliulta du unn eurva y chinga o priva di asto—intersesionl. Sin 0P — (1 Wa)
1l vuttars posiglone di wn punto Podi mussa momobile lungo la goids, ove s & [ L& i
parametrn dlarco sulle curva {rlsputto ad un ponte fissabo A s <) e L& o lunghesza dalls
mpEL Y.

| 81 supponge che i piena il riferimento Ozyez monkl con velosits angolare oostante
slfthrna all'ssse = rspetto agli spesl inerguli.

1) Usandg 1 Triedrn di Frénet (4, n, b}, =i eorivi 'equasiona pora [eomponente lungo
] dall’equasione del mota nel riferimento rotants Ozgz;

2} Ricordando che ¢ = AD_H. , df mostri
ammette almeno due posizion) dl equilibriog

a1 Rieordande ln tecaica ) studio dei plstem) uno-dimensional) medisste Pintugrale
prima dell enorgin, mostrave cha lo valocith Jdf & pmontte maaglng o minkma,

e P'equazione pura del mobo olterica
¥

2. Mul plase Oy {y vertlcale
centibibublo da un o

emvdente] G v cifociento ez pl
ook gt Koo s A chia rataln sensa abrbiciare sall'ssse
un'eatn AR Al pensnn w0 bunghezsa L oenl aslroml A ¢ B sonao vincalabl in
tupettivaments sull®asie g o nol eentes del disea, 1) rifacimento © e ruoky, rlapetin a
sigtemd ineraiall, con volocith engolares conbanbe woatborme ] amse v

Si riferlaca il siatama alPumgalo o e divesions negabive dallaass dills y el sagmantn
AR, walutato in senso sntloraria,

Determinere 1" equazions di Lagrenge del mat

lisl miste

% RS aetamnle -BMatomoticl- Mad, B- Prova sevibia del 2 salbonile i
Sertvere cligramentes suil Jogll che s conacgnamn: Clogmoe, Nome, data, Mod, [T

Lo Sin duto il rilerimento curbesiang Oz amsocioto ad uno spasio inerzals, =
verticals diacemlente, La sharrettn G507, otogenen A massa m, linghezza 3 e dl baricentoo
Gy & vineolule nel piano Oey. 1 punla A, eollegats rigidamente 2 B0 mediante dus
gharrette B4 o OA di ugual lunghesza b e di messa trazcurabile, & lestreme di un'olterior:
sharretra (4 anclfessa di massy trascurabile. [Vestrome O di 94 & vineolata a cerniora
nell'origing del sistemi curtesiono Oy, 1o steasa vincols o cerniora suagiste pure Ju A tra
la abareetta (A & il sistema srkicolabo dgida ARC, Tatti | vineali sone suppasti liaci 5i
introducinn gli sogali ¢ = {0z, DAY, ¢ = (Ox, AG) Mell'ipolesi n\_ﬁi_ = ,P.\.. :

P =o', !

dedarimtnnrn Te il ell i

ﬁ |oa| = 4, __}J___ﬂ. ,mf

o osedllnsbone atborne ad e oguililicko slabile

fef =al,  |Ag-lrc<b )

L | L.“.J_L P Determinnee ln lunglone gosa-
rutyles ol tf o o broformaztone cananicn che mnta IF in

o= 1b Serivare i dottaglio o teasformasbone
B it — B B

(3,71 — (0l 5,0, m(a, 7, ¢
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Moce. Tazionale -Matematici- Mod. A- Prova seritta del 23 gennalo 2001 : tav i i
Serivere chinrmmente sui fogli che 5i consegnano: Cogneme, Nome, dfade, Mod. A. Aﬂ,__ ays e D.m@ S s XY m..-.__..ﬂ\_ r._r__a._\ )
Par cli fn A4 Risolvore gli esercizl del Mod., B oin fogll clatinkl da _e g R Mﬂ /i r..HlD__q A=A,
tuali fogll usati pe % I esercis L A [ . .
evantueall fopll vsati per 1o soluzions degli esercizd dol mo K ﬁbfﬁ?u&.&#ﬁ; ol _Ja PEJ_N r..___d "
L. Nel piang zy di un riferimenta Oxyz, con y verticals ascondente, sons posta dise .%
gubde rettilines Hacie con orlging eomune nel punte © ¢ fermanth elsgenna un angalo di @ m___q e w i
/6 can Ju direzlone negativa dell'asse y, I riferimento Qeys ruota con velaelth angolare g B ..m. ﬁ __K T+ (! + ﬁh. = O 4=d2
costante w = wi fspotto agll apag tersinli, m,__ﬂ..n )
5 cansideri il sistema formeto da doe puntl materali Py e Po, di masse my s T, [
vincolath r seorrere ognuno lungo una delle guide o uniti da wne molla di costante elasticen O g

e
L
i lunga 1 segmento P Py, Si descriva la pasizione dei punti ) o 2 mediznce la lang heze \W@ m..w..: Sa w &= ‘m\m\ Nﬁ__h“ _\.m..C._M -+ m\m\ N.Q__ﬂ ﬁ.h..__.mb

sp= 0P e s = |1F].

1) Determinare una condizione necessaria e sulficlonte sui paramersi fo, m, o affinchi .m- .wn; ¢ X ' : 1 .
esiste un solo equilibrio stabile. _ bt .m_ﬂ_ v %aﬁcr okl oGl posteua vincatats .
2] Mel caso in eui fosse presente una resistenza di attrito viscoso, la condizione trovata [ ."..__. Ta ; % 5 .W ..Fl
rimarrebbe pncora valida? Motivars dettaglintumente la risposta. d VR Bta i, Sl
3} Determinare esplicitamente la configurazione (5], 53) di equilibrio nal caso w = 0. : ﬂw. |
4) Sempre nel easo w = 0, si supponga ora che 5y = a,a > 0, costante o che fl punta C & = 1B K»“.I .4 la, ©
P sie soggetto ad una forza di atteite viscoso —kéy. Usande il tearema delle foree vive, _.m 5 il R S u
prer il sistemn unidimensionale risultante, sl determin Pequazione del moto e si studi il _m =
earattero (stabile, instabile, msintoticamente stabile) dells configuriesion! dl equilibrio. o Z | i —
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Mececanicn Hazionale Mod., B
Clarso di Lourea in Matematica  23,1.2001

laorcizio 1. Bel piono verticals Owy, solidale ad une spazlo nerziale, y vertioals
paconcdonte g = —g, sl considerd ln puida 2?4 y? = Y an cul poggla, ructando senza
striscinre, un'asta omogenen AB di mossa e langhesen |AH] = L 8i consided Pangolo
orlentato § dall'nsse = allasts, Per @ = 0 Uasta, orizzoutele, & tangente alla guida nel

baricentro (3, Dire se esiste un equillbrio stebilas ¢, in casn allermativa, stndinrne lo plecole

oscillazicond.
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liserclzio 2. 8 detormind eol motodo di Hamiiten-Jacabl lu solugions del problemn

di Cauchy
gy =mlt) =1, i=1%

relativo alle equazion] canoniche associate gl Hamiltoniana
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WMece. Nazlonale -Mafematicl- Mod., A- Prova seritta del 17 settembre
2001

Serivere chinramente sul fogli ehe i eonsagnane: Cognome, Nome, data, Mod, A,

Par chi o A-FB: Risolvera gli esercizl del Mod. B In fopli disting] da
ovonbunli fogli wantl per In soluzione depll esorclzl del maod, A

1. 11 ststema di eiferimento Clegsr ruoli elspetto ol slstemn inerziale OXY 2 {von
£ = Z) con veloelth angolare costante w = wf. I1 slstema meccanico coatitulta da una
guids cirealare fiasn di raggio R, eenltatn nell'odging e da un diseo di msssn m e raggio
r che rotola penza strlsciare esternamente alla gulda & vincolato in mada liscio o rmaners
nel plane Oxz dal rifarimento rotante. Si riferiaca il slstema all'angols @ orientato eomn In
figura.,

a) Determinare le configurnziont di equilibria relativo & studiarns s stabilith 2l variare
di e nei reali positivi. Trnectare il disgromma di biforcazions degli equilibri,

b) Determinare 'espressione della velocith angalare assaluta del disco nal maote e
ico £ A{t)

) Usando In prima equazione cerdinale, detorminare Ja reasione vincolara alf ‘equilibrio
esarcitata dalln guida sul disco in une confipurazione con e 7 0 & pll'lstante in cul 0
sistema. gines nel piano OX 2,

=

w

2. Sia U : B* — R funzione €1, Ad essa & posssibile sssoelare lequazione differen-
ziale definita dal cempo gradiente

# = X{z) 1= ~V,{z).

Quali sono gl equillbrl dl X7 Maatrare, usando una evidente candidata Fanglone ) Ll
panov, che i miniml strett] laolatl di £F sono equilibrl melntaticamonte stabili,

Maorcennlen Teaztonnle mod. T — Motomuobiel — 17002001

Herivers efbarwmonte sl foali che ol cotaegnane: Mol 8, Caguome, Mawie, data
Par ehd fo A-+D: Tisolvara gll esorclel dol Mad, TV In fogll gistingg de aventuall fopdl umntl
per by soluzlons degll esorclzl dol mod, &

L) D un plans vertleals ey wn'aatn &4 (msan m, lupghezea AR pud ruotare stbarno al suo eatpema fisse
£ Un dizen 1 [musen m, rapgle R}y & vineoloto s rotalors éenen ntclacings s 64, 11 atatamn b Anggeitn nltre
alls foren poan, con g = g 4, g > 0, & due Jores elastiche By = 8 AR, b= & Fy ool mantlen orfogonnde
wl'nese 3, 0 Ty o (B0} OO, apentl rispettivaments sull'eitrema A dell’sste e sul conteo ¢ dal disen, Suppost
liaed § vincoll, & chicde, utillzzande le conrdinate Lageanginne 0 € (0,7, ¢ = 0 tve d = 0 per 0= 2 {C"
il punto di eontatio diseo-asta),

1} di impestare lo studio dalla configuensiont di equilibels;

2} determinare In enerpia clnetlen dal sistemn,

A} Hrrivers le aquizlont & Famdleon per 1] siitena 41 Lagrenglans

N M
Lad) =7 3 myle) ¢ + 3 Aulal 4t

Fui=l Bl
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Meaca, Raafonale -Matematicl Maod. A -
PMrova seritba del 29 gettembro 2002
Sorivers chinramente s Sopli che s consvgnomo; Mad, A Clopgnore, MNome, doba,

1o Nel riferlmentn ingrinle. Oryz, con y verkicnls macond enbe, i eonslderl vineoluly
nel pinno Gy inomanders leeis un'oite infinita, prive dl LB, O U Sn polo ()
mearnierato nell'oripgine. Sin o ascipss forlentatn) su Lade wate; & = 0 "origine €2 In
5= > & vineolnto, bloccato, un punbo mateciale P, di mpeas my. Un seconde punta
materiala My dl messa g & vincolata & scorcere sull'esta In maniers liscia. B tesa nna
malla fra M e Py tele che sn Py oagiace s foras =k, k>0, e su Py aglace In forza
£y = —F. Oltre o &, come parametyo Lugrangieno s'intraduca Pangolo 8, dal semiasee
positivo =, in senso antiorario, al semisase POSIETVG &,

Determinare gli squilibel e discutere le stabilith di easl, Al variare dei pararmentri
sirutburali definenti il sistema: g, ma, g, & a nel ceali pasitivi (sard ulile definive o =

! 1 " ror aps i .
Hru%mw.fl._ e compiere analisi delle stabilits ol vartare di o).

- Waseillabore nrmenicn 1-dim, o primo ordine ai nerive:

b=y .

IF = =t

sl arnnelbe (x40 = (0 0) come equillibria,

1) lastabilich di eale punto pud emers verilicabs con ln feandidate, In &%) funelone di
Liapuney Wie, ) = a4 )7

2) 1l gistema

t= y—gb
g=-z—3"

ammette ancora (z,y) = (0,0) come equilibrio, la precedente (candidata) funzione di
Linpunoy W pud essere ancora ntile nell"analist della stabiliti di tale squilibrio per questo
nuon sistema

Meocoaniea Iasionate -Matemodicl - WMod, B - Prova Seritta del 23 settembiee 20072

Herdvers chiaramiente st fogli elie 91 consegnano: Coguome Nome, date, Mol R ,

Lo Mel sistema fnergiale Cloy con g vertleale aseondonte s connidoct 1 plaleme eostitnitn
dr nnoanallo of magen M o8 rappia B che rotols sones striseinre sull'ssae arbzortals © o
dr un punko materisle P odi maesss e lbero A seorrere o'interno di oo dinmetes AR
dell'enelle, Sul statema agiscono, ollre alla foren peso, due molle dl costante elastion kb Lege
Lra gli estrema A, M o B, 1L 5l riferisea il sistems alls coordinate laprangione i, songols ten
L diremione positive dell'asse g 8 il dismeatro A8, valulato io senso orario, ed 5, oseissa di
F sulla refts orientats da A a B ed arlgine & eentra dell’snello.

81 supponga mg 2k < R

Desterminare

1) glb equililaed del sistema;

2} la frequensza delle picecle oacillagioni sttorno ad un equilibrio atahile.

2. 5i congideri 1 gistoma 1-dimengionade antonomo df Hamiltonlana

i
Higp) = mr_mwﬂi:i. alg) =0, g€ R

redovenbunre:
L} Llintegeale penorilo delle squaziond del moto eon 1L metoda &1 Tamiiton—1nedhi,
MY L polusione particolure per fssate condidont inlzial

gl =1, iy = = 0

nell'lpoteal
Ligy =1, afy) =9,
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Mece., Tazionale -Matemaoticl- Mod, B- Prova seribla del 31 goennaio 2000

Serinert cliiaranente sui foqli ehe 51 conseqnane: Cognome, Nome, dato, Mol 11

Por chi fn AdD: Ttisolvere gl esercizl del Mod., B in fogli distindi o
evonbuall fopli usati por I soluzione degli esorcizi del mod. A

1. Unn pgaida cirealare di raggio Jt e centro nell'arigine O dian rifedmento Oy pinen
nel pinno vertienle 2y, eon g verticals aseendente, Un diseo di massa M ¢ rappio r < N
rotols senza steisciore all'interna dells puide, mantesendosi nol piane verticale. Nel centro
£ dal disen & vincalato un estremo di un'asta rigida G di lungheszn [ e masse trascorabile,
1 punta materiale I* posto in P he masss ni, S riferisen i sistema o proamell lagreangiani
e come in fgur,

Si deferminine le posizioni di equilibrio del sistema ¢ le frequenze delle piecole ascil-
lazioni attorno alla posisione di eguilibrio stabile (verificarlo) (w, ) = (0,0).

i svalga il ealeolo delle [requenze nelle ipotesi ssmplificative p = R -7, M = m,
{ = pfd o amenn di estraziond di cedice quadrata.

2. S considert il sistema unidimensionale costituito da due puoti di egual massa
mabill lungo V'asse's, ortezontale, Detle 5y 0 22 | pscizse dai due punti, essisono s
alln foren di mutua interasione di energia potensiale

[y mg) = wle — 2] - wyq
owe o & fimmiong reale 07 Intradotis In trasformasions di coordinate

q1 =T -k Fy, =, — 2y
ab seriva e lograngionn o Phimiltoninna netle nuove varialili e ai detecming (o meno di
quselrnture) il melo del s con i1 metade di Humion-Jueoki,

x_.-p

B

Mocennlen Tnslonnlo =MMobomnticd - Mod. A - Prove Sercittba el 31 pernraion 2000
Serrvere clearesende su fogh ohe ot consegriane Cogrome Nome, doto, Mod, A

[(Trar chi fa Ap T Rlsolvere gll esorelei 1, 20 o 4 del mod, A o fogli distinti
clzi del mod, H)

tln ulteriort eventuall fogll usatl per Lo soluzlone

1. Un ponto materiale di masse mo= 1 & sogretto-ad una forza consarvad
prtangiale

1 el energia

Ulzgnz) = (2° —r —p)* {2y —2) +2p=.

31 mdradecs il vincels olonome liscio:
=1, =0

[*ar il sistema 1-dimensionale rianltente daterminare equilibed, stabilith, & discannre un
diagramma di fase nel piana (x, 5]

2. Un cubo moteriale omogenes cigido di messa moespigolo D, & vincolako senza atbrito
cal baricenteo & figgo rispetto ml unn ternn Oegs pssocinkn od unaspaeio dnematieo iner-
ginde, Ot nlla grovits, g = —§%, su lale corpo rigtelo nglsconn dolle forze di viscositi il
e rmormenbo Eisndlan skt ol Bnrieenteo £ i po natigzare con N5 o =k, dove
k=00 Al tompa ¢ o= 0 gho wii) (e (1), ity __._T.“._r..__“._n_..__“_._ o 1 _"F._._F.h__.p_.._”_. sl Intendong
ler eommponenti deltn veloeiti angolare glspette wl non teena prinetpale d'inecein solidale al
w nocantrala ln €0,
hetarrmbamee wit),

: Mol piano ez dal sibomn Creyz, rotante wloomemente con veloeith angolare db
lrascinamento £ = (12 o tupeli gl windi, & vineolato un diseo di rogeio © = 1,
o di masan me= 1 protolare senea strisciace sull'sese g Una sharvette AR omogenea di
hinghesza o= 1 e di muasse M = 1 & vineolats o scorrere con Pestremo A sull'asse @,
ortogonalmente ad es0 e senza attrito, Olire alls gravitk, ¢ = —g#, tra il baricentro & del
disco e Pestremo £ & tesa una molla di costoante elastica b = 1, cost pure tra Poriging O e
I'pstremo B & tean un' altre molla di costente alastica i = 1.

Dreterminare uno condizione sufficiente aflinché diseo @ sharretta sovrappost sull’ori-

pine O gin conlipuragione d'equilibeio stabile
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Soluziong di AL del prime campition maed. A gl 1713, /2000
11 nbirassinn & petter dnlle equnzlonl, viscolo grometrica: y o 0, 5 - & Pnase x & Dincho,
o il b
Rl |
0=,
0= =g 4,
L'energin ovnle
Etrjui o T ly il 1
L 3 2 2+l

Llintegrnzinge dal proflema (0} = 1, {0} = 0 si fa per ‘separazione’: in tal caso & s Ei1,0) = .."_

[ = yf2e - % % = sopnf£(0)) 72 - Wu

fule valutazione della radice prendern? 51 noti che segn [(£(0)) nan & definito, da che perte evalve || gistama?
3i b Io svlluppa di Taylar con poloin t =0

:_u:.".m_u:fc:.T_LP ....+Em,u_+ru+m:__. ___5_:,
u _ ._

e | 5 HE) = e 4 2(e7),

i e dubegun prendern In valutazione poaitiva (guestn discussione tion era tielilesta),

" J...m.__..nu..... =h Vrlolmt, 2ty L0

L |

km.m.mul.mnl,

Seiluzhann di A2,
ALE & F AP, porisats eamn 1-formn in RY. non & chivsa Liasta e esampio wodere ol ﬂ.ﬂ # m__.._m....
Pl it b il piss = = 0, (0. . w). diseits
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Secondo compiting - Meceanica Razlonale - mod. A - 16 genmaio 2001

ATTENZIONE: Risolvere Mesercizio 1 su UN foglio, Nesercizio 2 su un
allro foglio, DISTINTO dal precedente,

1. Sul piano verticale Oxs del riferimento non inersiale Ceyz rolante con velocith anpolare
i trasclnumento w = w  rispetto aghi spazi inersiali, = verticale ascendente: g=—g%,
il consideri la guida 2? + 27 = A%, Su di esa @ vincolato 1 baricentro & di una lamina
omogenea rettangolare di lotl & & D, a > b, ¢ di massa m. Tra il baricentro & e asse z
& tesu una molla di lunghezza o riposo nulla e di costante elastica ki > 0 che si mantiene
ortogonale all'asse r stesso. Al variare dei coefficienti strutturali R >0, a > 0> 0, g >
0, h = 0, w > 0, definenti il sistemr meccenico, determinare equilibri & discuterne la
stabilith. Riferirsd aghi angoli ¢ & o in fgura

.N E

o

b |

Secondo compitine - Meccanica azionale - mod. A - 16 gennalo 2001

ATTENLZIOMNE: Risolvere Pesercizio 1 au UM foglio, 'esercizgio 2 su un
altra foglin, DISTINTO dal precedente.

|

2. In un riferimento Qryz con g verticals ascendante: a= (0, —g,0) un anello di masse
m e raggio ¢ & libero di ruatane attorna al punto &, mantenendasi nel plano Ozy. Detto A
il punto dell'anelle dimneirahnente opposte & 2, s descriva la generica configurasions
dell’ancllo mediante Pangala &, valutito in senso antiorario, tra la direione negativa
dell’asze 3 ¢ il segmento OA.

Lianelle & sopgetto. oltre al pess, alls forza di attrite visaso applicatain 4, F = —kuy,
e alla forza elastica doveta ad una maolla i costonce elastion fi Lesa tra il punto 4 e 1o sus
projezione A sull'asse 1. .

Determinam Pequazione del moto dell'anello {usare la seconds equazione cardingle
oon pala in O,

Determinare be configumzioni i equilibrio;

Determinme una condizions sulficionte su b affinchi la posizions @ = 0 sia asintotiea-

Dieteviminare ln reagiona vinealove nell'origine allfistanta £ = 0 nal mato di condizioni

dnbziali 800) = nf2, B)0) = 0.

&)
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' . Meceanica Razlonale ~Matematlel - Mad, A - Secondo compitinoe 14 gennaio 2002

Hertvere chtaramente yul fogli che a consegriang; Cogrome Nome, dafa

{ Risolvero I' esorcizio £ in fogll distmti de ulterlor] eventuali fopll usat! per o
soluslone dell” esercizio 1)

L. Consideciamao un rlferimento Inerzlole Oxpz. Una particella dl massa e = 1 & BopEEeLLL
alle segiuentd foree:

1) La forza di gravith: F =myg, g=-gz, g0

2) Una forza conservativa di energia potenziale:

U(OF) = m (JOPE - |0P[Y), a0

) Una forza viseosa:  F* = — (0P (costaute di viscosith: b =1).

La particella sta vincolata in maniera liscia sull'psse .
Determinare gl equilibri ¢ indagare sul caratlere di stabilith, instabilitk, rsintotica stabilith
di esal per e nei reali strottamente positivi.

2. Inun pinno Sy con y verticale ascendenta, a = {0, —g), glace un sistemn costitaito
da una lamina triengolare di altezza { e massa M ¢ da un disco omogenes i raggio £ << |
e messa m, libero di rotolare senza strisciare sul late CF dell laming. Tra il punto © il
Laricentra & dol diseo & tesw una molla di costanto clastion k. 81 riferises 1 sistemn alle
cocrdinate lagranpglone @ = x4 o ¥, angole frmato doll pase o ocon unn etk salidnle u
dlseo.

(Sugrerimento witle: i noti cho T = xy b cost., pe o=y ooat)

Diaterminare:

1) la Lgrangsiane o e equasiant di Lugrange del slatema (af foeein altomslone sd aven-
Luall lotegeall primi del moto);

1) la salizione delle equastond d) Ligrange per genecich dati indziali;

1) (Fucoltative) la componente lungo I'esse = della quantith di molo totale,
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Soluzione Primo compitino - Meccanica Razionale - mod. A - 23 novembre 2001

1 Sia {O,z,y,z} un riferimento inerziale con z verticale ascendente: g = (0,0.—g),
g > 0. Sul vincolo liscio dato dall’'equazione

w2t REP=00, y =0, R : costante reale positiva,
& vincolata una particella P di massa m. Oltre alla gravita, agisce su P la forza
F=-k0OP, k>0

Determinare, esibendo tutti i dettaghi necessari, un equilibrio stabile per tale sistema.

Soluzione.

Si tratta di un pendolo con ulteriore forza di viscosita. Considerando quale parametro
Lagrangiano l'angolo @ che vale zero in (0,0, —R), ciog la candidata posizione stabile cer-
cata, e valutato positivamente in senso antiorario, si ha la seguente immersione vincolare,
dove (t,m,b) & la terna di Frenet:

§' 38— OP(f) = (Rsinf,0.—Rcosf) = —-Rne R3,
OF = (Rcosf 0,0, Rsin@ 8) = Ré ¢

t:  mRf=-—rmgsind — kRO

n: mR§* =-mgeosf+ &,

b: 0 =%,
Nel caso conservativo, per k = 0, la funzione energia totale & integrale primo e lavora come
funzione di Liapunov per 'equilibrio 8 = 0,

E(8,8) = -ianufigﬁ-'g —mgR(cosf —1)

ciok, vale zero in (6,6) = (0,0) ed & ivi localmente definita positiva, inoltre (appena sopra
detta) & costante lungo 1 moti din. possibili.

Nel caso di presenza di viscosita, k > 0, ancora (8,8) = (0,0) & equilibrio: infatti la
componente ¢ mostra che per # = 0 il secondo membro & nullo per # = Zm: si tratta di
accertare se la stessa funzione £(4, E?j & ancora Liapunov: ora bisogna solamente verificare
che sia non crescente lungo le soluzioni.

OF . OF -

I = Eﬂ_:ﬁgz mgRsinf § +mR*8 8,

usando la componente ¢ del moto,
E =mgRsin® 6 — mgRsinf § — kR*§* = —kR** <0

Dungue, § = 0 & equilibrio stabile per ogni ‘aggiunta’ viscosa con &k > 0.
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w, Ragionale -Matematici- Mod. A- Prova seritta del 31 agosto 2001
sere chiaramente sud fogli che st conatgrana: Cognome, Nome, diota, Mod, A,
chi fn A-D3: Tisolvere gli esereked del BMod. A in fopgli distinti da
I Pl vaati por 1o solusione degll eserciel del mod. 13

el plano Chey del sistema Owgz, g vertlends nacandenta (= —gi), nndingen omopge.
e A e pnggio B vineolalo o mwonniern lsein o rootore oblorso ol seo bacicentio
o nell'origine O, Un ulteriore diseo di massa i, rageio v, baricentro A, & vineo-
nano Clay a rotolare genga atrisciore sin su i unn puida eireolore fissn Ji centeo
i ft 4% omie aul hordo del diseo precedente. 1] sistema & 1-dimensionals, & il
o Lagrangians da utilivsare nells deserigione del sisema sin Mangolo orientato
ko positivaments in senso antiorario dell'ssse o oalla semiretta orientata come il

14,

‘er arbitrari moli ¢ — (¢, determinare (vettorialmenta) le velocith angolari dei
1, W B idy,

salln gravith su entrambi 1 disehi, sol dises incernierato nell’origine & applicata
i di momento:

M=

chorminare be confipneaeiont dbf equilibrio eodiseaterne Tnoslahilic,

‘i parbicells i massa om = 1 & vincolata nal piano liscio orizzontale Oxy ed &
i forea

! _—
2 i — '

rer se il sistema @ conservativo,
rit &0 esistono equilibri stahili.

Weccanica Bazionale -Malomatiei - Mod. B - Prova Servilta del 31 agosto 2000
Sertoere ehiaramenie it .hﬁ___. efie & consegnano: Cognome Nome, datn, Mo, 0

[Per chi fa A-IL Rieolvere gl osevelsl dol mod. 1 in fopll distint daonlberior
eventuall fopll wantd por la soluzione deglh eserclzd del mod, A)

1. Un dises omogenes 2 db mnssae M e eappelo /88 vineolato rotolare senen strisciare
sullwase orizzontale o di oo sigbema di riferimondo Qeye cony verlicale pseendonte; g =
(0, =g, 01 Una malla di linghesen a viposa oulla & di costante slastica b = 0 & tesa tra
U'asse g e il centro & del disen, mantenendost sempre orlzsontale, Do'aste i mmossa o
¢ lunghezea [ & vineolata con un estremo nel cenfro ©F ed & Hbera i ructare nel piano
verticale Oye. Considerare quali poranetr]l Lograngiond gli angoli & ¢ g in lpura,
Determinare egplicitamente Pequazions di secondo grado che formisee le pulsasioni gy e ey
dells plecele oscillazioni attorno ad un equilibrio stabile

2. Siare R A e Symtin),f & SymTin) e sl consider il sistema meccanioo n—
dimoensionale 1 ;
L=T~-U= .mx._ﬁ.u."._, - mﬁ:.ﬁ Tl

Mastrare, vicordands guanto fateo sulla teorin delle piecole oseillaziond, che esiste unn
trasformnzione cenonien che trosforma il sisterma hamilloniono assoclato o foin ansistema
soparnbile. Doterminare quindi Mintegrale generale del moto aomeno d quadeatuee con il
pverbondden oy Theniltome—Jaenhi,
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Meccanica Razionale -Matematici - Mod. A - Prova Scritta del 14 luglio 2000
Serivere chiaramente sui fogh che si consegnano: Cognome Nome, data, Mod. A

(Per chi fa A+B: Risolvere gli esercizi del mod. A in fogli distinti da ulteriori
eventuali fogli usati per la soluzione degli esercizi del mod. B)

1. Una particella P di massa m & soggetta alla forza posizionale di energia potenziale
Ulz,y,z) = —Alz* +yz + 27), A >0,

ove r,y,z sono coordinate in un sistema di riferimento inerziale, Essa & vincolata In
maniera liscia sull’asse orizzontale z (g = —g#). Determinare esplicitamente i moti di P per
assegnazioni di dati iniziali 2, & tali che I'energia totale del sistema valga £ (zg, %a) =0.

9. Una particella P di massa m = 1 & soggetta alla forza
F(OP,v) = —(1+ |[v]*)OP,

Fssa & vincolata in maniera liseia sull’asse orizzontale = (g = — g%), ove z, Y,z SONO COOI-
dinate in un sistema di riferimento inerziale. -

i) Determinare gli equilibri e, mediante il primo metodo di Liapunov, studiarne —se
possibile— la stabilita;

ii) Dimostrare, o confutare, che la seguente funzione

_—
flz,v) = Eln[l ) e

sia di Liapunov per un equilibrio del sistema vincolato;
iii) abbozzare nel piano (r,v) le orbite vicine all’equilibrio del punto ii).

3. Nel piano Oxy, y verticale ascendente, due aste AB e CD di massa trascurabile e di
ugual lunghezza ! sono vincolate nel seguente modo: l'estremo A & incernierato nell’origine
O del sistema cartesiano, il punto estremo B & incernierato col punto C. l'estremo D &
vincolato a scorrere sull’asse y. C'¢ una guida di raggio [ centrata nell’origine su cui, dati i
vineoli appena descritti, scorre B = C. Una molla di lunghezza a riposo nulla e di costante
elastica & > 0 ha un estremo vincolato in E = (0,1), inoltre b vincolata sulla guida (ciog,
ad assumere la forma dell’arco E B). e ha l'altro estremo vincolato nello snodo in B. In
D & vincolata una particella di massa m. Turti i vincoli sono lisci. Si consideri guale
parametro Lagrangiano I'angolo erientato positivamente in senso orario # € (—7/2,7/2),
dal semi-asse positivo delle y all’asta AB.
Al variare del parametro m nei reali positivi, studiare equilibri e stabilita.

Tl W1 7 B
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Meceanken Tusionole -MMatomatici - Mod. A - I'rova Sertbbn ool Ta hagglio 2000

Serivere hinramente sw fogli che st congegreana: Cognome Nome, dala, Mod. A

(Per ehi fa A4B: Hisolvere gl eaerciel del mad, A in fogli distindi da alterior
eventuali fopli usatl per la solusione degli esorcizi dol mad. B}

1. Una perticells & di massa oo e soggetis alla forza postzionale di energla potenzisls
iy 2z} = —Als" +um+ =7, A=,

ove T,y sono coordinate in un sistems Ai riferimento inerginle. Fssa & viocolota in

maniera lisein sull asse orizzontale z {y = —gZ). Determinare esplicilamente i meti di I oper

assegnaziont di dati iniziali mq, &0 tali che Uenerpia lotale del sistema velgn Blag, S} = 0.

2. Upe particelln £ di massa m = L& sogebin nlla forea

FOP v = (1 + |[v[FJOP.

T & viner

vl masnbern Bacin snd]
dignke i ststoma G vl o ineriadi.
il Detenminare gl o
posgtbtle 1o atalilicg
i) Dimosteare, o confutare, che ba seguente fungane

Lnpombale @ ﬁ.___ = ), OV, [, £ B ool

ki o, medianee i1 priow wetode di Ligpuioy, seidine e e

fe) = S+t +
- = — 3 - -
T, zn 1 5
sia di Lizpunoy per v cauilibrio del sistemsa vincolato,

iii} abbozzare nal plano {(x, v) le orbite vicine allequilibrio del punea ).

4. MNel piano Oxy, ¥ verticele ascendente, doe aste AB e O di masss troseurabile o di
ugual lunghesza | sono vincolate nel seguente moda: Ueatremo A & incernierato neli'origing
7 del sistema cartesiano, il punto estremo B & incernierato col punto ¢, Pestremo D ¢
vincolato n soorrere sull'asse y. C' unn guida di raggio [ centrata nell'origing su cui, dat i
vineali appena descritti, seorre B = O Tnnonotla di Inglczzn o riposo nulla e di costante
clastica b 5 0 ha un estremo vineolats in 5 = (0,1), inoltre & vincolnta sulln guida {cint,
nd nomummere I forma dell'neeo £ BY, o bo faltro estromo vincelnto nello smadda e Ao Tn
1 & vineolata vna pacbieells db mnasn o Tatel B ovineoli sono linmi. 51 eansidert gunle
parnmotrs Lagranglang Pangale orientalo positiamente in senio orncia ¢ (=wfi,nf2),
dul sami-nasn posithvo delle poall'aste AD,

Al viriare del parametro monel reall positivl, studiaes equil

i Rl it

Maee, Maslonnle -Matemablel < Mod, B Prova seritta dol L4 boglio 2000
Hevimere eliarvarmerete sen Joglt el gt cavaggran: Cugnne, Meonne, elafo, Mol 0T
Por el fa A-]1s Tiialvoro plio e Ain Topll dlistinti i
i Fogeli usatl per o soluslone doghl wierela sl el 1

£

Fsereraio 1, Ui blp frer b o et cogenen AT b massn e e hoephesa
£, Filseea eli dviorbaro b vt plaen verticade ad toe gl L Ao b Bnadvg enigeen
auadiata di Tato 2a e winssa &, vincolats olbasta i el B sl st 1, i
ded late, anch'esss lilecn di vuatire sl phad vertiealisattara al puito I, i vife
sherenm apli angali ovientuli 0o Tt dalia et di versare oo Vasgoenel AT e BOL
L senee,

Vi Tetvrminare onergh peteile o | ikerl

2 Daermingare be froepuense delle pieeale oseillioni el sistenn oo el v
shrione di cquilibeio stabile nel wso particodane mo= ALl =

3} Semnpre wel casy = Mool = 0 semivale I Eampranag i
Lent elel sistemn Haeard i
[Tl

SELH THE

wik cineb

i o equssiond o 1
L0 whe tra

vk, [hire o csiste
L dlel sistene fine

A ETNH T TS

archele 20 Dt Dn bvaslon i [ i
EHa), ove Qg = ge"  detonminare Pl i mder el T trasformnsbone i roo
sin ennanien nnivalene
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Meceanica Teazionole -Motematici - Mod. B - Prova Seritta del 9 Tuglio 2001
Hertvere chinvamernte sud fogli ehe s consegnano; Cogrome Name, data, Mod. II

(Fer el fa AT Risolvera gl esevcial del mwd, B oin fogli disting da ulieriord
eventunli fogli usatl per o salieione degll cooreied del mod, A

L. Do guida rettilings, df masse trascurnbile o orestotn come in figure, & liber di
ruotare allorns wd un suo pimeo fissa eaineidente con Vorigine di un ferimento neredele
Clryz, mantenendesi nel piana verticale Cay.

Un purto materiale M di massa @ libero di scorvere sulla guida ed & collegato
all'origine da unz molla di costante elastice b e lunghezza a dpeso eolle. S riferisca il
gistema alle coordinate (v,) di B = 5!, dspettivamente ascissa del punto P e angals
formato dalla direzione positiva della guida con la direzione positiva dellasse =, valutato
in sensn antiorario.

1} Serivere le equarioni di Lagrange del sistema

2} Determinare le pulsazioni wy e wy delle piccole sscillazioni attorno ad un equilibrio
stahile.

31 51 supponga ora che accelerazione di graviti sia oalla, g = ) Serivere Ia nuova
Lagrangians, 'Hamiltoninnn associata ¢ serivere VMintegrale generale delle equazioni del
mato con il metodo i Hamnilton-Jacobi

4) Sempre nel chso g = 0, secvere e equoziont di Hamilton o dive s gono prssihili
math del tipo rii) = e 5 0 () = @ 4wt Deteeminare ©° e w,

i) Sompre nol enso g = {0, scrivere || Ronthiane del sistoma e mostease che | mold del
pinto 4} corrispondong o equilibel relativl,

uu

Mevcennicn Hozionale - mod, A - 9 luplio 2007

ATTENZIONE: Mer chi svolge A4-13: Risolvere gli croreizi del modulo A su 1M
faplio, phi euercled dol modulo B suoan albeo Toplio, DISTINTO dal procedante.

Lo Sl parte eaterna i vnne goida cleealare ) rapgele focontracn nell'aripme del
plono Cry db un sistomn curtesinge Oxye, di versorl &, th £, v diseo d el raggio v o< R pod
ralolore senza strisciare; un ulteriore diseo 13 di riagpio I rotoln senze strisciare sul disco
d. Ve shinrretta di lunghewen 2( 8 <4 7) incornierata nei centrd della guida e dod due dischi
wantiene sllingadi 1 tee centel. T sistema & ad un grado di liherta, s consider 1'angolo
arlentiako F dal semi-pese positive delle x alln sharret ta.

Data la funzione del tempo & = #(1), determinars, vettariabmente, lo corrispondent
veldacitid angolard del doe disehi, wo(€], wq(e).

2. Determinere equilibri e discuterne P'eventunsle asintotica stabilith per | sistemi
differenzisli: d

fery ) T=-—1
ey = —p?
() o= g 7
(he) B= -
{hs) F= -2

Siricordi che le tecniche da vsare sono primo ¢ seconda matado di Lispunoy, eventualmente
risplvere esplicilamente i generict prablemd di Cauchy. Per le equazioni di secondo crdine
siutarsi evenluaimente con il ritratto di fase nel pisno (2, 3).
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