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Richiamo di termodinamica

La Termodinamica ¢ una teoria fisica utile a descrivere il comportamento macroscop-
ico di sistemi complessi (tipicamente sistemi di ~ 10?3 elementi), un dominio ove la
meccanica finito—dimensionale & inadatta allo scopo. Il punto di partenza dell Ter-
modinamica € la constatazione che per tali sistemi la formulazione della meccanica
del teorema della forze vive non ¢ piu valida. Bisogna introdurre altri concetti: 1) lo
stato ‘energetico’ di un sistema e descritto dalla sua energia interna, una grandezza
piu generale dell’energia cinetica e che tiene conto del moto microscopico oltre che
macroscopico degli elementi del sistema, 2) ¢ possibile variare ’energia interna del
sistema oltre che agendo con delle forze esterne sul sistema (lavoro meccanico, come
nella meccanica finito—dimensionale) anche mettendo semplicemente il sistema a
contatto con un altro sistema; in questo modo viene variato il moto microscopico
degli elementi del sistema e si dice che & stata fornita energia al sistema sotto forma
di calore.

Il primo principio della termodinamica. Il primo principio della termod-
inamica ¢ una legge fisica che afferma la conservazione del’energia nel senso al-
largato che abbiamo introdotto: la wvariazione di energia interna di un sistema é
pari al calore ricevuto AQ meno il lavoro AL effettuato dal sistema sull’ambiente
circostante

AFE =AQ — AL.

Osservazione: per convenzione, consideriamo positivo il calore ricevuto dal sistema
dall’ambiente circostante e positivo il lavoro effettuato dal sistema sull’ambiente
circostante.

Il primo principio della termodinamica va interpretato come la legge di Newton
f = ma: postulata I'esistenza della forza f, definite indipendentemente la massa m
e Paccelerazione a, la legge di Newton ‘lega’ f a ma, non ¢ la definizione di f. Allo
stesso modo, il primo principio della Termodinamica non ¢ la definizione dell’energia
interna, ma afferma ’equivalenza di calore e lavoro e conseguentemente ’ristabilisce’
la conservazione dell’energia.

In altre parole, il primo principio afferma che calore e lavoro sono quantita scalari
aventi la stessa natura per tutti i sistemi e che quindi possono essere sommate alge-
bricamente; il coefficiente di proporzionalita (universale) ¢ ’equivalente meccanico
del calore.

Il secondo principio della termodinamica’

La termodinamica nacque dall’esigenza di progettare delle macchine termiche che
potessero sfruttare il lavoro meccanico prodotto dall’espansione del vapore riscaldato.

! La breve esposizione del secondo principio della termodinamica. che facciamo qui & tratta dal
bellissimo articolo di E.T. Jaynes [Jaynes|, del quale si consiglia la lettura.
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1. RICHIAMO DI TERMODINAMICA

Non stupisce quindi che S. Carnot schematizzasse un motore termico come una
macchina che assorbe il calore ()1da una sorgente a temperatura uniforme ¢;, com-
pie un lavoro L sull’ambiente e cede una parte Q2 del calore ricevuto ad una sorgente
a temperatura to pitu bassa di t; (’ambiente) senza variare la propria energia in-
terna. Applicando il primo principio al sistema motore, il quale opera senza variare
la propria energia interna, abbiamo che

AE=0 = L=Q1—Qo.

Si definisce efficienza del motore il rapporto

e — L — M’ 0<e<l.
Q1 Q1
Il motore ¢ detto reversibile se puo funzionare anche in senso inverso, prelevando il
calore ()9 dalla sorgente a temperatura to e scaricando il calore ()1 a temperatura t;
assorbendo il lavoro L (frigorifero o pompa di calore). Lo scopo della progettazione
era di massimizzare il lavoro utile L e minimizzare il calore disperso (3. Carnot
sintetizza il risultato degli esperimenti effettuati e lo enuncia in un principio, che
fino ad oggi non € mai stato smentito dall’esperienza

Principio di Carnot. Nessun motore termico € piv efficiente di un motore termico
reversibile operante tra le stesse temperature t1 e ts.

Carnot enuncia quindi una legge fisica, che costituisce una delle forme in cui si
esprime il secondo principio della termodinamica. Come si intuisce facilmente, una
violazione del principio di Carnot, e cioe la costruzione di un motore che fornisse, a
parita di condizioni, un lavoro L' > L permetterebbe di usare la parte L del lavoro
ottenuto per far funzionare il motore reversibile al contrario ripristinando le con-
dizioni di partenza, ed usare la parte L' — L per altri scopi. Avremmo cosi realizzato
il moto perpetuo, producendo del lavoro dal nulla. Con lo stesso ragionamento,
si deduce che tutti i motori reversibili operanti tra le stesse temperature hanno la
stessa efficienza, indipendentemente dalle loro particolarita costruttive, e dipendente
solo dalle temperature di lavoro ¢y e ts.

1 A to B t3

Y

LA LB

L’argomento seguente, dovuto a Lord Kelvin permette di introdurre la scala as-
soluta delle temperature a partire dal Principio di Carnot. Consideriamo un motore
termico reversibile C' costituito da due motori reversibili A e B collegati in serie
(vedi figura): il motore A assorbe il calore @)1 a temperatura ¢;, fornisce il lavoro
L4 e cede il calore Q2 a temperatura to < ¢ al motore B. Il motore B assorbe ()9,
fornisce il lavoro Lp e cede il calore Q)3 allla sorgente a temperatura t3 < to. Le
efficienze dei tre motori A, B e C sono rispettivamente

La Lp Lo+ Lp

ealti,ta) = =— ep(te, t3) = D’ ec(ti,t3) = o

G (1.1)



Pertanto, la funzione efficienza e(t1,t2) (universale, per il Principio di Carnot) deve
soddisfare la seguente relazione funzionale dedotta da (1.1)

e(t,t3) = e(t1, t2) + e(t2, t3) — e(t1, t2)e(t2, t3)

o0, in una forma piu simmetrica, ponendo fia = f(t1,t2) := 1 — e(t1, t2)

J13 = fi2fas.
Ne segue che, ad esempio, e(ta, t3) si puo’ scrivere come
J13 0(t3)
e(to,t3) =1—foz3=1—"—=1—- ——,
(2rts) =1 o~ o)

essendo t7 arbitraria e considerando il solo motore B. Ora, tenendo ¢, fissa e variando
t3, misuriamo Defficienza e(t3) e costruiamo la scala assoluta di temperatura

Tale scala & per costruzione definita a meno di una costante. Inoltre, dalle relazioni
(1.1); e (1.1)3 assieme si deduce che 0(t) ¢ funzione monotona crescente di t.

In base al principio di Carnot, l'efficienza di un motore reversibile € una fun-
zione universale, indipendente dalle particolarita costruttive del motore e pertanto
il rapporto 6(t3)/60(t2)puo servire per definire una scala universale delle temperature
(gradi Kelvin), indipendente dalla sostanza termometrica usata,

T(t) =ch(t), c>0.

L’efficienza di un motore termico reversibile, definita dalla (1.1), & allora pari a
(TQ < Tl)
er(Tl,TQ) =1- @ Tév 1— E
@1 T
Il passo successivo, con 'introduzione della funzione entropia, fu compiuto da Clau-
sius. Un generico sistema termodinamico puo essere considerato come un motore
termico non reversibile, quindi con efficienza e < e,. Pertanto, per un generico sis-
tema termodinamico, che assorbe e cede calore a diverse temperature, dalla (1.2)
abbiamo che
Q1 Q2 o

Xl XL 1.
T T <0 (3)

ove l'uguaglianza vale solo nel caso di un motore termico reversibile. Ricordiamo
che abbiamo posto come ipotesi al’inizio del nostro sviluppo che il motore non mod-
ificasse il proprio stato termico (AE = 0). Se consideriamo un arbitrario processo
purche ciclico (AE;,; = 0) compiuto dal sistema, nel quale esso scambia successi-
vamente il calore @; (sottointendendo il segno + o — a seconda che il calore sia
assorbito o ceduto) con la sorgente 7,7 = 1...,n a temperatura T;, la relazione
precedente si generalizza facilmente a

"~ Qi
;Tigo.

(1.2)



1. RICHIAMO DI TERMODINAMICA

Se ora immaginiamo, con un processo di limite spesso utilizzato in fisica, che I'indice
discreto 4 diventi un indice continuo s € [0,1] e che il sistema scambi la quantita
di calore dQ) = %ds con la sorgente s a temperatura T'(s), la relazione precedente

diviene .
1 dQ dQ
——ds= | =< 1.4
/0 T(s) ds 5 /C T <0 (1.4)

ove C intende un arbitrario processo ciclico. Nel limite di un processo ciclico re-
versibile?, la relazione precedente ¢ soddisfatta come equaglianza e questo ci dice
che la quantita sotto integrale ¢ un differenziale esatto; esiste cioé una funzione S
delle variabili macroscopiche?® detta da Clausius entropia tale che

Bd
Sp— 8 —_/ dQ
B A " T

ove A — B ¢ un processo reversibile (ora non ciclico) e gli stati A e B sono stati di
equilibrio.
. . c 1. rev wrr .
Se ora consideriamo un processo ciclico tale che A — B — A abbiamo che la

(1.4) vale per l'intero ciclo e quindi che

B dQ
< —
/A 7 <S5 Sa

ovvero che la differenza di entropia rappresenta un limite superiore raggiunto solo
nel caso di una trasformazione ciclica.

La conseguenza celebre di questa relazione e che per un sistema isolato, per
esempio ’Universo, per il quale dQQ = 0, si ha che nel passare da uno stato di
equilibrio ad un altro, l’entropia non puo diminuire

Sfinale > S@'niziale-

Concludiamo questa brevissima presentazione del secondo principio illustrando
il contributo datone da J.W. Gibbs. Il secondo principio dell Termodinamica dice
’solo’ in che direzione avviene spontaneamente un processo per un sistema isolato,
senza poter specificare lo stato finale o la velocita % con la quale avviene il processo.

Nella sua formulazione del secondo principio, Gibbs fa una affermazione piu forte
di quella data da Clausius e precisamente: Sono equivalenti

2Una certa cura deve essere posta nell’utilizzare il concetto astratto di processo reversibile, che
deve essere considerato come il limite di processi irreversibili, fisicamente realizzabili. Abbiamo
assimilato un generico sistema ad un motore termico irreversibile, il cui lavoro prodotto puo essere
nullo. In tale caso L = Q1 — Q2 = 0 e la relazione (1.3), soddisfatta in senso stretto dice che
T1 > T», ovvero che il passaggio di una quantita di calore (Q; avviene ’spontaneamente’ solo da
una sorgente a temperatura pit alta ad una a temperatura piu bassa. Ora, possiamo mantenere
la quantita di calore ceduto @Q; costante facendo tendere Ty — T — 07 prendendo delle sorgenti
opportune (si pensi alla relazione AQ = ecmAT ove c ¢ il calore specifico e m la massa). In questo
modo, nel limite 77 —T> — 0" la (1.3) & soddisfatta come uguaglianza e possiamo qualificare come
reversibile il processo. Ne segue che per un processo reversibile, T' & la temperatura comune del
sistema e della sorgente e gli stati che attraversa il sistema, compresi gli stati iniziale e finale, sono
stati di equilibrio.

3Le variabili macroscopiche di un sistema sono le grandezze, misurabili sperimentalmente, che
definiscono lo stato macroscopico del sistema: volume, pressione, temperatura, energia interna,
magnetizzazione, numero di moli, ecc. La loro scelta e individuazione dipende dallo sperimentatore.
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a) un sistema isolato raggiunge spontaneamente lo stato macroscopico di equi-
librio di entropia massima tra quelli permessi dai vincoli macroscopici, ovvero per
energia interna e volume fissati,

b) un sistema isolato raggiunge spontaneamente lo stato macroscopico di equi-
ltbrio di energia interna minima tra quelli permessi dai vincoli macroscopici, ovvero
per entropia e volume fissati

Si osservi che lo stato finale del sistema prescritto da Gibbs & (e non potrebbe
essere altrimenti) uno stato macroscopico del sistema, che puo essere 'generato’ da
milioni di stati microscopici diversi del sistema, sui quali il secondo principio non
dice nulla. Lo stato microscopico puo essere indagato solo usando le leggi (reversibili)
della meccanica particellare e la relazione tra dinamica microscopica ed osservazioni
macroscopiche deve far intervenire la statistica.

Formulazione di Gibbs del primo principio

Si tratta di una formulazione del principio di conservazione dell’energia (primo prin-
cipio) che tiene conto della definizione di entropia data dal secondo principio com-
binandole assieme. Poicheé per una trasformazione reversibile dQ) = T'dS, il primo
principio si riscrive (qui P & la pressione e V' il volume)

AQ =TAS = AE+ AL = AE + PAV

da cui, usando i differenziali
1 P

Applicazione. Calcoliamo ’entropia di un gas ideale, definito come un fluido
che obbedisce alle equazioni di stato

PV =nRT, E =nc, T

ove R ¢ la costante dei gas, n € in numero di moli e ¢, & la capacita termica specifica
a volume costante. Integriamo la relazione di Gibbs (primo principio) attraverso una
successione di due trasformazioni reversibili, la prima costituita da un riscaldamento
a volume costante da 17 a T e la seconda da un’espansione isoterma da Via Va. La
(1.5) si riscrive

nRT dE av

1
s = EncvdE + de = n(cvf + Rv) (1.6)

che, integrata, porge (in ogni trasformazione solo uno dei due termini & non nullo)

E

S(E2,Va) — S(E1, V1) = ney ln(E—2) +nRIn(—=).

1

Osservazione. L’espressione trovata dipende da n, ma non definisce la forma della

dipendenza funzionale di S da n. Infatti nella trasformazione complessiva il numero

di moli non e variato. Per determinare tale dipendenza, consideriamo l'integrale

generale della (1.5) applicata al gas ideale, ove pensiamo S come funzione di E, V'
en

S(E,V,n) =nc,InE+nRInV + f(n) +c.



1. RICHIAMO DI TERMODINAMICA

Per determinare il fattore integrante f(n) possiamo usare l'ipotesi che S & funzione
positivamente 1-omogenea delle variabili. Si trova allora (imponendo la condizione
S(AX) = AS(X), ponendo n = 1 e poi sostituendo A con n) che f ha la forma
f(n) = nf(1) — nlnn(c, + R) pertanto l'espressione completa dell’entropia ¢ la
funzione positivamente 1-omogenea e concava (verificarlo)

E \%4
S(E,V,n) =ncyIn(—) + nRIn(—).
n n
Legge delle adiabatiche. Calcoliamo ’equazione di stato per un gas sottoposto ad

una trasformazione reversibile e adiabatica, ovvero d@Q = 0. Dalla ultima eguaglianza
della (1.6), essendo dS = 0 si ottiene

¢E _ _RdV
E ¢V
da cui, integrando
Es RV
In—=——In-—

"B o w

che si riscrive nelle formulazioni equivalenti
R R
EVer = cost(S), TV e = cost(S), PV7 = cost(9).

Trasformazione di Legendre e potenziali termodinamici

Abbiamo visto nella formulazione precedente del secondo principio che energia e en-
tropia possono essere usati entrambi per esprimere la condizione variazionale. Sotto
opprtune ipotesi, che non indagheremo qui, si puo’ supporre che 1’ entropia, come
funzione delle variabili macroscopiche, sia convessa. La convessita di S, oltre a
definire un unico stato di equilibrio termodinamico nel caso di vincoli macroscop-
ici lineari, permette di usare, come variabili indipendenti che descrivono lo stato
macroscopico del sistema, una qualsiasi coppia tra le variabili S, E,T,V, P. Vedi-
amo ad esempio come passare dalle variabili (S,V) alle (T, V). Il procedimento ¢
analogo alla trasformazione che in Meccanica permette di passare dalle variabili La-
grangiane (q, q) ~ (V,.S) alle variabili Hamiltoniane (q,p) ~ (V,T). (Per un discorso
piu’ approfondito sulla Trasformazione di Legendre, vedasi [Cardin].)

Dalla funzione E(S,V'), convessa, definiamo come sopra T'(S,V) = 0E/0S e,
usando l'ipotesi 9 E/9S? > 0 di convessita possiamo invertire per ogni valore fissato
di V1aT(S,V) e ottenere S = S(T, V). Introduciamo ora la funzione "Hamiltoniana’
associata alla Lagrangiana E(S,V)

—U(T,V)=TS(T,V) — E(S(T,V),V), ovvero ¥(T,V) = E(S,V) - TS,

detta energia libera del sistema. Le sue derivate parziali sono

ov OE OF 88 oS OF

v ~ av T ggav Loy —av - FTIV) (17)
ov OEO8S . 0S .

ar ~ ggor © ar: - oY) ()



Infine,
i N S L g
oT? oT oS 052
pertanto l'energia libera & funzione strettamente concava 9?¥ /972 < 0 della tem-
peratura. Riscriviamo il primo principio combinato con il secondo per una trasfor-
mazione isoterma reversibile

<0

dL = dQ — dE = TdS — dE = d(TS — E) = —d¥.

Pertanto, il lavoro fornito del sistema e pari alla sua variazione di energia libera
cambiata di segno. Per trasformazioni isoterme, quindi, I’energia libera svolge la
stessa funzione dell’energia potenziale in un sistema puramente meccanico.






Termodinamica statistica

La fisica ¢ stata la prima disciplina che si ¢ posta il problema di dare una descrizione,
in termini qualitativi e anche quantitativi, del comportamento dei sistemi complessi,
ovvero sistemi costituiti da un gran numero (tipicamente 10?3) di elementi non ulte-
riormente divisibili. Non stupisce quindi che, ai nostri giorni, un numero crescente di
discipline, dall’economia, alla biologia, alla linguistica, che si affacciano allo studio
di sistemi sempre pili complessi, utilizzino dei concetti come quello di microstato,
macrostato, entropia che sono stati originariamente elaborati all’interno della fisica.
Vediamo ora come addentrarci nello studio dei sistemi complessi intesi come aggre-
gati di moltissimi componenti elementari, prendendo come esempio paradigmatico
il caso del sistema costitituito da particelle materiali puntiformi della fisica classica,
anche se le idee soggiacenti saranno facilmente generalizzabili. Uno stato microsco-
pico del sistema ¢ 1’assegnazione di posizione e velocita di ogniuna delle particelle
componenti. La specificazione dello stato microscopico, spesso impossibile, contiene
moltissima informazione sullo stato del sistema, la maggior parte della quale e inu-
tile per descrivere a livello macroscopico il sistema. Quest’ultimo viene specificato
assegnando i valori (numeri reali) di pochi parametri macroscopici. La scelta dei
parametri macroscopici e onere e onore dello sperimentatore, in una maniera che
sara precisata tra breve. Diciamo che lo sperimentatore ha definito un insieme com-
pleto di parametri macroscopici quando egli ha il controllo completo del sistema a
livello macroscopico, ovvero, agendo sperimentalmente sui parametri macroscopici,
¢ in grado di riprodurre ogni volta che sia richiesto, lo stesso stato macroscopico.

Vediamo quindi che con le dizioni 'micro’ e 'macro’ abbiamo di fatto affermato
che un sistema complesso ha due livelli di lettura o di descrizione, il livello micro-
scopico e quello macroscopico. Un punto cruciale ¢ che nel passaggio dal livello
microscopico a quello macroscopico vi € una perdita di informazione sul sistema,
perdita che puo essere innocua e anzi positiva avendo cura che in realta venga ab-
bandonata solo 'informazione ridondante per la riproducibilita del comportamento
macroscopico. Detto in altre parole, ad ogni stato macroscopico del sistema cor-
rispondono moltissimi stati microscopici fra loro equivalenti.

Il progetto di dedurre le leggi che descrivono la dinamica a livello macroscopico
(la Termodinamica nel nostro esempio iniziale) da quelle delle dinamica microscopica
costituisce 'ambito di indagine della Meccanica Statistica. Per fare questo essa
realizza il passaggio dal livello microscopico a quello macroscopico, dicendo che le
proprieta macroscopiche si ottengono come valori medi, rispetto ad una densita di
probabilita, di opportune funzioni di stato, o osservabili, definite sull’insieme degli
stati microscopici. Il problema quindi e di individuare la densita di probabilita o
stato statistico che meglio descrive lo stato macroscopico del sistema. IL’oggetto
principale di indagine di questo capitolo e di presentare una ricetta per determinare
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2. TERMODINAMICA STATISTICA

lo stato statistico. Questa ricetta ¢ nota come Principio della massima Entropia
di Gibbs—Jaynes. Fin d’ora pero’ possiamo intuire che sono centrali i concetti di
stato statistico e di informazione associata ad uno stato statistico, ed ¢ ad essi che
ci rivolgiamo nel prossimo paragrafo.

2.1  Entropia e informazione

La nozione di informazione associata ad una distribuzione di probabilita discreta
finita & stata elaborata da Claude Shannon in un celebre articolo del 1948. E’ impor-
tante sottolineare che la nozione di entropia contenuta nel teorema di Shannon sotto
riportato ha una portata assolutamente generale, ben piu vasta dell’ambito della
fisica. Per collegarci a quanto detto in precedenza pensiamo all’insieme degli stati
microscopici del sistema come ad un insieme finito di alternative Ay, ..., A, mutual-
mente esclusive. Una distribuzione di probabilita discreta p1, ..., p, definisce quindi
per ogni ¢ la probabilita che sia realizzata l’alternativa A;. Nella dimostrazione si
ragiona per induzione su n, e si suppone quindi che la funzione matematica H,(p)
che descrive 1incertezza associata ad una distribuzione discreta pq, ..., p, abbia la
stessa forma funzionale per ogni n. Inoltre si fa I'ipotesi che ognuna delle alternative
A; possa essere decomposta in piu alternative parziali, anch’esse mutualmente esclu-
sive, ovvero Ay = Agk) U... Agf) epr = pgk) +.. .+p7(7]f). Nella dimostrazione si prova
che, stabiliti assiomaticamente un certo numero di requisiti che ragionevolmente
deve soddisfare una misura dell’incertezza riguardo al realizzarsi di un insieme di
alternative descritta da una distribuzione di probabilita p, tali requisiti determinano
univocamente la forma funzionale che deve avere la funzione H(p).

Teorema 2.1.1 (C.Shannon) Sia H,(p) una funzione definita, per ogni n, sul
dominio p; > 0, Y1 | p; = 1. Supponiamo che

1) Hy(p1,...,pn) € funzione continua nelle p; per ogni n,
2) Hp(p1,...,pn) € funzione simmetrica dei suoi argomenti,
3) Hpt1(p1y- - 3P0, 0) = Hy(p1,y .-, 0n),

4) Ho(prs- o pn) < Ho(s oo 3),s

5) posto p = pgk) +... +p§7’§) con Yy p_ >t pl(k) =1 si ha che

Hm (01, p0) = Hy(p1, - pn) + En:pka(pgk), o fﬁ),
k=1 Pk Pk
allora )
Hy(p1,. .- pn) = —)\Zpklnpk. (2.1)
k=1

Commentiamo brevemente i requisiti assiomaticamente introdotti dal teorema di
Shannon. I requisiti 1) e 2) di continuita e di indipendenza dal numero con cui
etichetto le varie alternative sono naturali. Il requisito 3) esprime il fatto che con-
siderare in piu un’alternativa che so essere irrealizzabile non deve far aumentare
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I'incertezza legata al sistema mentre il requisito 4) introduce l'ipotesi che l'incertezza
sia massima quando tutte le possibili alternative sono egualmente probabili. Infine,
il requisito 5) afferma che se so che I'alternativa Ay che si realizza con probabilita
pi € in realta decomposta in m alternative Al(k), allora l'incertezza associata alla
distribuzione di probabilita e pari all’incertezza riguardo al realizzarsi delle alter-
native Ai,..., A, piu lincertezza, pesata con peso p, dovuta al dover scegliere

tra le sotto—alternative Agk), . ,Agi) alle quali assegno la probabilita condizionata

(k) (k)
P /Pks -’ [Pk
Dimostrazione. Per l'ipotesi 1) di continuita di H ¢ sufficiente mostrare che (2.1)
vale su un sottoinsieme denso di [0, 1], e quindi considerare distribuzioni di proba-
bilita della forma

D = qi
X
con ¢; interi. Poniamo, per semplificare, h(n) = Hn(%, e %) Dalle condizioni 3)

e 4) considerate nel caso particolare p; = 1/n segue subito che per ogni naturale n
h(n) < h(n+1)

ovvero che, nel caso di alternative egualmente probabili, I'incertezza deve essere
una funzione monotona non decrescente di n. In effetti questo requisito puo’ essere
introdotto al posto di 3) e 4). Ora, nel caso piu’ semplice che tutte le alternative

o sotto—alternative siano egualmente probabili, ovvero p; = 1/n e pl(-k) = 1/mn, dal
requisito 5) segue subito che

h(mn) = h(m) + h(n)

e se scriviamo n = m" ! otteniamo che h deve soddisfare alla condizione

Una possibile soluzione ¢ h(n) = Aln(n). Dobbiamo ora che quella trovata ¢ 'unica
soluzione, almeno nel caso di alternative tutte egualmente probabili, e poi che essa

permette di calcolare la H nel caso sufficentemente generale di p; razionali, p; =

AL 7 Per fare questo usiamo un lemma preliminare:

1=1 12

Lemma 2.1.1 Siano t,s due interi maggiori o equali a 2. Allora, per ogni intero n
e possibile trovare un intero m che soddisfa alla disuguaglianza
Int m+1

m
s <t < 5™ owero — < — < . (2.2)
n ~ Ins n

Dimostrazione. La funzione potenza m +— s™ di base s maggiore o uguale a due
¢ monotona crescente su Z. L’insieme ordinato {m € Z : s™ < t"} connesso e
inferiormente illimitato, & superiormente limitato e quindi ammette massimo m®*.
Allora m* + 1 appartiene al complementare dell’insieme appena introdotto e quindi
vale la tesi per m*. O

Poiche h(n) ¢ monotona non decrescente, segue subito che h(s™) < h(t") <
h(s™*1) ovvero che
mh(s) < nh(t) < (m+ 1)h(s)

13



2. TERMODINAMICA STATISTICA

che possiamo riscrivere come

t

—
~—

m h m+1

<

IN
2|

S (2.3)

n )
Confrontando le disuguaglianze (2.2) e (2.3) si conclude che
1

h(t)  In(t)

h(t)  h(s) h(s)
h(s) In(s) =

In(t) In(s)| = nln(t)

<

— ovvero
n

ovvero che, per 'arbitrarieta di n, deve essere h(n) = Aln(n), la costante essendo
equivalente alla scelta della base dei logaritmi.

Ora dobbiamo far vedere che il calcolo di H,,(p) con p razionale si puo’ esprimere
tramite h(n). Posto Y I ;¢ = Q, possiamo considerare le n alternative A; come
decomposte ognuna in ¢; alternative elementari tutte equiprobabili, per cui le @
sotto—alternative elementari risultano avere probabilita 1/@Q). Applichiamo allora la
regola 5) e otteniamo

hQ) = Hu(p1,-...pn) + Y pih(qi).
i=1
Poiche g; = p;Q, segue subito che
h(Q) = Hu(pr,--,pn) + > pih(pi) + Y pih(Q)
i=1 i=1

da cui Hy(p1,...,pn) = — yory pih(ps) = =AY pi In(p;). O

Proprieta di H. Con l'estensione continua 0Iln0 = 0 la funzione H(p) risulta
definita in tutto il primo ottante R = {p € R™ : p; > 0} e ivi infinitamente
derivabile. Inoltre )
HessH(p) = —Diag|—]
Pi
quindi H (p) ¢ una funzione concava all'interno del dominio e ha massimo assoluto
in p; = 1 ove vale H(Z) = h(n) = Alnn.

Nel caso piu semplice, quando si e confrontati a due alternative Ay, As equiprob-
abili, I'incertezza associata a questa distribuzione discreta vale h(2) = A2In2. Se
si prende 21n 2 come unita di misura dell’incertezza associata ad una scelta tra due
alternative assolutamente equivalenti, allora A = 1.

2.1.1 Entropia relativa

Nel Capitolo precedente abbiamo visto che la funzione entropia di Shannon ben si
presta a descrivere l'incertezza associata a una distribuzione di probabilita. Ora,
prendendo un’altra direzione esploriamo un’altra possibilita di introdurre una quan-
tita, 'entropia relativa, che costituisce una generalizzazione della nozione di entropia.
Per fare questo abbiamo bisogno di alcune nozioni tipiche dell’approccio soggettivo
(di B. de Finetti) alla teoria della probabilita. Indichiamo come ¢ d’uso, con AB e
A + B il prodotto e la somma logica di due proposizioni. Indichiamo inoltre con

p(A|B)
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la probabilita che A ¢ vera sapendo che B ¢ vera. Nella teoria assiomatica, la nozione
equivalente e quella di probabilita condizionata

mis(AN B)

p(A[B) = mis(B)

posto che  mis(B) # 0.

Da requisiti di coerenza logica della teoria soggettiva discendono le leggi della somma
e del prodotto (qui A indica la negazione logica di A)

p(A|B) +p(A|B) =1 somma

P(AB|C) = p(B|C)p(A|BC) = p(A|C)p(B|AC)  prodotto

del tutto analoghe a quelle della teoria assiomatica. Nella legge del prodotto, I'ultima
eguaglianza esprime 'indifferenza nel considerare prima A o B. Da tale uguaglianza
segue subito la regola di Bayes

p(B|AC)

p(A|BC) = p(A[C) W

La regola di Bayes esprime come la plausibilita in una certa affermazione viene ad
essere modificata dalla conoscienza della plausibilita di nuove affermazioni o risultati
di esperimenti. Vediamo come. Nella regola di Bayes intendiamo A = H come
un’ipotesi da discriminare se vera o falsa, B = D come il dato o 'informazione
ottenibile da un esperimento e C' = X come l'insieme delle conoscienze o postulati
validi all’interno della teoria che descrive ’esperimento, in un certo senso tutto quello
che sappiamo gia essere vero. Nella regola di Bayes, allora

p(D[HX)

p(H|DX) = p(H|X) P

= p(H|X)L(H)

il primo fattore al secondo membro p(H|X) esprime la plausibilita a priori, ovvero
sulla base delle sole conoscienze della teoria mentre il termine p(H|DX) esprime
la plausibilita di H noti X e D. Il termine L£(H), detto verosimiglianza di H
(likelyhood) esprime il rapporto tra la plausibilita del dato D includendo o meno
H tra i postulati della teoria e quindi misura la rilevanza dell’ipotesi H rispetto
all’esperimento. La regola di Bayes indica quindi come aggiornare la nostra sogget-
tiva percezione di plausibilita di una affermazione sulla base di nuove conoscienze.

Siano ora Hq e Hs due ipotesi da discriminare come vere o false sulla base dello
stesso esperimento o dato D. Applicando separatamente la regola nei due casi,
facendo il rapporto e successivamente prendendo il logaritmo (la scelta della base &
ininfluente) si ottiene

p(H1DX) _ | p(L1X) | p(D|H\X)

N Dx) ~ M p(Hlx) T (Dl X))

I primi due rapporti esprimono la ”preferenza” o ”favore” (gli "odds” dei bookmak-
ers) di Hj rispetto a Hy come vera dopo 'esperimento e prima dell’esperimento. La
loro differenza
D|H1X
G — 1o PPHLX)
p(D[H2X)
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¢ il logaritmo del rapporto tra le verosimiglianze delle due ipotesi (log-likelyhood
ratio) ed esprime l'importanza del dato D per discriminare H; rispetto a Ha, ovvero
il guadagno di evidenza (o di informazione) ottenibile dall’esperimento per la dis-
criminazione di H; rispetto a Hs.

Supponiamo ora di considerare I'informazione relativa alla conoscienza dello stato
nel quale si trova il nostro sistema. Come nel Teorema di Shannon, consideriamo i
possibili dati D = A;, 1 =1,...,n ove le A; sono un insieme esaustivo di alternative
mutualmente esclusive, ovvero p(A4;A4;|X) = &;;. Se supponiamo che H; o che Hj
sia vera, le plausibilita dei vari stati sono nei due casi

=p(A;|H1X), i=1,....,n, q =p(A|HX), i=1,...,n.

Il guadagno medio di evidenza per discriminare H;j rispetto a Hy ottenibile dalla
determinazione dello stato in cui si trova il sistema (nell’ipotesi che H; sia vera) ¢

n

P(AlHIX)
= A;|Hi X) In i1
g ;p( X)) Zp n D(pllq)-

La quantita trovata, espressa con altri simboli di uso corrente,

D(pllg) = szln

ha vari nomi: guadaglio di informazione, entropia relativa, divergenza di Kullback—
Leibler, informazione di discriminazione. Vediamo di interpretare ancora meglio il
suo significato e la sua utilita. Supponiamo che Hs sia un’ipotesi che & sempre vera
dati i postulati X della teoria, ovvero che la sua considerazione non aggiunga nulla
a quanto gia noto dalla teoria. Allora

—p(AZ|H2X) :p(Al’X) VA“ 1= 1,.. ., n

rappresenta ’assegnazione di probabilita (da qui in poi usiamo il linguaggio stan-
dard) dello stato A; sulla base delle conoscienze della teoria,

pz:p(Al|H1X) izl,...,n,

rappresenterebbe ’assegnazione di probabilita degli stati se H; fosse vera e D(p||q)
il guadagno medio di informazione di discriminazione dell’ipotesi H; dato dalla dis-
tribuzione di probabilita p; stessa.

Proprieta di D. L’entropia relativa D(pl||q) verifica le proprieta

D(pllg) >0Vp,q e D(pllg) =0 <= p=gq

inoltre, dalla concavita di H(p), si vede subito che D(pl||¢q) € funzione convessa nelle
p per q fissato.

Dimostrazione: Pensiamo a D(p|¢) = >, p;In % come funzione di p per ¢ fissato.
Cerchiamo il minimo di D(q) vincolato al sottospazio ), p; = 1. usando il Metodo
dei Moltiplicatori di Lagrange (vedi oltre) cerchiamo 'estremo libero della funzione

= ZPHH% —p(d>_pi—1).
i=1 v i
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La soluzione unica & p; = ¢e” ' e p si determina imponendo il vincolo di normal-
izzazione, ottenendo p = 1. Verifichiamo che p; = ¢; € un minimo di D. Dalla
condizione sufficiente di estremo di secondo ordine si ha

Hess(G)(q) = Hess(D(pl|q))jp=q>

5
Hess(G)(q)ij = —2 € Sym™. (2.4)
qi
Anche se D non ¢ funzione simmetrica dei suoi argomenti e non soddisfa la disu-
guaglianza triangolare, € corretto pensare a D come una misura della 'distanza’ tra
due distribuzioni. Si ottiene una quantita simmetrica in p, ¢ ponendo

J(p:q) = D(pllq) + D(qllp)

Tale quantita introdotta da Kullback con il nome di divergenza di p e ¢ & una misura
della difficolta di discriminare tra due ipotesi.

2.1.2 Necessita dell’entropia relativa nel caso di infinite alternative

La definizione di entropia associata a una distribuzione di probabilita relativa ad un
insieme finito A1, ..., A, non ¢ immediatamente estendibile al caso in cui n ¢ infinito
oppure al caso in cui le alternative costituiscano un insieme che ha la cardinalita
del continuo per il motivo seguente. Se le alternative sono indicate da z € X C R¢
e la loro probabilita con p(z), noi vogliamo poter rinominare le alternative tramite
un diffeomorfismo f : Y — X, z = f(y) senza che questo modifichi I'incertezza o
entropia associata alla d.d.p. p. La condizione di normalizzazione, unita al teorema
di cambiamento di variabile negli integrali d—dimensionali impongono la forma di
p(y) (qui dz indica la misura di Lebesgue in R%)

1= [ oo = [ pE@IFWy = [ )y, F)i=det )
X Y Y
ovvero p(y) = (po f)(y)F(y). Con questa definizione naturale ’entropia viene a
dipendere da f, ovvero dal modo in cui si etichettano le varie alternative, il che &
inaccettabile nella teoria. Si ha infatti che

1) =~ [ pte)ioe)ds =~ [ )@=~ [ 5By

quindi
H(p) = H(p) + /Y B(y) In(F())dy.

Il problema é risolubile scegliendo di misurare 'incertezza non assoluta, ma rispetto
ad una fissata d.d.p. di riferimento ¢ attraverso ’entropia relativa. Si ha allora che

Dpllg) = /X pinf)do = /Y mnﬁfq]dy: /Y ﬁln[g]dyzD(ﬁlld)-

Una giustificazione piu’ profonda della necessita di usare ’entropia relativa nel caso
di infinite alternative ¢ contenuta in [Jaynes].
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Un caso in cui il PMDI si riduce al PME

E’ immediato constatare che se X ha misura d-dimensionale finita e la d.d.p. a priori
q ¢ la distribuzione uniforme ¢(z) = 1/|X]|, ove | X| indica la misura d-dimensionale
di X , il PMDI si riduce al PME. Infatti

Dpllq) = /X p(z) In(p(z) | X |)dz = —H(p) + In| X|.

2.1.3  Principio della Massima Entropia (PME) e della Minima Informazione di
Discriminazione (PMDI)

Nei paragrafi precedenti abbiamo definito l'incertezza associata ad una distribuzione
di probabilita tramite la funzione di Shannon H(p) e il guadagno di informazione
per la discriminazione di un’ipotesi dato dal considerare una distribuzione p al posto
di una distribuzione ¢q. Poiche intuitivamente, I'incertezza deve diminuire quando
I'informazione aumenta, le due nozioni devono essere collegate. Questo si vede facil-
mente supponendo che la distribuzione deducibile dai fatti noti sia la distribuzione
uniforme 1; = % per ogni i, che esprime 'assenza di informazione (completa igno-
ranza) sullo stato del sistema. Allora vale la relazione

D(pl|1) szln pin) = —H(p) +Inn.

che esprime il fatto che D(p||1) + H(p) = Inn = cost. A questo punto risultano
perlomeno ragionevolmente fondati i due principi metodologici seguenti, che espri-
mono il requisito che la distribuzione di probabilita che scegliamo per descrivere lo
stato statistico di un sistema non deve aggiungere altra informazione oltre a quella
disponibile sotto forma di vincoli sulla d.d.p.

Proposizione 2.1.1 (PME) p deve rendere massima l'incertezza S(p) associata
alla d.d.p. stessa accogliendo contemporaneamente l'informazione disponibile sullo
stato statistico del sistema sotto forma di vincoli sulla d.d.p ovvero

—Zpilnpi —  mazx ove F(p)=c;

Proposizione 2.1.2 (PMDI) p deve rendere minimo il guadagno di informazione
per la discriminazione di un’ipotesi rispetto alla distribuzione q che esprime la cono-
scienza attuale del sistema accogliendo contemporaneamente l'informazione disponi-
bile sullo stato statistico del sistema sotto forma di vincoli sulla d.d.p

D(pllq) = szln* —  min ove F(p)=c

Il PME & dovuto a E.T. Jaynes mentre il PMDI e dovuto a S. Kullback. Entrambi
sono delle estensioni a casi molto piu complessi del Principio di ragione insufficente
di Laplace che, in sostanza, afferma che: in assenza di informazioni non vi sono
ragioni per supporre che il verificarsi di A abbia probabilita diversa dal verificarsi
di A e quindi bisogna assegnare ad entrambi probabilita %
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Il PME ha un corollario che ne giustifica la sua applicazione alla fisica e che,
in particolare, permette di ritrovare tutti i risultati della termodinamica classica o
assiomatica

Proposizione 2.1.3 (Entropia fisica) L’entropia fisica S associata ad un sis-
tema coincide con il valore assunto dall’entropia di Shannon in corrispondenza del
massimo globale vincolato definito dal PME

S(e) = H(p(c))

p(c) : S(p(e)) = maz S(p) e F(p(c)) =c.

L’entropia fisica S viene ad essere quindi funzione dei valori assunti dai vincoli e
quindi dai dati disponibili sul sistema. Ne segue che ’entropia fisica del sistema
non ¢ definita una volta per tutte ma che il suo valore dipende dalla quantita di in-
formazione disponibile. Sperimentatori in possesso di diversa informazione possono
quindi assegnare entropie diverse allo stesso sistema. Infatti, pitt sono numerosi vin-
coli, ovvero pili numerosi sono gli osservabili che si prendono in considerazione per la
determinazione dello stato statistico del sistema e minore sara ’entropia o incertezza
che assegnamo al sistema, perche restringiamo sempre pu il dominio nelle p sul quale
cerchiamo il massimo di H. Allo stesso modo, vincoli che non restringono tale sot-
toinsieme (per esempio associati a osservabili che sono funzionalmente dipendenti
da altri gia considerati) sono ininfluenti per la determinazione di S.

Prima di passare alla ricostruzione della termodinamica classica sulla base del
PME, vediamo alcuni semplici conseguenze del principio stesso.

a. Assenza di informazioni sul sistema.

In questo caso l'unico vincolo da considerare & ) ,;p; = 1. Il problema di
estremo vincolato del PME ha soluzione p; = % coerentemente con il Principio di
ragione insufficiente e con il teorema di Shannon, e 'entropia fisica del sistema &

n
S,=H(—-)= —lenlnzlnn.
-1

b. Sistema ottenuto riunendo due sottosistemi S1 e So aventi rispettivamente nq
e ng stati.

Se consideriamo simultaneamente i due sistemi, ogni stato del sistema comp-
lessivo sara assegnato specificando lo stato in cui si trova ognuno dei due sottosis-
temi. Esso avra quindi nqng stati e in assenza di informazioni la sua entropia fisica
sara

S142 =In(ning) =lnny +Inng = Sy, + Sh,-

Qesto risultato € vero piu in generale: supponiamo che, nel sistema ottenuto ri-
unendo i due sottosistemi S; e Ss, il fatto di sapere che Sié nello stato ¢ non dia
nessuna informazione sullo stato j di Sa, ovvero che p;; = p;p;. Questo fatto, che
vedremo anche piu avanti in relazione alla nozione di temperatura, si esprime anche
dicendo che non vi e correlazione tra gli stati, o anche che ’energia di interazione
tra i sottosistemi ¢ trascurabile. Si ha allora subito che

n,m m

Sis2=— Y _ pip; In(pip)) sz In(pi) = Y p;jln(p;) = S1 + Sa.
i,j=1 j=
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2.2 Il PME nella termodinamica di equilibrio

In questo capitolo vediamo come ’applicazione del Principio della massima entropia
permetta di generare tutte le relazioni che costituiscono la termodinamica di equilib-
rio. Quest’ultima altro non ¢ che la descrizione di un sistema complesso all’equilibrio,
ovvero in uno stato in cui i valori delle sue variabili macroscopiche sono costanti.
Nella termodinamica di equilibrio, quindi, il tempo non compare.

Il primo passo nell’applicazione del PME e l'individuazione dell’insieme degli
stati microscopici nei quali si puo’ trovare il nostro sistema fisico. Per la succes-
siva trattazione statistica, supporremo che essi costituiscano un insieme esaustivo
di alternative mutualmente esclusive. Inoltre, per non infilarci subito in un contesto
troppo oneroso dal punto di vista matematico, supporremo che tale insieme di stati
sia finito. Questo per due ragioni: la prima e che la generalizzazione ad un numero
infinito di stati non aggiunge alcuna nuova legge fisica se non il metter in luce la
necessita di sostituire il PME col il PMDI; 'entropia di Shannon H(p), a differenza
dell’entropia relativa D(p||q) infatti non & una grandezza invariante per riparametriz-
zazioni e questo problema non puo essere aggirato nel caso infinito dimensionale. La
seconda ¢ che il modello a stati discreti ha un suo interesse e significato fisco au-
tonomo, in quanto esso appare spontaneamente se si pensa ad una discretizzazione
in celle di lato € dello spazio delle fasi di un sistema Hamiltoniano oppure se si
introduce una descrizione quantistica di un sistema confinato in un volume finito.
In tal caso infatti gli stati quantici sono in numero finito e i valori possibili per un
osservabile (per esempio ’energia) sono quantita discrete (spettro).

Come detto nell'introduzione, la scelta di un insieme completo di osservabili, tale
cioe da poter garantire la riproducibilita do un generico stato macroscopico control-
lando I'insieme delle variabili macroscopiche e onere e onore dello sperimentatore.
Questa assunzione di principio non e priva di conseguenze: essa infatti introduce
degli elementi di soggettivita nella descrizione di un sistema fisico, nel senso che
diversi sperimentatori, considerando diversi insiemi di variabili macroscopiche, pos-
sono assegnare al sistema una diversa funzione entropia, che risulta essere quindi
dipendente dallo sperimentatore. Questa apparente contraddizione con il modo di
procedere della fisica si puo sanare enunciando il postulato (dovuto a Jaynes), che
deve essere poi verificato sperimentalmente, che sperimentatori diversi che hanno
accesso alle stesse informazioni sul sistema, devono giungere alla stessa descrizione
dell’ entropia del sistema. Chiarito questo aspetto, possiamo enunciare la scelta
(soggettiva) di considerare un solo osservabile, I’energia, per la descrizione del sis-
tema. Inoltre supponiamo che l’energia del sistema nello stato ¢ dipenda da dei
parametri, specificatamente il volume v e il numero di particelle n, che qui tratti-
amo come variabili reali positive (v,n) € Ri, il cui valore € noto allo sperimentatore
con precisione arbitraria. Supponiamo quindi che sia noto il valore dell’energia

per ognuno degli stati microscopici¢ = 1, ..., n e che 'unica informazione disponibile
sullo stato macroscopico sia il valore medio (macroscopico) dell’energia. I1 PME ci
permette di determinare la d.d.p. p;,i = 1,...,n che rende massima ’entropia H (p)
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I PME nella termodinamica di equilibrio

e che soddisfa ai vincoli lineari seguenti
n n
sz-—l =0, ZpiEi(v,n) —e=0. (2.1)
i=1 i=1

ove e € F = [min; E;(v,n), max; E;(v,n)]. Nel prossimo paragrafo esaminiamo il
problema matematico soggiacente al PME.

2.2.1 Geometria dei problemi di estremo vincolato

Il Principio della Massima Entropia e, dal punto di vista matematico, un problema
di estremo vincolato. La tecnica standard per affrontare tali problemi e il Metodo
dei Moltiplicatori di Lagrange, che esponiamo brevemente.

Sia X spazio vettoriale, P un aperto di X,

U:P—R, U=U(p)

una funzione (la funzione obbiettivo o utilita nei problemi di ottimizzazione o I’energia
potenziale in meccanica) sufficientemente regolare della quale vogliamo trovare i
punti critici ristretti al vincolo definito da F': P — Y, con Y spazio vettoriale. Nel
seguito avremo bisogno di considerare vincoli dipendenti da parametri nella forma

F:PxV =Y, F=F(p,v),

con V spazio vettoriale. Tutte le condizioni che enunceremo, quindi, saranno da
intendersi come valide per ogni fissato valore v € V. Supponiamo inoltre che
dim X =n,dimY =k <n, dimV = m e che il vincolo abbia rango massimo

rk Fy(p,v) =mar =dimY =k Vv e V.
Sia F = Im(F) C Y. Introduciamo la funzione di Lagrange
G:FXxVxPxY*—=R,

G(C,'I},p, )‘> = U(p) - <)\,F(p,’u) - C>
ove (, )¢ ladualita tra Y e Y*.

1. Condizioni necessarie di estremo. Sia ora v € V fissato. Il punto p € P € un
punto di estremo (dU(p) = 0) sulla sottovarieta P. = {p € P : F(p,v) = ¢} se e solo
se la coppia (p,\) € P x Y* soddisfa al sistema di equazioni

{GWMQMZW@—m&mm:Q
Ga(c,v,p,\) = F(p,v) —c=0.

Osserviamo inoltre che se vale la condizione precedente sul rango (vincoli fra loro
indipendenti) allora il moltiplicatore di Lagrange A associato al problema di estremo
vincolato & unico, A = A(c, v).

2. Condizioni sufficienti di massimo. Se la matrice di secondo ordine valutata

nel punto di estremo vincolato (p, \)
Gpp(C, v, 5, A) = Upp = (A, Fpp(p, v))
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2. TERMODINAMICA STATISTICA

verifica la condizione
Gpp(h,h) <0 Vh € ker Fy,(p, v),
allora il punto di estremo vincolato € un massimo locale.
Introduciamo quindi la funzione di Lagrange relativa al problema adottando

d’ora in poi la nomenclatura del paragrafo precedente, per cui identifichiamo ¢ = e
ev=(v,n) € RL

G:F xRy xRExRE xR* =R, G =G(e;v;p;p,\)

G(e;v;pp, A) = sz ~1) sz i (2.2)

Notiamo che i vincoli sono tra loro 1nd1pendent1 se, come supponiamo, F; # Ej;
per qualche i,j. Ne consegue che moltiplicatori A, i associati ai punti di estremo
vincolato sono univocamente determinati; inoltre, come vedremo, il fatto che i vincoli
siano lineari e che la funzione H(p) sia convessa, conduce ad avere un solo punto
di estremo, che sara un massimo, deducibile applicando le condizioni sufficenti di
massimo. Abbiamo quindi il sistema di equazioni (qui i =1,...,n)

Gp, =—1—Inp; — AE;(v) —p =0,
G,\ = Z?:l piEi(’U) — e = 0, (2.3)

Gu=2impi—1=0.
La prima equazione, risolta, permette di esprimere il punto di estremo vincolato in
funzione dei moltiplicatori (A, u)

DiA pyv) = e M=) g — gy

Ora imponiamo il vincolo di normalizzazione alla soluzione

Zﬁize_(”H)Ze_ i=1 = e“+1)—Ze Z—Z)\v)
i=1 i=1
e vediamo che
/NL(’U, )‘) = an()‘> U) -

ove si e introdotta la funzione di partizione

= e M), (2.4)
i=1

La distribuzione di probabilita che rende massima I’entropia puo’ cosi essere espressa
nella forma di Gibbs o canonica
e_)‘Ei(U) e—)\Ei(’U)

Sy e MW T Z(Nw)

1=

ﬁi ()\, U) ==

(2.5)

Proseguiamo cercando ora di eliminare il moltiplicatore A associato al vincolo
sull’energia. Con pochi facili passaggi si vede che

n

ZﬁiEZ(v) —e & —g\an(A v) =e. (2.6)
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I PME nella termodinamica di equilibrio

2.2.2 |l caso di k osservabili

La formulazione generale del problema si ha supponendo che, oltre al vincolo di
normalizzazione, siano presenti k < n vincoli lineari del tipo (2.1)y descritti da una
matrice A(v) € Mat(k,n), per cui (2.1) diviene

En:pi —-1=0, En:A?pi - f*=0, rkA = k. (2.7)
=1 i=1

Introdotto il vettore A € R¥ dei Moltiplicatori di Lagrange, la soluzione di massima

entropia si scrive
e~ (AN —AFXa

pi(A,v) = = 2.8
P ) Z(xv)  Z(Xw) 25
ove i moltiplicatori si devono determinare dall’analoga di (2.6)
- o~ « 8 (0%
ZAiPi:f & —WIHZ(A;U)ZJC . (2.9)
i=1 @

Il problema e quindi ricondotto al problema di inversione di una mappa gradiente.
Una condizione sufficente per I'invertibilita globale della mappa gradiente (2.9)2 su
un dominio convesso ¢ che la sua matrice jacobiana sia definita (vedi Teorema 77
nei Preliminari Matematici).

Mostriamo che in effetti la matrice Jacobiana associata a VIn Z e definita posi-
tiva. Con pochi passaggi si mostra che

2 .
SIIMINY) g0 %) - B4 EH(AY) = Eg(A°AP) - 77 = Koy
OAaOAg
ove K,g ¢ detta matrice delle covarianze degli osservabili A% e AP Nel caso k =1
abbiamo semplicemente la varianza dell’energia. La K ¢ certamente simmetrica.
Inoltre, avendo a che fare con vincoli lineari non & restrittivo supporre che f* =0
Ya. Preso v € R*, non nullo, si ha che

(u, Ku) =Y Ep(A"AP)uu? = Ep(Y A APucl) = " [(ATw)i)*pi
af af 7

e quindi
(u,Ku) =0 < ATu=0 & wu=0
perche AT & iniettiva (A & suriettiva per ipotesi). Questo conclude la dimostrazione
e dice che i moltiplicatori A, hanno un’unica espressione in funzione della coordinate
della varieta base.
Calcoliamo ora il valore della funzione entropia in corrispondenza del massimo
(2.5). Si ha con semplici passaggi che

é(ey v, P, [l ;\) = H(ﬁ) =In Z(S‘(ea U); ’U) + 5\(6, U)e = ‘g(e? U)'
La funzione S(e,v) trovata

S(e,v) =InZ(A(e,v);v) + Ae, v)e (2.10)

esprime quindi I’entropia fisica del sistema in esame.
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2. TERMODINAMICA STATISTICA

2.2.3 Significato di A: la temperatura

Nella distribuzione di massima entropia di Gibbs compare il moltiplicatore A associ-
ato al vincolo (informazione) sull’energia media del sistema. Il suo valore caratterizza
la distribuzione di probabilita sistema nel senso che, se A & alto, sono favoriti gli stati
a bassa energia, mentre se A ¢ basso, il sistema tende a essere trovato in stati di
energia F; elevata. Inoltre vale la semplice formula

Pi _ -NEi-E))

Dy

per cui, se A e grande, un piccolo aumento nell’energia del livello ¢ sufficiente per
diminuire drasticamente la probabilita di trovare il sistema in quello stato. Possiamo
interpretare in senso fisico tale moltiplicatore? Consideriamo due sistemi S; e Sy
aventi rispettivamente n e m stati e consideriamo per entrambi il solo osservabile
energia. In assenza di altre informazioni sul comportamento del sistema ottenuto
riunendo i due sotto sistemi, possiamo solo dire che esso ha n x m stati e che ’energia
dello stato (4, j) sara (per il principio di conservazione dell’energia, supponendo nulla
o trascurabile I’energia di interazione tra i sottosistemi)

Elszz—’_E]) izla"'un) j:17"‘7m

La funzione di partizione per il sistema complessivo Sj4+2 ha pertanto la forma di
prodotto delle funzioni di partizione dei due sottosistemi:

n m

Zia(N) =) Y e METED = 7y (0) Zy(N)

i=1 j=1
e, di conseguenza, la probabilita di trovare il sistema complessivo nello stato (i, ) ¢
~MEi+E;j)  o=AE;i ,—AE;

Zis2(N)  Z1(N) Za(N)

e

pij(A) = = pi(A)p;(A)
coerentemente con l'ipotesi fatta che i due sistemi sono statisticamente scorrelati
(indipendenti). Ricordiamo che la probabilita (marginale) di trovare il sottosistema
S1 in uno uno stato ¢ ¢ la somma su j delle probabilita p;;, ovvero

Sia ora A; il moltiplicatore di Lagrange che descrive la d.d.p. del sistema S; consid-

erato singolarmente tramite
e—ME;

pi(A1) = Zin)

L’analisi svolta si riassume nell’enunciato seguente:

La probabilita di trovare il sistema Sy nello stato i é la stessa prima e dopo la
sua riunione con il sistema Sy se e solo se A = \q.

Questo fatto si interpreta fisicamente dicendo che uguale A significa uguale tem-
peratura e che due sistemi descritti da una d.d.p. avente uguale A si trovano in
equilibrio termico. Inoltre, uno dei due sistemi puo essere considerato come un
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Il primo principio della Termodinamica

bagno termico o serbatoio di calore (vedi Jaynes per maggiori precisazioni). Per
completare l'interpretazione dobbiamo mostrare che dobbiamo proprio identificare
A con 1/T. Questo ultimo passo si compie utilizzando la definizione di temper-
atura come fattore integrante che rende la uno—forma d@ esatta, ovvero dicendo che
dS = dQ/T ¢ esatta. Per brevita omettiamo quest’ultima derivazione, che il lettore
interessato puo trovare ad esempio in [Schrodinger].

La discussione sin qui svolta & completamente generale e riflette I'assunzione
che riunenendo due (sotto)sistemi non si abbiano altre informazioni oltre a quelle
che derivano dal considerare i due sotto-sistemi separatamente. Tale ipotesi puo
essere o meno fondata in certi sistemi fisici, che perd qui non discutiamo. Invece, il
ragionamento si estende senza variazioni al caso di piu osservabili e possiamo quindi
introdure il concetto generalizzato di eguale k-temperatura per 'osservabile k. In
particolare, quanto detto si applica senza difficolta al potenziale chimico .

2.3l primo principio della Termodinamica

La formula (2.10) esprime P'entropia fisica associata ad un sistema come il valore di
H corrispondente alla soluzione di un problema di estremo vincolato in cui il vincolo
e

e =E,[E] =) Ei(v)p;
=1

Cosa succede se cambiamo di poco 1'osservabile E o la soluzione p;? Differenziando
la relazione sopra scritta otteniamo

de = i
i=1

Il primo termine si interpreta come lavoro fatto dal sistema e il secondo come calore
fornito al sistema fisico. Come cambia il valore di S(e,v) = H(p(e,v)) ?

OF;
ov

- OFE
pidv + > Ei(v)dp; = Ep[ 5 ldv +dQ = —dW +dQ.
=1

In prima approssimazione, dobbiamo considerare il differenziale della funzione
stessa. Se calcoliamo quindi le derivate parziali, usando la (2.6) otteniamo

- 95 - ON  9InZ o\
Se = ge AV et gl =N
e inoltre allo stesso modo
. 9lnZON OlnZ AN OlnZ - OFE
So=x a0t a0 T aw - B(G)

ove, con I'ultimo simbolo E,(A) indichiamo il valore medio dell’osservabile A rispetto
alla d.d.p. p. L’ultima relazione trovata si dettaglia tenendo conto che con v abbiamo
indicato un generico parametro, e che nel nostro caso v = (v,n), rispettivamente
volume e numero di particelle. Abbiamo quindi, oltre alla relazione precedente, ove
v indica il volume, ’analoga relazione

~ olnZ ~ oFE
Sn = on on
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2. TERMODINAMICA STATISTICA

Queste ultime quantita introdotte hanno un significato fisico importante:
OFE, 0lnZz

- ﬁ(%) - o = P(@,’U,Tl)
e il (valore medio) della pressione esercitata sul sistema. Invece
oF olnZz
—Ei(==) = =
p( 3n) on, lu“(eavan)

¢ il potenziale chimico o affinita del sistema. Mettendo tutto assieme otteniamo la
relazione

dS(e,v,n) = +Ade + \Pdv + A\udn. (2.11)

che esprime il primo principio nella forma di Gibbs se interpretiamo il moltiplicatore
A come inverso della temperatura ottenendo

TdS = de + Pdv + pdn. (2.12)

2.3.1 L'energia libera

In questo paragrafo vediamo un’interessante legame tra la funzione di Lagrange,
I’entropia relativa e I’energia libera. Supponiamo che 'informazione sul sistema sia
rappresentata da k vincoli aggiuntivi oltre al vincolo di normalizzazione come in
(2.7). Scriviamo la funzione di Lagrange nella forma (2.2)

G(p, A\ i) = H(p) = X+ (Ap —¢) — E:m—l

La soluzione del problema di estremo vincolato & data da (2.8). Sia A = A(c) il
vettore dei moltiplicatori determinato da (2.9). L’entropia del sistema si esprime
con l'ovvia generalizzazione di (2.10)

S(e) = G(p, A, p0) = H(p) = n Z(A(e) + A(e) - ¢

Nel dominio D = {p € R} : > .p; = 1} e per ¢ € R" fissato consideramo la
seguente funzione

AG(p) = G(ﬁ? 5‘7 H, C) - G(pv j‘a M, C) = an(S‘) - H(p) + A Ap' (213)
Si ha allora
AG(p) = ImZ\) —H(p)+ X -Ap =

= In Z(X) — H(p) =+ Z ;\lAlipi =
1

= WZ() - Hp) + Y pilne S

%

= In Z(;\) — )+ Zp Ine~ (AT —

= sz hlZ +szlnpz+zpzlne (ATA);

e_(AT)\)i

= —ZPHHW#—ZZHIH}%:

= S 1n% = D(pllp)

i
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quindi 'entropia relativa misura, per ¢ o, equivalentemente, per 5\(0) fissato la dif-
ferenza tra il valore di G corrispondente al massimo (libero, non vincolato) p e quello
corrispondente ad un’altra scelta per p € D.

Siaora k = 1, e A = E l'energia, per cui I’energia media del sistema ¢ e = E,(E).
Introducendo la funzione energia libera (¢ la trasformata di Legendre dell’entropia)

v =900 =By (5) - 1

che da ’energia libera fisica del sistema in esame per p=pe A = 5\,

b=yp(\p)=e—-Ts=e— InZ(}) + Ae — _IDZ(S‘)

P
P

si ha che
AG = D(p|p) = A\, p) — (A, 9)] = Al — ] > 0. (2.14)

Otteniamo quindi che p, soluzione del PME, & anche soluzione del problema di
minimo vincolato per 'energia libera 1. Sinoti che la relazione (2.14) appena trovata
permette di associare un dato quantitativo all’enunciato gqualitativo del Secondo
Principio della Termodinamica che dice: lo stato di equilibrio termodinamico del
sistema e quello che rende minima ’energia libera per fissata energia e.

2.3.2 Entropia del gas ideale

Il conto che presentiamo ¢ uno dei primi esempi di applicazione del formalismo
della Massima Entropia e come tale si trova in tutti i manuali di Meccanica Statis-
tica, ai quali si rimanda per ulteriori approfondimenti. Consideriamo un gas ideale
monoatomico, visto come un insieme di N particelle puntiformi di massa m non in-
teragenti contenute in un sottoinsieme @ di R? di volume finito V. Lo spazio delle fasi
(posizione e velocita ) della particella singola ¢ I' = Q x R? e 'y = QY x R3Y quello
del sistema di N particelle. L’energia del gas nella configurazione = = (q,v) € I'y
coincide con la sua energia cinetica

1 1 &
E(x) = §m]v|2 = imva
i=1

Cerchiamo la d.d.p. p(z) che descrive dal punto di vista statistico il gas a partire
dall’informazione macroscopica sull’energia media del gas, e quindi dai vincoli

e= E(x)p(z)d*N z, / p(x)dN e = 1.
I'n I'n

La soluzione del PME calcolata a partire dall’entropia
H(p) = —/ p(z) Inp(z)d®N z
'y

si ottiene con lo stesso procedimento del caso discreto e ha la forma
ef)\E(oc)

Z(\)

p(z) =
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Il punto cruciale & calcolare la funzione di partizione Z(\) usando il Teorema di
Fubini

R3N

Z(\) = / eAE(m)d(iNx:VN/ e MBIl @3Ny,
I'n

— VN[/ 6—)\%t2dt]3]\/
R

o2\ &
- )

Am

da cui 3 3 5
InZ=NV-°NnA+-Nln—.
2 2 m
Il valore del moltiplicatore si ottiene dal vincolo
dlnZ(\) i 3.1 3
e B dacul e 5V =3 kg

Se indichiamo con n il numero di moli, N4 il numero di Avogadro, N = nlNy4, e
R = N4kpg la costante dei gas, otteniamo la relazione

e= %nRT.
L’entropia del gas ideale & data da ( A(e) = 3¥)
N N
S(e) = InZ(Ae))+Ae)e=NhnV — ;Nln?;— + 37
e
3 3 3N 3N
= NI —Nlne— -NIln— + —.
nV + 5Vlne—cNln— + 5

Distribuzione di Maxwell-Boltzmann

Se consideriamo la soluzone di massima entropia trovata

e~ M v
N —A2t2 113N
VN[ [ge 2" dt]

vediamo che essa risulta fattorizzata nel prodotto di N distribuzioni di probabilita
pi(gq,v) della particella singola e che quest’ultima ¢ il prodotto della distribuzione
uniforme sulla posizione per la distribuzione gaussiana tridimensionale sulla velocita.
Riscriviamo allora quest’ultima usando la relazioneX = 1/k,T’

p(x) = plg,v) =

_ mv?

e 2kpT

dp = p(v)d*v = (ZhaT)3 ’

Se ora passiamo a coordinate polari sferiche e riscriviamo 1’elemento di volume come
d3v = v dvdfdgsing, 0<60 <m, 0<¢<2pi

si ottiene, dopo l'integrazione nelle variabili angolari, la distribuzione del modulo
della velocita, detta distribuzione di Maxwell-Boltzmann (& una distribuzione x?)

47 _mv?
(27rkBT)%U2e 2kBTd|U"
m

p(lv]) =

28
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3.0.3 La distribuzione normale tramite il PME

'Fino ad ora abbiamo considerato una sola variabile aleatoria, z. Se generalizziamo
al caso di piu variabili yi, ...,y la distribuzione di probabilita che si riferisce a
questo nuovo problema sara la d.d.p. congiunta p(yi, ..., ym). Nell’applicazione del
PME si introduce ’entropia

H= —/ P, - Ym) WD, Ym) Ayt - Y

i vincoli sulla d.d.p. sono sotto forma di valori medi F}; di diverse funzioni f(y1, ..., ym),
con 1 < k <, e le relazioni da imporre sono

Fy, :/ Py Ym) e Ym) Ayt - . dyim.

Consideriamo ora un caso che generalizza 1’esempio precedente: supponiamo che i
vincoli per la d.d.p. siano rappresentati dalle correlazioni

rl]:/ p(ylvyym)yzy]dmy Z,j:1,,m

dove 7;; = rj;. La d.d.p. che realizza la massima entropia e

1 m
_ _ Zi, =1 Aij Yily
p(y) Z(/\) € ’
= Z(l)\) o i i U2 =205 (Nij i) v (3.1)

Per semplificare questa espressione introduciamo la matrice simmetrica A € Sym(m)
tale che:

{ (N)ii = Nis = (i + Aig) Vi
(A)ij = 3(Xij + i) i# ]
Con queste notazioni si puo’ scrivere (3.1) come:
1 ¢
— —(y*Ay) 2
p) = e Y. (32)

Esprimiamo ora la funzione di partizione come integrale m dimensionale:

20) = [ e Wy,

T contenuto di questo paragrafo & una rielaborazione della stesura originale contenuta nella
tesi di A. Mariotti, LTM 2007
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3. ALCUNE APPLICAZIONI DEL PME

per definizione A € una matrice simmetrica, quindi diagonalizzabile. Sia R la matrice

ortogonale (det R = 1) tale che RP'AR = D con D = Diag[a;] matrice diagonale.
Con un cambio di variabile y := Rx si trova:

Z(A) = / e~ (RXIARX) | qet R| d™ =

/ e~ 2 witi® gy = (Fubini)

Rimane ora da calcolare la matrice dei moltiplicatori di Lagrange;

Tij = —ihlZ(A) =

8)\ij
. —Z 81nZ({9Alk .
Tk 6Alk 8)\1]

_1(81112_’_ 8an)
2" 0Ny OAj; ’

mentre

(3.4)

OlnZ
ONii
Dall’espressione appena trovata per Z(A) calcoliamo

Ty =

dlnzZ 1 1 OJdet A

ON;; — 2det A A

da cui, introducendo la matrice dei complementi algebrici

C(A)y = (—1)" det(A;;) = det A(A™Y);

e lo sviluppo del determinante secondo la riga i-esima

det(A) = Z Aij C(A)”,
j=1

otteniamo

omz 1, _;
“on, ot

da cuil si ha immediatamente
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Ricordando che A~! & una matrice simmetrica perche A lo ¢, si ha

o 1(8an+8an)
T Ty 8A” aAj,

(% +5(A) =
- , (3.5)

l\D\H

[\)

e ricaviamo la relazione esistente tra matrice delle correlazioni e moltiplicatori

1
A= r L (3.6)

Con le precedenti notazioni la funzione di partizione (3.3) diventa allora

e la d.d.p. e la gaussiana m dimensionale
e~ YTAY e Y'rly
Z(A)  (2m)% (detr)?

p(y) = (3-8)

che non & piu fattorizzabile! Calcoliamo ora I’entropia realizzata da questa d.d.p.

Hypox: = InZ+ Z)‘UTU =
,J
=InZ+tr(Ar) =

1
=InZ+ tr(i rir) =

m
—IlnZ+ = =
n —|—2

=0 +11 VR
—2117'1' D|A|

3.0.4 Informazione ridondante e Inferenza

Abbiamo visto che la distribuzione di probabilita di massima entropia, ¢ determi-
nata univocamente delle informazioni sul sistema di cui disponiamo inizialmente.
Ad ognuna di esse viene infatti associato un moltiplicatore di Lagrange che influisce
sul risultato finale. Come si comporta il metodo della massima entropia nel caso
di informazioni ridondanti, ovvero ricavate ad esempio a partire da un insieme di
vincoli alcuni dei quali sono funzionalmente dipendenti dai rimanenti? Dimostri-
amo che in questo caso il moltiplicatore da associare € nullo, quindi la distribuzione
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3. ALCUNE APPLICAZIONI DEL PME

di probabilita non viene minimamente modificata considerando informazioni ridon-
danti. Cio equivale infatti ad aggiungere al nostro problema dei vincoli che non
restringono il dominio di H, e di conseguenza non possono influire sulla d.d.p. che
rende massima H.

Diamo una giustificazione del fatto che a un’informazione ridondante ¢ necessaria-
mente associato un moltiplicatore nullo in un contesto sufficientemente generale per
i nostri scopi. Supponiamo di voler calcolare quella distribuzione di probabilita p;
che rende massima l’entropia

n
H(p) = pilnp;
i=1
rispettando il vincolo
n
sz'fi = a.
i=1

Sia p la soluzione a questo problema. Per quanto visto in (2.5), si ha:

X e~ Aafi e Aalfi
pi = = ;
O Z(Na) Y e

dove A, e il moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo a

a =

“on InZ(Ag)-

Consideriamo un altro osservabile g : R® — R e supponiamo che I'informazione
relativa a ¢ sia ridondante, ovvero che sia possibile esprimere il suo valore medio
utilizzando i dati di cui gia disponiamo:

e—)\afi

b= Eplg] =D gini(Aa) = Zgzm
i=1 i=1 a

Applichiamo ora il principio della massima entropia al problema che considera en-

trambi i vincoli:
n n
Y fim=a Y gipi=0b=E;g]
i=1 i=1

Definendo una nuova funzione di Lagrange e imponendo la condizione necessaria di
estremo si ricava la d.d.p.

e~ Mi—ngi e~ AMi—ngi
P I T S v

Ora si tratta di dimostrare che I'informazione ridondante, data dal vincolo posto
per g, corrisponde a un moltiplicatore nullo, 4 = 0. Imponendo i vincoli si trova:

Z?:l giefkfr#gi ; Z?:l gz.e*/\afi

Z?:l e—Mi—ngi Z?:l e—Aafi
Z?:l fie—/\fi—ugi e Z:}:l fie—Aafi
Z?:l e_)‘fi_ﬂgi B - Z?:l e_>\afi
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quindi una possibile soluzione per i moltiplicatori ¢ data da

{aze 39)

Nel caso in cui le due funzioni f e g siano indipendenti la mappa

OlmZ(A\,pu) O0lnZ(\p)
(Aau) = <_ O\ T 8M >

¢ un diffeomorfismo (sulla base del Teorema ?7?), quindi (3.9) & 'unica soluzione del
problema
_ O0lnZ(\p)

b _Gan()\,,u)
o\ ’ N

o

Detto diversamente, pitt un dato di avvicina all’essere ”irrilevante”, piu il suo molti-
plicatore tendera a zero, contribuendo minimamente nella struttura dello spettro.
Il livello di conoscenza del problema non corrisponde alla quantita di dati osservati
disponibili, ma all’effettiva informazione che riusciamo a ricavare da essi, trascu-
rando tutto cio che risulta ridondante. Questa distinzione non rappresenta tuttavia
un ostacolo: sara proprio 'applicazione del PME ad occuparsene, associando au-
tomaticamente ad ogni informazione ridondante un moltiplicatore nullo, che non
influisca in alcun modo sulla soluzione finale.

Il calcolo dei moltiplicatori ha in definitiva un duplice scopo: ¢ fondamentale per
poter determinare la distribuzione di probabilita di massima entropia, e allo stesso
tempo indica il "peso” dei dati iniziali sulla soluzione.

Analisi delle serie temporali

Consideriamo un vettore aleatorio x = (x1,x2,x3) e supponiamo noti i valori di
e ri ove

ro = Ep[:v?], 1=1,2,3, r = Ep[z122] = Eplzaxs]

Cerchiamo una stima di 9 applicando in questo caso semplice il formalismo della
massima entropia. Possiamo considerare la matrice delle covarianze del vettore
aleatorio x, nella quale abbiamo fissato ro = 75 il valore dedotto da rg e r1 con il
PME.

To T1 T2
r= ™ To T1
To T1 7o

La distribuzione di probabilita di massima entropia, data una matrice simmetrica
di covarianza R, é:
1 1t —1

67§X r—X

P = e tim

Sia A la matrice dei moltiplicatori di Lagrange associata a questo problema,

A1 g 0
A= A2 A2 A3
0 o3 A3
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3. ALCUNE APPLICAZIONI DEL PME

dove A;3 = A31 = 0 per quanto visto in precedenza (informazione ridondante), e
ricordiamo che tra le due matrici definite vale la relazione:

Per ricostruire la matrice delle correlazioni € quindi necessario invertire quella dei
moltiplicatori, calcolando

1

= A(f1)i+ﬂ' det(A ;).

(A1)

Nel nostro caso:

oA —A33 —A2As A2dos
—A12A3 A1A3 —A1A23 =r
A12A23 —A1d2s Ao — %,

1

— 71:7
A 2det A

Per la matrice A~! valgono quindi le uguaglianze:

oAz — A3 = Ad3 = Mo — Ay = r2det A

A12A3 = A1 23

Vogliamo calcolare il valore di 7 = 212223 sapendo che

2 det A
AAz . o _AiAg -
2 det A 0 2 det A !
per cui si ricava facilmente la stima
2
r
Fp = L.
To

Questo esempio ¢ il punto di partenza per I'appicazione del PME all’analisi delle
serie temporali, che si incontrano in economia, telecomunicazioni, geofisica ecc. Si
considera un vettore aleatorio x = (1, ..., xy) che descrive un processo stocastico a
tempo discreto, per cui z, = X (k7) ove 7 ¢ un intervallo di tempo fissato, stazionario
e, non e restrittivo, a media nulla. Sono noti i valori medi delle correlazioni fino
all'intervallo (lag) m << N, ovvero i valori medi degli osservabili

2
L1, 12, ...T1Tm

che esprimono la correlazione tra la v.a. che descrive il fenomeno al tempo t e
al tempo ¢t + k7, i = 1,...,m. Si vuole determinare la d.d.p. p(z1,...,zy) di
massima entropia sulla base dell’informazioni sulle correlazioni fino al lag m. Nelle
applicazioni, la d.d.p. trovata si usa per stimare (& un’inferenza) le correlazioni per
valori di lag superiori a m (vedi esempio precedente ove m =2 e N = 3).
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3.0.5 Evoluzione della densita di probabilita lungo il flusso di un campo
vettoriale

Queste considerazioni sono il punto di partenza per la trattazione statistica dei sis-
temi meccanici Hamiltoniani, nella Meccanica Statistica. Consideriamo il Problema
di Cauchy definito da un campo vettoriale dipendente dal tempo g(z,t), x € R™:

t=g(z,t), =z(0)=XePCR" (3.10)

11 flusso ®4(X,t) associato al campo vettoriale definisce una famiglia di diffeomor-
fismi a ¢ fissato e quindi un moto z(X,t) := ®4(X,t) di P. Assegnamo, a t =0, la
probabilita che il sistema si trovi nello stato (configurazione) X € P. Questa sara
descritta da una funzione (densita di probabilita) p* : P — [0, 1] tale che

/p* dyv = 1.
P

E’ intuitivo pensare a p* come a una sorta di massa associata ai punti di P, che
deve evolvere mantenendo verificata la relazione fPt p = 1. Si ha quindi, applicando
il teorema del trasporto

d

0=— pdxv:/[,E)—I—,Odive]dxv:/[,i)—i—pdivg]dmv
dt Pt Pt Pt

da cui, se possiamo supporre P arbitrario, si ha la relazione in forma puntuale, detta
equazione di Liouville,

p+pdivg=p +div(pg) =0 (3.11)

che esprime ’equazione di continuita per la probabilita. Un caso di rilevante interesse
¢ quello dei campi vettoriali hamiltoniani, g = X, ove H(z), z = (g, p), € la funzione
di Hamilton, o hamiltoniana. Essi verificano la condizione div Xz = 0. Si ha allora,
applicando la formula di variazione del volume, che (Teorema di Liouville):

vol(P) & costante nel tempo

e che, per un sistema Hamiltoniano,

. d

p=p+gradp-Xp=p'+ (po®x,)=p +Lxyp=p +{H p} =0,
ovvero la probabilita & un integrale primo del moto (& costante lungo le traiettorie
del sistema).

Due problemi

A. L’equazione di Liouville (3.11) & un’equazione alle derivate parziali lineare per
la densita di probabilita incognita p(x,t), computazionalmente pesante da risolvere
e inoltre necessita della specificazione del dato iniziale p*, problema anch’esso non
banale. Nell’approccio numerico alla soluzione del problema di Cauchy (3.10) con
dato iniziale incerto, calcolandone la soluzione z(¢, X;), i = 1,..., N per un numero
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3. ALCUNE APPLICAZIONI DEL PME

N finito di dati iniziali scelto campionando P in base alla p*, si puo’ disporre della
densita di probabilita empirica

N
PN Z (x —x(t, X;))

ove § ¢ la delta di Dirac. Problema: qual’e lerrore che si commette usando py
invece della soluzione esatta dell’equazione di Liouville? O meglio, quale & la perdita
di informazione determinata dall’uso delle distribuzione empirica? La soluzione di
questo problema fa uso della entropia relativa

D(pxllp) = / oxIn P 4
P p

e permette di stimare il numero N minimo per avere una perdita di informazione
accettabile.

B. Supponiamo di avere a che fare con la piu generale equazione di Fokker—Planck

(?7?)
p'+div(pg) = kAp

che si riduce alla equazione di Liouville per k& = 0. Introduciamo nel modello anche
un’incertezza sul campo vettoriale g per esempio considerandolo dipendente da un
parametro non noto g. = g(x, t, €). In generale, le soluzioni dell’equazione di Fokker—
Planck per g e g. saranno differenti, ma ci interessa vederne 'impatto solo per quanto
riguarda la stima del valor medio di uno o piu osservabili di interesse per il modello
in esame.

Problema: Dette p e p, le due soluzioni (per semplicita con lo stesso dato iniziale)
e indicato con A : P — R l'osservabile, dobbiamo calcolare la quantita

(e,t) / Az — pe(x,t)] dyv

La soluzione ¢ il contenuto del Teorema di Fluttuazione—Dissipazione.
Corollario. Siano p e pg le soluzioni rispettivamente dell’equazione di Liouville
(3.11) e di Fokker—Plank (??). Calcolare

d d Pk
In ==
G0l = 5 [ o a0

per stimare la perdita di informazione su p dovuta alla presenza del termine di
rumore stocastico di ampiezza proporzionale a k.

3.0.6 Il modello di Ising e le reti neurali.

In questo breve capitolo presentiamo una panoramica di modelli, tutti di grandissimo
interesse per le applicazioni e oggetto di studio teorico approfondito. Si tratta di
modelli costituiti da un gran numero N di costituenti elementari ( atomi o neuroni)
i quali si possono per semplicita trovare in un numero finito n (qui n = 2 per
semplicita) di stati o alternative. E’ quindi immediato il collegamento con quanto
visto al capitolo sull’interpretazione frequentista del PME. Lo spazio campionario dei
possibili stati (sono in numero finito!) della rete & Q = {41, Ao}V ove 4; = +1, -1
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rappresenta il momento magnetico di spin per gli atomi e A; = 1,0 rappresenta
lo stato del neurone (attivato o silente). Vogliamo determinare la probabilita p(w)
dello stato w € §2. Per applicare il PME dobbiamo specificare gli osservabili rilevanti
per il sistema. Indichiamo con z; la componente i-esima del vettore (stringa) w =

(Aiy o Ay Ay, = 1,2.

Reti neurali

Gli osservabili sono o;(w) = z; stato del neurone 4, i = 1,..., N e 04;(w) = z;z;,
prodotto degli stati dei neuroniz e j,¢,7 = 1,..., N. Noti i valori medi degli osserv-
abili, la distribuzione di massima entropia ¢ (indici ripetuti si intendono sommati)

o 1 —hio;(w)—Jijoi(w)o;(w).
@) =z ¢ T

i moltiplicatori h; hanno il significato fisico di intensita del campo locale di atti-
vazione e J;; di intensita della connessione sinaptica. Ovviamente, il valore dei
moltiplicatori & univocamente determinato dalla specificazione dei valori medi.

Modello di Ising

Usiamo le notazioni dell’esempio precedente, ove ora o; ¢ il valore dello spin dell’atomo
nel sito 4 del reticolo di N atomi. L’osservabile (dipendente dal parametro 7) che si
introduce, e che ha il significato di energia del reticolo € I” Hamiltonana di Ising

Hy(w) == oi(w)oj(w) — TZ%(W)

i?-j

ove il parametro 7 & l'intensita di un campo magnetico esterno. La distribuzione di
massima entropia, noto il valore medio del’energia, ¢

1 ; i oi(Ww)oj(w)—T ), 0i(w
p(w) = Z(ﬂ)eﬁ[zw i(W)oj(w)=7 32 0i(w)]

e f = 1/kT ha il significato di temperatura. Un modello intermedio tra le reti
neurali e il reticolo di Ising ¢ quello dei wvetri di spin o spin—glasses, nei quali la
d.d.p. che descrive il sistema ha la stessa forma di quella delle reti neurali, solo
che i parametri h; e J;; si suppongono assegnati in maniera casuale. Per esempio
Prob(J;;) € una distribuzione gaussiana con varianza che dipende dalla distanza dei
siti ¢ e j.
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Approfondimenti

4.1 Legge dei grandi numeri e entropia

Viene illustrata ora la fondamentale connessione che esiste fra il PME e le frequenze
osservate in N prove ripetute. Sia dato un esperimento che consiste in N osservazioni
indipendenti di un evento casuale nel quale ad ogni osservazione si verifichi una delle
n alternative Q = {43, Ag,...A,,} esaustive e mutualmente esclusive. Detto Qy =
{A44,..., An}N lo spazio campionario dei possibili risultati, card Qx = n'V, ciascun
risultato di tale esperimento ¢ del tipo w = (4;,,...,4iy) € QN con iy,...,iy €
{1,...,n}. Se Q & dotato di una distribuzione di probabilita p = (p1,...,pn),
pi = Prob(A = A;), lipotesi di osservazioni (estrazioni) indipendenti equivale a
dotare Qx della probabilita prodotto, per cui

N
P(w) = Prob(Ay = Aj,,..., Ay = A;,) = [ [ Prob(Ax = Ay,). (4.1)
k=1

Ogni w definisce un insieme di numeri interi (si dice anche il ’tipo’ di w) che contano
il numero di volte in cui compare A; in w:

Ni(w) >0 con Y, N;jw)=N.

E’ utile introdurre la funzione vettoriale X : Qn — Qn, X = (X1,...,X,),

N;(w) &
Xi(w) = N ;1 Xi(w) =1, (4.2)
ove abbiamo indicato con
N, —
_ N " . _
Qn ={9€Q%a= %, 'E_l Ni(w) = N}, (4.3)

I'insieme dei possibili vettori di frequenze dei risultati in N osservazioni. Tramite la
X possiamo riscrivere (4.1) come

N N
P() = [[ ™ = [[ ¥,
i=1 i=1
Ricordiamo inoltre che per le variabili binomiali X; in (4.2) vale
EX|= Y XiwPw)=pi, (4.4)
wEQN

'Ricordiamo che solo n — 1 delle variabili binomiali X; sono indipendenti in virtu della (4.2),.
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var(X;) = E[(Xi — pi)?] = pi(lN_pi), Vi, (4.5)

Introduciamo I'insieme, definito per g € Qn,

B(q) ={weQy : Xi(w)=a}, q¢=(q1,---,qn)- (4.6)

Gli elementi di B(gq) sono tutte le possibili sequenze di N osservazioni indipendenti
che danno luogo allo stesso vettore di frequenze q e si vede immediatamente che su
di essi P & costante. La variabile aleatoria vettoriale X induce una partizione di
Qn in classi di equivalenza rispetto alla relazione di equivalenza w ~ W’ se e solo se
X(w) = X(w') e che tali classi sono proprio i sottinsiemi B(q) definiti in (4.6).La
cardinalita di B(q) ¢ espressa dal coefficiente multinomiale

N!
[T (Naa)t

La distribuzione di probabilita indotta da X sull’insieme finito QQn ¢ la distribuzione
multinomiale

card(B(q)) = W(q) =

Nl a NX;(w) " Ng;
n(q) =Px(q) =P(B(q)) = T, (Vo il;[pi i) = W(q) il;[lpz- AT
Vale infatti
o on@)=@i+pet...+p)V =1 (4.8)

q€QnN

Se, in particolare la distribuzione su €2 ¢ quella uniforme, p; = %, la distribuzione
indotta sullo spazio prodotto 25 € ancora uniforme

N n f N
P(w) = ilj[lpiNXi(w) =11 (DN - (;)Z - nLN - cawdlﬁN

1=
e quella indotta su Qu e definita dal coefficiente multinomiale W (q)

W(q) N! 1

n(a) =P(B(a)) = —— O = T (Vg ¥ (4.9)

Osserviamo inoltre che, per ogni w € B(q)

n
i=1

X; X;
eNEi Xiln(pit) _ oN i Xiln X~ 2 Xiln(31)

~NHX@)+DX @) — o~ NH@+Dlp) < ~NH(@)

== €

che dipende solo, come ci aspettavamo, da ¢. Essendo ’entropia relativa una quan-
tita sempre non negativa e nulla solo se ¢ = p, concludiamo subito che P(w) &
massima se w € B(p) e che P(w) tende a zero per N tendente all’infinito per ogni
w. Come si comporta la distribuzione indotta n su @Qn? Troviamo subito che

n(q) = P(B(q)) = W (q)P(w) = W(q)e” V@Dl (4.10)
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Legge dei grandi numeri e entropia

Ci interessiamo ora al comportamento limite di n al tendere di N all’infinito. Pre-

liminarmente, osserviamo che card Qy = n’Y mentre
card Qn < (N +1)" (4.11)
dal momento che Ng¢; € {0,..., N} per ogni i. Quindi il numero di possibili sequenze

cresce esponenzialmente con N mentre il numero di possibili vettori frequenze cresce
al piu polinomialmente con N. Per poter avanzare dobbiamo trovare il modo di
stimare i coefficienti multinomiali W(q) in (4.10). Usiamo 'approssimazione di
Stirling per i fattoriali

1 1
1nN!~(N+§)lnN—N+§ln27r per N — +o00.

Si ottiene

N!

W) = In o T (Vg

n
=InN!'-> In(Ng)! =

i=1
(N 50N = N =S (Vg 5 (Vg - Mg — P i
9 n £ qi 9 n q; q; n2m =
1 - 1
= NlnN+21nN—z;(Nqi+2)(lnN+lnqi)— In27 =
1=
1 n
= 21nN—Nz;qilnqi ln]\f—fz:lnqZ ln27r—
1=
-1
:NH(q)—n 111271'N—7221nqZ
e quindi
ool
W(g) ~ M N H (4.12)

Pertanto dalla (4.10) nel limite N — o0,

n n

1 _—NDllp)
n(p) ~ =) n(q) =) @lp) v £ p, (4.13)
27rN : };[1 pz 27TN (27N H

e inoltre
n(q) T % —NO@-D@ly 1D 1T [P -NDlp)
~ e , =~ — e . 4.14
n(q’) an g n(p) H ai (4.14)

Il rapporto (4.14); ¢ zero o infinito a seconda che ¢ sia piu lontano o piu vicino
a p nella "distanza” definita dall’entropia relativa. Nel caso particolare (4.14),
si vede quindi che, nel limite asintotico, la probabilita di ottenere un vettore di
frequenze diverso da p tende a zero e che I'entropia relativa ¢ la funzione che si
presenta spontaneamente per descrivere questo comportamento. Possiamo studiare
in maniera piu fine il limite asintotico di n(p) = P(B(p)) ~ 1/(27TN)7LT71 7 Questo
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¢ possibile ricorrendo alla Legge dei Grandi Numeri in forma debole. Si vedra che,
anche se B(p) asintoticamente ha misura nulla, non appena “ingrossiamo” un po’
B(p), ogni sequenza w viene ad essere wi contenuta P-quasi certamente (sequenze

tipiche). Definiamo a questo proposito

B(g,e) ={w € Qn : |Xi(w) —qi| <e, Vi}

C(giye)={weQn | Xi(w)—q| >} i=1,...,n.

Dalla legge debole dei grandi numeri applicata alle variabili aleatorie positive X; e
da (4.5) si ha
var(X;)  pi(1—pi) 1

P(C(pi,e)) < = < j
(Cpe)) < 5 S BB < o v

e quindi, comungque preso € > 0, essendo Qn = B(p,e) U (Ui, C(ps,¢)),
P(B(p >1—ZJP’ (piye)) =1 per N — +o0.

Una descrizione sostanzialmente equivalente del comportamento appena trovato per
B(p) ¢ fornita dal Teorema di Shannon seguente, che mette nuovamente in luce il
ruolo naturale dell’entropia nel descrivere il comportamento di un sistema a finite
alternative nel limite asintotico del numero di osservazioni.

Teorema 4.1.1 (Shannon) Siap; > 0 per ognii =1,...,n. Per ognie > 0 esiste
un N(g,p) tale che per ogni N > N(e,p) si ha

1. eNHP®E) < cqrd B(p,e) < eNHP)+e)
2. e NHPH) < P(w) < e NHE®=) " per ogni w € B(p,e)
3. limy_ 400 P(B(p,e)) =1

ove &' ¢ piccolo con .

Dimostrazione. La 3. & conseguenza immediata della legge debole dei grandi numeri.
Mostriamo 2. Ragionando come prima si ha

Plw) = HpiNXi(w) — N2 Xi(w)Inpi£N 3 pilnp; _

— ¢ NHP) N (Xi(w)=pi) Inpi _ ,—NH(p) Ny

quindi, se w € B(p,€), possiamo stimare

|7|<Z\X ) —pilllnpi| <& |Inpi| = ¢

i

da cui segue subito 2. Per mostrare il punto 1. possiamo usare il risultato appena
trovato e stimare

1>P(B(p,e)) > e NHO+ ) card B(p,e)

42



Legge dei grandi numeri e entropia

da cui
card B(p,e) < eNHPI+,

Infine, da 3., ovvero dalla legge debole dei grandi numeri, per ogni ¢ € (0, 1), esiste
N = N(e,p) sufficientemente elevato per cui 1 > P(B(p,¢)) > 1 — c. Allora,

1 - ¢ SB(B(p.2) < card (B(p,e))e ¥ 0=
da cui, prendendo &' pari a ¢’ — ",
card (B(p,e)) > (1 — c)e NUH(@)=e) N > o=N(H(p)=)

O

Osservazione. La 2. del Teorema di Shannon e detta Proprieta di equipartizione
asintotica e si scrive comunemente come
li L 1 L _ H babilita 1
Nirfmﬁ nm = H(p), con probabilita 1.
Essa vale per processi stocastici piut generali (processi ergodici) di quelli a variabili
i.i.d. qui considerati, ove & una semplice conseguenza della legge debole dei grandi
numeri. Essa afferma in pratica, che, per successioni sufficientemente lunghe, con
probabilita 1 una successione appartiene a B(p, ¢). Esse sono dette sequenze tipiche.
Si noti che questo non vuol dire che le sequenze in B(p, €) siano la maggioranza delle
sequenze possibili. Infatti sulla base del teorema appena dimostrato si ha la stima

asintotica
card B(p,e)  N(H(@p)-mn)
card Qn

che tende a zero se H(p) < Inn ovvero se p non ¢ la distribuzione uniforme!.

4.1.1 |l teorema di concentrazione dell’'entropia

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che, se & nota la probabilita a priori p,
la quasi totalita delle sequenze ottenibili ha un vettore di frequenze che sta in un
intorno arbitrariamente piccolo di p purche si prendano sequenze sufficientemente
lunghe. Tutto questo vale anche in presenza di wvincoli sulle frequenze ottenibili
q, vincoli rappresentanti dell’informazione supplementare sulle condizioni di real-
izzazione dell’esperimento, ma per il momento non nonsideriamo questo caso pil
generale. Il problema che ci ponamo ora ¢ il seguente: avendo ottenuto un certo
vettore di frequenze ¢ # p, stimare la probabilita che la differenza ottenuta sia
dovuta a) a una ”fluttuazione statistica” che ha prodotto una sequenza w ¢ B(p, ),
oppure b) che tale differenza sia dovuta ad altre cause non note (per esempio, la
”vera” distribuzione a priori € un’altra oppure vi sono dei vincoli sulla realizzazione
dell’esperimento dei quali non abbiamo tenuto conto). Tale problema ¢ il problema
classico della Teoria delle grandi deviazioni, che cerca di quantificare la probabilita
di eventi "rari”. Nel seguito vedremo che il Teorema di Concentrazione dell’entropia
di Jaynes, del quale diamo una dimostrazione sommaria, da una risposta a tale
problema.

Abbiamo introdotto in precedenza lo spazio di probabilita (Qn,n) finito dotato
della distribuzione di probabilita multinomiale (4.7), la cui espressione asintotica
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¢ data da (4.13)2. Ora, in un certo senso, intuitivamente chiaro, vogliamo con-
siderare la distribuzione 7(q) definita sul sottoinsieme finito @Qn di Q™ come la
‘quantizzazione’ di una densita che indichiamo ancora con 7 definita sul simplesso
(n — 1)-dimensionale che ’estende’ Qy

Ap1={qeRY} : Zqizl}CRn.

E’ immediato constatare che A,_; & varieta (n — 1)-dimensionale la cui misura
(n — 1)-dimensionale &
vn

(n—1)12"z

Pensiamo quindi a 1(g) come il valore medio di n data da (4.13)2 sulla ’cella’ centrata
in ¢ di misura e = \,—1(A,—1)/card Qn. L’insieme di queste celle costituisce un
ricoprimento di A,_;. Si ha quindi, usando (un po’ sportivamente...) il teorema
della media che, per (4.8),

An—1(Ap—1) =

e=c > nlg) N/ 1(q)dAn—1(q) (4.15)

qEQN An—1

Per calcolare questo integrale usiamo il metodo di Laplace (o sviluppo asintotico
degli integrali), ovvero sostituiamo a D(:||p) il suo sviluppo di Taylor di D sapendo
che D(:||p) ha un minimo in g = p ove vale zero, per cui

n

1 I (g —pi)?

D(qllp) = 5 Dgg(pIP)lg — pra — P + O3) = 5 Y =——+0(3)
2 2 1 Pi

e sostituiamo ,/p; a ,/g; nella funzione integranda. Dobbiamo quindi calcolare,

trascurando? i termini di ordine O(3),

1 _N 51 (g;—p)% 1
v /A oY T, H\/ﬁd/\n,l(q). (4.16)
m 2 n—1 i=1 V&7°

Con il cambio di variabile

n

L), det L= ([]p) %,

b i=1

[N

q=L(¢g—p), L= Diag|

si vede che
Ap1={qeR} : > /piqy =0} =R""!
i

pertanto l'integrale precedente e l'integrale di una gaussiana (n — 1)-dimensionale
concentrata sempre piu attorno all’origine (al punto p nelle coordinate originali) che
si fattorizza con il teorema di Fubini in

1 [/ _Ngzd }n,l 1 (27r)"21 1
E~N ——m—— e X = n— N7 - 1"
(27N)"z LJr 2rN)"z \N Nl

2per fare una dimostrazione pill rigorosa (e molto pilt lunga) si puo’ stimare il termine O(q®)
con un piccolo quadrato O(q®) = €O(¢?).
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Prima di proseguire, osserviamo che il conto appena svolto permette di dare una
stima asintotica di card Qn

card Qn = EilAn_l(An_l) ~ N”*l% ~ NPt
(n—1)127=2"

pit fine di (4.11). Vediamo ora due applicazioni.

Teorema di concentrazione dell’entropia

Consideriamo 'entropia relativa come variabile aleatoria non negativa
D(:|lp) : @n — [0, +00)
e calcoliamo la d.d.p. indotta. Sia, per ogni d > 0,

D={qeQn : D(q|lp) <d}.

Allora, da (4.10) e da (4.15),

Prob{D(-|lp) € [0,d]} = (D) = Y n(q)
qeD

Siamo interessati al comportamento asintotico della quantita appena scritta. Nel
limite asintotico, possiamo: approssimare l'insieme discreto D con il sottoinsieme
(n — 1)—dimensionale,

D={qeR] : Zqi =1,D(q|lp) <d} C Ap—y

)

e sostituire la sommatoria con l'integrale rispetto alla misura di Lebesgue n — 1
dimensionale come fatto in precedenza. Pertanto

n(D) ~ 1/D77(Q)d>\n—1(Q)-

€

Inoltre usiamo ancora il metodo di Laplace. Si vede che, rispetto al conto precedente,
cambia solo il dominio che ora e

D={qeR} : 0<> a7 <2d, Y pigs = 0} = B, 1(V2d)

ove B,_1(v/2d) ¢ la palla di raggio v/2d in R"~!. Usando il metodo di integrazione
per sfere’ ci si riduce a

1 2 B Vad 2
n(D) ~ n—l/ €_Nqu)\n71(Q) = SnQn—l/ e 2y
e(2nrN) 2z JB.-1(v2d) e(2nN) = Jo
n—1
ove S,_9 = %(";li_zl) ¢ la misura rispetto a d\,—_o della sfera (n — 2)—dimensionale.
2

Infine, con il cambio di variabile Nr? = 2t, dopo qualche passaggio facile si arriva a

1 Nd n—1
Prob{D( 1) € 0.} =n(P) ~ s | et pov

TSRy
("%
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ove F(x) & la funzione di distribuzione di una variabile x? con n — 1 gradi di liberta

JFettt T A ettt lar

Fx) = = =
et T(%F

Pertanto:

Teorema 4.1.2 (E.T. Jaynes) Asintoticamente, ND(:||p) é variabile aleatoria dis-
tribuita come x2_.

Applicazioni.

Teorema di Sanov

Sia E un sottoinsieme di misura piena di A,,_1 sufficentemente regolare, per esempio
coincidente con la chiusura del suo interno. Vogliamo stimare la probabilita di
ottenere un vettore di frequenze in @ N E. Dobbiamo calcolare

QN E) ~(E) = ! /E 0(@)dAn1(q).

Sia ¢* € FE il punto di minima distanza in entropia relativa di E da p, D(¢*||p) =
min{D(q| p) for all ¢ € E}. Allora, applicando ancora il metodo di Laplace, possi-
amo scrivere
1~ (@ —4)’
Dl ») =Dl I + 5 Y- =L 4 o)
i=1 !

e quindi ci riconduciamo a calcolare, vedi (4.16), I'integrale di una gaussiana (n—1)-
dimensionale concentrata attorno a ¢*

—ND(q*[lp) n <q1 q,
ein_l 2 H d)\n 1 )
e(2nrN) =

Nel limite asintotico, la differenza tra l'integrale su E e quello sull’intero simplesso
diviene trascurabile per cui otteniamo ’enunciato del Teorema di Sanov

n
E) ~] /Qie—ND(q*llp) ~ ¢~ ND(a*|p)
=1 4

412 Legame tra entropia relativa e test x?

Abbiamo visto che I'entropia relativa esprime la ”distanza” tra due distribuzioni
di probabilita e che D(¢p||p) misura la probabilita che il vettore di frequenze ¢ sia
ottenuto in N prove ripetute. Questo problema ¢ anche quello che si affronta e
risolve attraverso il test del x2. Il legame tra i due argomenti ¢ immediatamente
visibile: sviluppiamo in serie di Taylor la funzione di ¢ D(¢||p), tenendo conto che
ha un minimo in p e che ivi € nulla. Allora, dalla (2.4),

D(ellp) = 5 Hess(D)(g —p)* + Ol(e —)*) = 5 3 (s~ pi)” + Ol(p —~ p)")
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per cui

(Ng; — Np;)?

N +0((p —p)*) = xo_1 + NO((¢ — p)?).

2ND(pllp) =

%

ovvero, nel limite asintotico N — +o00, 2N D e variabile aleatoria distribuita come
2
Xn—1-

Tavole di contingenza

Siano X : Q@ — X e Y : Q — Y due variabili aleatorie, ove X = {x1,...,z,} e
Y ={v1,...,Ym}. Siano p; e p; le distribuzioni di probabilita associate e p;; la loro
d.d.p. congiunta. Se le variabili aleatorie sono indipendenti, i.e. p;; = p;p;, allora si
ha che

H(XY) =) pjlnp;=H(X)+H(Y).
]
E’ ragionevole introdurre come misura della dipendenza tra le variabili la quantita
simmetrica non negativa

H(X)+ H(Y) = HXY) =3 p;n pr = D(pxyllpxpy) = I(X,Y)
ij e

comunemente indicata come mutua informazione tra X e Y. Ragionando come
prima, possiamo considerare lo sviluppo di Taylor di D attorno al suo minimo Pxy
e ottenere )
I(X,Y) = ,ZM +0(3).
2~ DiD;j
J
Se eseguiamo N osservazioni ripetute delle due variabili X e Y (lancio di due dadi an
f imi N NS o N imims ~~ NN N—1L
e m facce), e approssimiamo p; ~ R, p; = J e pij & R, per cui p;p; = N;N; ,
la relazione precedente porge

N2(pij — pipj)? (N;; — N~IN;N;)?
2NI(X,Y)=2ND = J Y- i itVj
(X,Y) (pxyllpxpy) %: Npi; %: N-IN;N,

L’ultima relazione & I’espressione del test di x? per saggiare l'ipotesi che le variabili
X e Y siano indipendenti.

4.1.3 Entropia congiunta ed entropia condizionata

Nel precedente paragrafo abbiamo definito ’entropia associata ad una singola vari-
abile casuale X. E’ immediato ora estendere tale definizione al caso di due o piu

variabili casuali X}, a valori in un insieme finito Q = {A;, ..., 4, } di alternative mu-
tualmente esclusive. La distribuzione di probabilita congiunta p(iy, . ..,iy) definisce
quindi la probabilita che l'esito di un esperimento aleatorio sia w = (i1,...,iy) €
Qny = QV | dove i, € Q rappresenta il valore assunto dalla variabile casuale Xj.
Consideriamo quindi la variabile aleatoria vettoriale X = (X1, Xs,..., Xx) a valori
in QY
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Definizione 4.1 (Entropia congiunta) L’ entropia congiunta é data da:

H(X)=H(X1,...,Xy)=— > px(w)logpx(w).

weNN

Ad esempio, nel caso N = 2, ponendo i1 = i e i3 = j, si ha esplicitamente:

H (X1, X5) =— Y pli, 5)logp(i, §).

i,jEN
Supponiamo ora sia noto che le variabili casuali X7, Xo, ..., Xy_1 assumano rispet-
tivamente i valori i1, 12, ...,iy_1. Qual € 'entropia rimanente su X, con tali infor-

magzioni? Studiamo il caso particolare N = 2. Supponiamo quindi che la variabile
casuale X7 assuma il valore i; € Q. Allora 'entropia associata ad X5 e:

H(Xo| Xy =i1) = = Y _ plialir) log plialir)
i€
dove
p(ig‘il) = P{XQ = ig‘Xl = il}.
Definiamo ’entropia condizionata di X9 supposto noto il valore di X; come il valor
medio su X5 dell’entropia della probabilita condizionata, ovvero

H(Xo|X1) = > p(i)H(X2| Xy = i)
11€0Q
= - Z p(i1) Z p(iz|i1) log p(iali1)
11€0Q i2€€)

= = p(i1,iz)logp(isli1).

11,02

Siamo ora in grado di dare la definizione dell’entropia condizionata nel caso generale
di N variabili casuali.

Definizione 4.2 (Entropia Condizionata) Date le variabili casuali { X }er, Uentropia
condizionata della variabile casuale Xy é:

H(Xi|X¢—1,...,X1) = Z plit, ... ie—1)H(Xylin, ... 0i-1)
i e

= = > plin,.... i) logp(ilir, ... i1).

©1yeeeylit

Entropia congiunta ed entropia condizionata sono fortemente correlate. Cio’ e
chiaramente dimostrato nel seguente teorema, il quale afferma che la misura dell’incertezza
associata ad N variabili casuali congiunte ¢ pari alla somma dell’incertezza as-
sociata ad ogni v.c. X; supposto noto il valore assunto dalle v.c. precedenti
X1, X2, ..., X1.

Teorema 4.1 (Regola della catena)

N
H(X1, X2, ..., Xn) = > H(Xi|Xi1,..0, X1) (4.17)
t=2
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Dimostrazione La regola della catena si dimostra facilmente per induzione sul
numero N di variabili casuali. Per N = 2 si ha:

H(X3,X1) = — Y plir,io)logp(is, iz)
i1,i2€0
= = Y p(i1,iz)logp(izli)p(i1)
i1,i2€€)
= — > plir,ia)logplialin) + Y p(ir) log p(ir)
11,i2€Q i1

= H(Xo|X1)+ H(X1). (4.18)

Per ipotesi induttiva supponiamo la tesi sia verificata per N — 1 variabili casuali.
Allora, posto X; = (Xi,...,Xn-1) e Xo = Xy ed usando una generalizzazione
immediata di (4.18), si ha

H(Xl,...,XN) = H(Xl,...,XN_l)—|—H(XN‘XN_1,...,X1)
N-1
= > H(X|X;1,...,X1) + HXn|Xn-1,..., X1)
t=1
N
= > H(X|Xi,..., X))
t=1

O

Osserviamo che 'entropia condizionata non gode della proprieta di simmetria. In
generale quindi, se X ed Y sono due variabili casuali a valori in A, sia ha

H(X|Y) # H(X]Y)
Tuttavia vale la seguente uguaglianza

H(X)— H(X|Y)=H(Y) - H(Y|X)
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Termodinamica di non equilibrio

5.1 Preliminari matematici

In questo capitolo! intendiamo studiare, senza entrare nel dettaglio, alcuni aspetti
introduttivi della teoria dei processi stocastici. Ricordiamo che tale teoria si occupa
dello studio di fenomeni casuali che evolvono nel tempo.

Precisamente rivolgiamo la nostra attenzione ad una particolare famiglia di pro-
cessi, detta catene di Markov dal nome del matematico russo che per primo ne
defini formalmente la teoria. Agli inizi del *900 egli si volse infatti allo studio delle
grandezze aleatorie dipendenti, e nello specifico sviluppo’ la teoria di questa parti-
colare sotto classe dei processi stocastici a tempi discreti, caratterizzati dal fatto che
lo stato futuro dipende unicamente dallo stato del sistema all’istante presente ed e
indipendente dal passato. Come vedremo alla fine di questo capitolo, Markov di-
mostro’ che 'indipendenza tra le variabili aleatorie non e una condizione necessaria
per 'applicazione della Legge dei Grandi Numeri.

5.1.1 Processi stocastici

Sia (€2, F, P) uno spazio di probabilita e sia (A, a) uno spazio misurabile. Una
funzione misurabile X : Q@ — A si dice variabile casuale a valori in (A, ). Si dice
che X & una variabile casuale discreta se X (2) ¢ finito.

Un Processo Stocastico ¢ definito come una famiglia di variabili aleatorie {X;}, con
t € T. In particolare il processo e detto a tempo discreto se I'insieme T' & un insieme
discreto (ad esempio T' = {0,1,2,...} oppure T' = {0,1,2,...,m} ), a parametro
continuo se T & un intervallo non singolare dei numeri reali (ad esempio T = [0, 1]).
I processi stocastici sono inoltre classificati a seconda della natura delle variabili
aleatorie {X;}; si parlera quindi di processi discreti se esse sono variabili a valori
discreti, di processi continui se sono continue. I valori che possono essere assunti
dalle variabili aleatorie sono detti stati ed indichiamo con A 'insieme degli stati
{A1, A, ...}; qualora risulti X; = A; diremo quindi che il sistema al tempo ¢ si
trova nello stato A;. D’ora in avanti assumeremo che:

o« T={1,2,...,N};
e il processo stocastico {X;} sia discreto;

e l'insieme A degli stati del processo sia finito (card A = n).

Tl contenuto di questo capitolo segue essenzialmente la tesi per la LTM di D. Vanzelli, AA
2007-08
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Senza perdita di generalita rappresenteremo gli stati di un processo con delle
etichette numeriche, in questo modo avremo A = {1,2,...,n}.
Ad ogni istante di tempo t € T il sistema si trovera quindi in un determinato
stato appartenente ad un insieme di stati esaustivi e tra loro mutuamente esclusivi.
Indichiamo un generico risultato dell’esperimento aleatorio con

w = (i1,%2,...,iN)
e definiamo lo spazio campionario del processo stocastico, ovvero lo spazio in cui
assumono valori le variabili casuali (Xi,..., Xy)

Q:{w:(il,...,i]\[)|it€./4 VtET}.

5.1.2 Catene di Markov

Le Catene di Markov sono particolari processi stocastici {X;}ter che verificano al-
cune proprieta.

Definizione 5.1 (Proprieta di Markov) Un processo stocastico verifica la pro-
prieta di Markov se per ogni istante di tempo t € T e per ogni sequenza di stati
1,81, ,0—1,] € A, risulta:

P{Xip1 =1 X1 =d1,..., Xo1 =041, Xy = i} = P{ X441 = j| Xy = i}

Questa proprieta indica che la probabilita condizionata di un evento futuro dati
lo stato attuale e tutti gli eventi passati dipende esclusivamente dallo stato attuale
del processo e non dai precedenti; in pratica & come se il processo avesse una perdita
di memoria riguardo al suo passato.

Definizione 5.2 (Catena di Markov) Un processo stocastico discreto {Xi}ier,
avente un insieme di stati A finito, e detto Catena di Markov se verifica la proprietd
di Markov.

Una catena di Markov si dice finita se 7' & un insieme finito. Una catena di
Markov finita {X;}.er € ben definita se sono noti:

e il vettore distribuzione di probabilita iniziale py = (po(1),...,po(n)) definito
da
po(i) = P{Xo =1} Vie A

e le probabilita di transizione da uno stato ¢ ad uno stato j all’istante ¢
pe(dli) = P{Xps1 =7 | X =i}
per ogni coppia di stati i,j € A e per ogni tempo t € T

Per ogni fissato t € T', le probabilita di transizione si possono rappresentare con una
matrice n X n
Py = [pe(519)]i jea-
Si osservi che le matrici P, sono non-negative ed in particolare sono matrici
stocastiche per righe, in quanto ogni riga ha somma 1.
Allora diciamo che una catena di Markov & ben definita se sono assegnate le d.d.p.
iniziali pp(7) e N — 1 matrici delle transizioni Py, ..., Py_1.
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Definizione 5.3 (Catena di Markov Omogenea) Una catena di Markov si dice
omogenea se le matrici di transizione non dipendono dal parametro tempo t, ovvero
se per ogni coppia di stati i, € A verifica la sequente proprieta:

pe(jli) = p(jli)  VteT.

In quanto segue, senza ulteriori precisazioni, ci riferiremo sempre a catene di
Markov omogenee e a volte indicheremo le probabilita di transizione p(j|i) con p;;.
Le catene di Markov omogenee godono di una notevole semplificazione: esse infatti
sono ben definite una volta assegnate le d.d.p. iniziali pp(i) ed una sola matrice
stocastica P = [p;;] che definisce le probabilita di transizione in ogni istante.

In un processo di Markov omogeneo si definisce probabilita di transizione in k
passi, da uno stato ¢ ad uno stato j, la probabilita che il sistema si trovi nello stato
j all’istante t + k, posto che il processo si trovava nello stato ¢ all’istante ¢. Tali
probabilita sono indicate con

) — P{Xyyp =X =i
bi;m = t+k = J t—2}~

Le probabilita di transizione p;; corrisponde quindi al caso particolare di proba-
bilita di transizione in un passo.

Si puo’ dimostrare che se la d.d.p. al tempo k & p*®), allora la d.d.p. al tempo

E+1e
plktl) = Zp(k)(i)pzj-
i€A
Osservando che il termine destro della relazione rappresenta la definizione del
prodotto fra matrici, si ha che, in forma matriciale

pn) — plh-1)p

in cui P ¢ la matrice i cui elementi sono le probabilitd di transizione al passo n-
esimo. La relazione rappresenta ’equazione di Chapman-Kolgomorov che, applicata
iterativamente, porta a

P = pr

ovvero, la matrice delle probabilita al passo n-esimo ¢ la potenza n-esima della ma-
trice di transizione di partenza.

Appare dunque chiaro quanto affermato sopra: una catena di Markov e completa-
mente specificata se sono note (pg, P).

Osserviamo inoltre che dalla formula di Bayes segue facilmente che per una
catena di Markov la distribuzione di probabilita congiunta dell’esito di un esperi-
mento aleatorio w = (i1,...,iy) di una catena di Markov puo’ essere scritta come:

p(il, e ,iN) = p(il)p(i2|i1) . .p(iN|’L'N,1).

Definiamo ora alcune proprieta che caratterizzano gli stati dei processi marko-
viani.
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Definizione 5.4 (Catena di Markov Ergodica) Una matrice stocastica P ¢ detta
ergodica se esiste k € N tale che le probabilita di transizione in k passi pl(f)
positive per ogni © e j. Una catena di Markov omogenea si dice ergodica se puo

essere definita da una distribuzione iniziale pg e da una matrice ergodica.

s0N0
’

Definizione 5.5 Una d.d.p. 7 é detta una distribuzione stazionaria per la catena
di Markov se

TP =.

Osserviamo che il vettore di d.d.p. stazionaria 7 € autovettore sinistro della ma-
trice di transizione, corrispondente all’autovalore A\ = 1. In pratica 'applicazione,
anche ripetuta, della matrice P a m non modifica la distribuzione di probabilita
stazionaria.

Enunciamo ora un risultato fondamentale nella Teoria delle Catene di Markov,
senza pero’ addentrarci nella dimostrazione.

Teorema 5.1 (Teorema Ergodico per le Catene di Markov 2) Sia data una
catena di Markov ergodica definita dalla matrice di transizione P. Allora esiste una
unica distribuzione di probabilita stazionaria m = (w1, ...,7,) tale che

()

lim p;
N—+oo Pij

= 7'[']'.

Quindi se una catena di Markov & ergodica, allora la distribuzione stazionaria
€ unica, e per ogni distribuzione iniziale py la distribuzione di probabilita della
variabile casuale X tende alla distribuzione stazionaria per N che tende all’infinito.
In pratica una catena di Markov ergodica tende, al crescere di N, a dimenticare le
condizioni iniziali del processo (proprieta di perdita progressiva di memoria).

5.1.3 Legge dei grandi numeri per le Catene di Markov ergodiche

Le catene di Markov ergodiche sono particolarmente importanti in quanto ad esse si
puo’ estendere la Legge dei Grandi Numeri. L’importanza di tale risultato deriva dal
fatto che una catena di Markov & costituita da una successione di variabili casuali
non indipendenti.

Sia data una catena di Markov ergodica {X;}ier con distribuzione stazionaria
7 e matrice di transizione P. Per ogni esito w = (i1,...,iy) di un esperimento
aleatorio, definiamo le variabili casuali N;(w) uguali al numero di occorrenze dello
stato ¢ e le variabili casuali NV;j(w) uguale al numero di occorrenze della coppia
ordinata di stati (i,j) in w. Il seguente teorema ¢ un’estensione della Legge dei
Grandi Numeri alle Catene di Markov ergodiche?

Teorema 5.2 Per ogni € > 0 vale

3Una dimostrazione si puo’ trovare in Probability Theory: An Introductory Course, Yakov G.
Sinai.
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lim P{‘Ni(w) —

§6}= )

N—+400 N
. Nij(w)
PR

In pratica, dalla legge dei grandi numeri consegue che:

Nij(w)
N

lim = lim = WiPii
N—+o0o N ' N—-+oco iPij

e si deduce cosi un’importante proprieta delle catene di Markov. Definiamo la
frequenza dello stato i € A in un esperimento w come il rapporto tra il numero di

occorrenze di 7 in w ed il numero di stati di w, ovvero

Ni(w)

filw) = —5

e analogamente definiamo la frequenza della coppia ordinata di stati (i,7) € A2

come il rapporto tra il numero di occorrenze ed il numero dei digrammi in w, ovvero

fij(w) = ]]\\f;jfwl)

Allora, per ogni fissato w € §2, nel limite di catene di lunghezza infinita, la probabilita
di transizione da uno stato i ad uno stato j & pari al rapporto tra le frequenze f;;(w)
e le frequenze f;(w), ovvero

fij(w)

N—-+4o00 f,(w)

= pij- (51)

Enunciamo ora, senza dimostrarlo?, un risultato di grande importanza nella teo-
ria dell’informazione.

Teorema 5.3 (Riduzione condizionata dell’entropia) Siano {X;}icr variabili
casuali a valori nello spazio degli stati A, allora

H(Xp1| Xy, .., Xy) < H(X 1| Xy, ..., X2)
e vale l'uguaglianza se e solo se Xiy1 e (Xi,...,X1) sono indipendenti.
In pratica l'incertezza associata ad una variabile casuale, in media, decresce
quando & noto l'esito di altre variabili casuali.

5.1.4 Proprieta di Equipartizione Asintotica

Nella teoria dell’informazione, ’analogo della Legge dei Grandi Numeri e la Proprieta
di Equipartizione Asintotica (AEP).

Consideriamo una successione {X;}ier di variabili casuali discrete definite su uno
stesso spazio di probabilita (€2, F, P). Supponiamo che le X; siano indipendenti

“per una dimostrazione si veda Elements of Information Theory, Cover — Thomas
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e identicamente distribuite (i.i.d.). Ricordiamo che la Legge dei Grandi Numeri
afferma che per variabili casuali i.i.d. con probabilita p, la media campionaria tende
alla media probabilistica, per N grande. L’AEP afferma che la quantita —% log p(w)
tende all’entropia di p, dove p(w) € la probabilita di osservare la sequenza w =

(il, - ,iN>.

Teorema 5.4 (Proprieta di Equipartizione Asintotica) Date X, ..., Xy vari-
abili casuali i.i.d. ~ p(w), allora

. 1
im =7 logp(w) = H(p) (5.2)
con probabilita 1.
Dimostrazione
Per ipotesi le v.c. X; sono i.i.d., allora p(w) = p(i1) - p(i2) - ... - p(in). Osserviamo

inoltre che, essendo le X; v.c. indipendenti, anche le v.c. definite da f(X;) =
log p(X¢) sono indipendenti. Segue:

N
1 1
lim ——1 =  lim —— logp(i
S bt = A S et
= —E[logpi]
N
= = pilogp;
=1
= H(p)

dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato la Legge dei Grandi Numeri per v.c.
indipendenti.

O
Definizione 5.6 (Sequenze Tipiche) Per ogni fissato € > 0 definiamo sequenze
tipiche we = (i1,...,in) con we € Qe C Q, sequenze che soddisfano alla seguente
proprieta:

efN(H‘f’E) Sp(wg) < efN(er).

Dal teorema AEP segue che per ogni fissato € > 0 le sequenze tipiche sono
equiprobabili ed hanno probabilita che tende ad 1 per N sufficientemente grande,
ovVVvero

li -1 Vv Q..
Nilfoop(%) we € Qe

5.1.5 Entropia di una catena di Markov

Vediamo ora come dal teorema della legge dei grandi numeri per le catene di Markov
(5.2) e dal teorema AEP si deriva I’equazione dell’entropia associata ad una catena di
Markov. Per fare cio’ abbiamo prima bisogno di studiare ’andamento della funzione
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log p(w) per sequenze tipiche w nel caso di catene di Markov ergodiche. Ricordando
che le v.c. Ricordando che le v.c. N;j(w) sono definite come il numero di occorrenze
della coppia di stati (4,j) in w, possiamo scrivere

Ny Ni;
pw)=po [] pi"“ = exp{logpo+ Y pjy7
i,jJEA 2,]

e quindi
Ny
log p(w) = logpo + Y pyy ™.
i7j
Dal teorema (5.2), per sequenze tipiche w vale Nj;(w)/N — m;p;j. Quindi, per tali
w si ha
1 1 Nij(w
— oy logp(w) = —-logpo — ) () logpij — — Y _ mipij log pij.

N
i,j i,J

Si ottiene cosi una funzione molto simile alla funzione entropia introdotta da Shan-
non. Appare dunque naturale la seguente

Definizione 5.7 (Entropia di una catena di Markov ergodica) Data una catena
di Markov ergodica definita da una distribuzione stazionaria w e da una matrice delle
transizioni P, si definisce entropia della catena di Markov

H(m,P)=— Z Tipij log pij. (5.3)
i,jEA

5.1.6 Tasso di Crescita dell'Entropia

In questo paragrafo mostreremo che ’entropia associata ad una catena di Markov
H(rm, P) tende asintoticamente ad una quantita H(X'), che chiameremo tasso di
crescita dell’entropia (in inglese entropy rate).

Data una sequenza di N variabili casuali, € naturale chiedersi quale sia I’andamento
della funzione entropia al crescere del numero delle variabili casuali. Definiamo
allora il tasso entropico come segue

Definizione 5.8 Il tasso di crescita dell’entropia di un processo stocastico { Xy e

¢ dato da: 1
H(X):NETOONH(XL”"XN) (5.4)

quando il limite esiste.

Il tasso entropico cosi definito assume il significato di entropia media del singolo
esito dell’esperimento aleatorio w.
Diamo ora una seconda definizione di tasso entropico.

Definizione 5.9 Definiamo tasso di crescita dell’entropia, l’entropia condizionata
dell’ultima variabile casuale, supposte note le precedenti

H'(X)= lim H(Xy|Xyn_1,...,X1) (5.5)

N—+4o00

quando il limite esiste.
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I due oggetti appena introdotti corrispondono a due differenti nozioni di tasso en-
tropico. Dimostriamo ora un importante risultato valido per i processi stocastici
stazionari.

Teorema 5.5 Per un processo stocastico stazionario i limiti (5.4) e (5.5) esistono
e sono uguali, ovvero

H(X) = H'(X)

La dimostrazione di questo teorema richiede prima la dimostrazione di due risultati
intermedi.

Lemma 5.6 Per un processo stocastico stazionario, la probabilita condizionata
H(XN|XN-1,...,X1)
¢ una funzione decrescente di N ed ha limite H'(X).

Dimostrazione Per la regola della catena (teorema (5.3)) si ha
H(Xp41| Xy oo, X1) < H( X Xy -0 Xo) = H(Xy | X1, -0, X0)

dove 'uguaglianza segue dall’ipotesi di stazionarieta della catena.
Poiche H(X;|X;—1,...,X1) definisce una successione decrescente di termini non neg-
ativi, essa ammette limite, H'(X).

O
Dimostriamo ora un semplice risultato dell’analisi.

Lemma 5.7 (Somma di Cesaro) Sia a, una successione convergente limy, oo a, =
a e sia b, la successione definita come la media aritmetica degli a;, ossia b, =
o ai. Allora b, é una successione convergente e vale limy,_ 4o by, = a.

Dimostrazione Poiche a,, ¢ una successione convergente, esiste un n. € N tale che

lan, —al <e€ Vn > ne.

Allora V n > n, possiamo scrivere
1 n
n E (ai — a)

1 n
S
i i=1
1 n 1 Ne 1 n
fZ|aifoz]:fZ|aifa\+fZ]aifa|
n 4 n 4 n

=1 1=1 Ne

1 &
—Z|ai—al—|—e.
N4

lbn —a| =

IN

IA

Osservando che, per n abbastanza grande, il primo termine converge a 0, concludi-
amo che
by, — o < 2€

e quindi la successione b,, converge ad «.
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Abbiamo ora tutti gli strumenti per dimostrare il teorema (5.5)
Dimostrazione
Per la regola della catena si ha

1 1 &
—H(Xy,... — H(X| X1, .. .
N ( 1, 7 N tz_; t‘ t—1, ) )
Per la seconda definizione data del tasso entropico, sappiamo che le probabilita
condizionate tendono, nel limite per N — +oo al tasso entropico H'(X).

Inoltre, per il lemma (5.7), la successione definita come la media aritmetica delle
entropie condizionate converge anch’essa ad H'(X). Allora, usando il lemma (5.6)
si conclude

1

HX)= lim —H(X),.. Xy)= lim H(XyXy,... . X)=H(X).

g

In generale H(X) non esiste. Tuttavia esso ¢ ben definito per processi stocastici
stazionari, ed in particolare per le catene di Markov.

Teorema 5.8 Per una catena di Markov stazionaria, il tasso entropico € dato da

H(X) = H(X,|X1).

Dimostrazione
Dal teorema (5.5) sappiamo che
H(X)=H'(X)
da cui

i H(Xy|X .. Xq)= 1 H(XnN|X XolX7q).
MR (XN XN-1,..., X0) pim (Xn|XnNo1) = H(X2|Xq)

O

Teorema 5.9 Sia {X;}ier una catena di Markov ergodica con distribuzione stazionaria
m e matrice delle transizioni P. Allora il tasso di crescita dell’entropia tende asin-
toticamente all’entropia H(m, P) della catena di Markov:

lim H(X)=H(r,P).
i H(X) = H(x, P)

Dimostrazione Per il teorema (5.8) si ha che
H(X) = H(X2|X1).

Dalla definizione di entropia condizionata segue

lim H(X) = lim H(Xy|X
Vi HA) =l B
- lim -— . y
Jm = > pipiglogpi
i,jEA
= =) mipijlogpi;.
i,jEA
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Elementi di teoria delle grandi deviazioni

6.1 Premessa

I risultati che esponiamo qui sono validi anche in ipotesi pitt deboli. Poiche lo scopo
di queste pagine e di arrivare rapidamente ad esporre alcune delle idee alla base della
teoria delle grandi deviazioni, sacrifichiamo la generalita a favore della semplicita di
esposizione.

Se vogliamo studiare il comportamento asintotico della media campionaria, in-
tesa come la variabile aleatoria

i

in tutta generalita, possiamo dire che se le variabili hanno media E(X;) = u, allora

anche E(X,,) = u; quindi se abbiamo a disposizione molte 'realizzazioni’ {z1, ..., z,}
delle v.a. X;, le medie campionarie

_ 1
l’n:*E Zy.
n =

7

avranno ’in media’ il valore u. Nelle applicazioni, abbiamo a disposizione solo una
realizzazione. Cosa possiamo dire della differenza

1
i

Cominciamo con una definizione. Sia X; successione di v.a. dotate di media finita.
Non e restrittivo allora supporre che abbiano tutte la stessa media pu.

Definizione 6.1.1 (Legge debole dei grandi numeri) La successione X; sod-
disfa alla legge debole dei grandi numeri se converge in probabilita alla v.a. costante

P
w, X; — u, ovvero se Ve >0

lim P({w € Q : | X,(w) —p)| >ce}) =0.

n—oo

Quindi, purche si prenda un campione sufficientemente numeroso, possiamo avere
una probabilita inferiore a un valore fissato (ma non nulla!) che la media del cam-
pione differisca dalla media p per piu di €. Il seguente risultato permette di stimare
P(| X, — p| > ¢).
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Proposizione 6.1.1 (Disuguaglianza di Chebyshev) Sia X v.a. di media E(X) =
p e varianza var(X) = o? finita. Allora, Ye > 0

var(X
P(X —p 2 ) < “1Y)
€
Dimostrazione. Diamo la dimostrazione nel caso in cui X sia v.a. assolutamente
continua di densita fx. La dimostrazione nel caso discreto segue le stesse linee, ma

¢ meno evidente. Non e restrittivo, inoltre, supporre che u = 0. Allora

var(X) = /R 2 fx(@)de > / 2 (w)dn + / 2 () da

—0o0

—E&

+o0
[ fx@)de + / fx(@)de |

Y

= 2P(|X —pu| >e).
O

Vediamo una condizione sufficiente per una successione di variabili aleatorie per
soddisfare la legge debole dei grandi numeri.

Proposizione 6.1.2 Sia X; successione di variabili i.i.d. aventi momento secondo
finito. Allora X; soddisfa la legge debole dei grandi numeri.

Dimostrazione. Poniamo E(X;) = u, Var(X;) = 0. Allora E(X,) =p e

_ 1 <& " 1 1 & o2
var(X,) = var(ﬁ ZXZ) = ZUQT(EXH =3 Zvar(Xi) =
i=1 i=1 i=1

ma allora, usando la disuguaglianza di Chebyshev sopra scritta per la v.a. X,

2

= o
P(|Xp —pf >¢) < el (6.1)

e quindi
2
lim P(|X,—p|>e) < lim ~— =0 Ve

n—oo n—oo Ne
O

La stima trovata in (6.1) ¢ piuttosto rozza. Il seguente teorema, che descrive
un aspetto fondamentale (da qui 'aggettivo centrale che compare nel titolo) del
comportamento asintotico di una somma di variabili aleatorie, permette di raffi-
narla. In pratica, la distribuzione di probabilita che descrive X,, si "avvicina” alla
distribuzione normale all’ aumentare di n e quindi possiamo usare la distribuzione
normale per migliorare la (6.1).

Sia X; successione di variabili i.i.d aventi momento secondo finito. Da X,, at-
traverso il procedimento detto di centratura e normalizzazione otteniamo una v.a

Zo =%~ )
o
di media nulla e varianza unitaria. Vale allora la seguente versione del Teorema
Centrale del Limite
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Teorema 6.1.1 (Teorema Centrale del Limite) La successione Z,, di v.a. con-
verge in distribuzione a Y ~ N(0,1) ovvero

lim P(Z, € 0.H) = Fy (6) = Fi(0) = —— / (6.2)

n—oo

6.2 Deviazioni moderate e grandi deviazioni.

Abbiamo ora gli strumenti per poter parlare di deviazioni dal valore atteso della
media. Per semplicita supponiamo che X; sia successione di variabili i.i.d. di media
nulla e varianza unitaria (non ¢ restrittivo). Allora, posto S, = > | X; vale

— 1
Zn: Xzin
vn \/ﬁS

Dato € > 0, la quantita

P(|Sa| > Vng) = P(|Za] > €) = P(|X,| > %)

¢ la probabilita di deviazioni moderate, mentre
P(|Sy| > ne) = P(|Xn| > €) = P(|1Z,] > V/ne)

¢ la probabilita di grandi deviazioni. Usiamo il Teorema Centrale del Limite per
stimare la probabilita di grandi deviazioni. Sia A = [—¢,¢] e A, = [—\/ne, v/ne| e
indichiamo con A€, A¢ i loro complementari. Allora

1
lim P(Xa| >¢) = lm P(Z0] > vne) = ——= = f/ ey
n—oo A(, .

ove, nell’'ultima eguaglianza abbiamo usato il cambio di variabili x = /ny. L’ultimo
integrale si puo stimare con il Principio di Laplace

1
se / e @) dy < oo, lim — ln/ e ") dy = —infyep o(z)
A A

n—oo n

ottenendo
1 _ 1 1 ny?
lim —In P(|X,| >¢) = lim —lnwlﬁ + lim ln/ et dy
n—oo n n—oo n 2 n—oon c
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1 _ 1 _
lim I P(X,| > <) = lim ~InP(X, € A°) = —infyeAc{%} ==

Il risultato trovato ha la forma di una stima di grandi deviazioni e la funzione

e quindi

I(y) = % e la rate function. Si enuncia anche nella forma

(o}
N o

P(|X,| >¢) = P(|Sy| > ne) ~e™ ™2

ove il simbolo ~ indica qui uguaglianza nel limite logaritmico ovvero

f(n)~g(n) <= lim llnf(n) = lim llng(n).

n—oo N n—oo n

Esercizio. Mostrare che se X; sono i.i.d. con media y e varianza o? vale la stima
precedente di grandi deviazioni con I(y) = (y — u)?/202.
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6.2.1 Grandi deviazioni su lanci ripetuti di una moneta

Il risultato trovato in precedenza di basa sullo sviluppo asintotico dell’integrale gaus-
siano. Qui invece arriviamo ad un’altra stima di tipo grandi deviazioni usando lo
sviluppo asintotico del fattoriale

n! = n"e "V2rn(1 + O(1/n)).

Siano X; variabili i.i.d. a valori in {0,1} con legge fx(0) = fx(1) = 1/2. Allora
E(X;) = 1/2 e E(S,) = n/2. Se considero n lanci indipendenti si ha immediata-

mente che ) ) |
n n!
P(S, =k)=— = ——
(Sn = k) 2n (k) 27 kl(n — k)!
Dato ¢ > 1/2, vogliamo calcolare la stima di grandi deviazioni

1 = 1
lim —In P(|X,| > ¢) = lim —In P(|S,| > ne).
n—oo N

n—oo N

P(Sy>ne)= 3 P(Sa=k) =Y ;(Z)

k>en k>en

Vale

Se n e sufficientemente elevato possiamo approssimare ne con l'intero immediata-
mente successivo. Allora, posto

@) =mazionc (1) = (1)

si ha la stima rozza ma sufficentemente accurata per concludere

1

27 Qn(e) < P(Sy > ne) < (n+ 1>2%Qn<6>-

Prima di calcolare @, (¢), osserviamo che la coppia di diseguaglianze scritte implica
I’eguaglianza logaritmica

1
P(S,, > ne) ~ Q—HQn(s).
Usando I'approssimazione di Sitrling del fattoriale sopra scritta si ha facilmente

(1 — )n2n] 2
Esn(l _ E)n(lfz-:)

Qn(e) =

da cui L1
lim fln2—nQn(5) =—In2—clne—(1—-¢)In(1 —¢) = I(e).

n—oo N

Si ha quindi la stima di grandi deviazioni per la media in n lanci

P(S, > ne) = P(X, >¢) ~ e ™

con rate function
I(e)=—In2—¢clne — (1 —¢)In(1 —¢).

Osservazione. Poiche si ha I(g) = I(1 — ¢), non e difficile mostrare che lo stesso
risultato vale per P(S,, < ne), con € < 1/2.
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Interpretazione di I(¢)

Indichiamo con ¢ = (1/2,1/2) la distribuzione uniforme su {0,1} e con p(e) =
(e,1 — ¢) la distribuzione indotta da € € [0, 1]. Allora si ha che

2 .
I(e) = D(p(e)a) = Y pi 1n<%>
i=1 ¢

ove D(pl||q) & Pentropia relativa di p rispetto a g. Si tratta di una funzione definita
sul simplesso ) ., p; = 1, convessa, non negativa avente minimo vincolato in p = ¢,
ovvero in € = 1/2 nel nostro caso. Inoltre, posto f(p) = D(pl||q) si ha

grad f(q) =0,  Hess(f)(q) = Diag[1/qi]

e quindi lo sviluppo di Taylor di I attorno a ¢ = 1/2 + a si scrive

2
1 R | Lo o

Vediamo quindi che, se ci limitiamo a grandi deviazioni ”di piccola ampiezza” la rate
function diventa ”universale” e pari a quella che si ottiene applicando il teorema
Centrale del Limite

P(\Sn\ > n(1/2+ a)) = P(|1Xu| > 1/2 + @) ~ e~ 2"

mentre in generale dobbiamo aspettarci che la rate function dipenda dalla natura
della successione X;. In effetti gli oggetti interessanti della teoria della grandi devi-
azioni sono le rate function e la loro interpretazione in termini di entropia, energia
libera eccetera nelle loro applicazioni alla termodinamica statistica.

6.3 Primi teoremi sulle grandi deviazioni

La teoria delle grandi deviazioni si presenta come una collezione di teoremi. Un
primo risultato che permette di calcolare le rate function e il Teorema di Cramer
per v.a. scalari

Teorema 6.3.1 (Cramer) Sia X; successione di variabili reali i.i.d., X; ~ px(z)
Sia

Z(\) = B(eM) = /Re)‘sz(x)dx < +00.

Allora, per ogni e > E(X1) si ha

1
lim —In P(S,, > ne) = —I(¢)

n—oo N

ove I ¢ la trasformata di Legendre di Z

I(e) = suprer {eEX—InZ(N\)}.
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La funzione A(X) = In Z(\) & detta funzione generatrice dei momenti. Infatti si ha
AN (0) = E(X), A"(0) =wvar(X) > 0.

Dalla convessita di A si ha che I & convessa e ha minimo in m = E(X) ove vale zero.
Inoltre I ha insiemi di sottolivello compatti (vedi oltre, per la definizione formale
di good rate function). Vediamo I'applicazione del teorema di Cramer alla variabile
del lancio della moneta. La funzione di partizione &

1 1 1
Z(\) = 56)‘1 + 5(90 = 5(6)\ +1).

La sua trasfm:mata di Legendre si calcola determinando I'unico punto critico di
InZ(\) che e A =1In(e/1 —¢) da cui

I(e)=In2+elne+ (1 —¢e)ln(l —¢) = D(p(&?)”%)

coincidente con quella trovata in precedenza. Una dimostrazione del teorema di
Cramer nel caso di una variabile a valori discreti si ottiene rapidamente dal Teorema
di Sanov, che vedremo in seguito. Il Teorema di Cramer ammette una generaliz-
zazione al caso di variabili non i.i.d., il Teorema di Gartner—Ellis (vedi oltre). Prima
di procedere, dobbiamo formalizzare la nozione di Principio di grandi deviazioni e
di rate function

Definizione 6.3.1 (Rate function) Sia (M,d) spazio metrico. Una funzione I :
M — [0,400) ¢ detta

a) rate function se ha insiemi di sottolivello 1, chiusi per ogni a € [0,+00) ove

I,={zeM:I(x)<a}
b) good rate function se ha insiems di sottolivello 1, compatti per ognia € [0, +00).

Definizione 6.3.2 (Principio di grandi deviazioni) Una successione di variabili
aleatorie X; : Q — (M,d) soddisfa a un principio di grandi deviazioni con velocita
an (ove an, — +00) e rate function I se per ogni insieme boreliano A C M

1
lim sup—1In P(X, € A) < —infycaa 1(v),
a

n
| .
lim an; lnP(Xn € A) < _an:rfeint(A) I(l’)’
n
Uno strumento utile per semplificare il calcolo di rate function e il seguente,

detto Principio di contrazione

Proposizione 6.3.1 (Principio d contrazione) Sia X; : Q@ — (M,d) succes-
stone di v.a. che soddisfa a un principio di grandi deviazioni con wvelocita a, e
good rate function I su M; sia f : (M,d) — (N,0) funzione continua tra spazi
metrici. Allora la successione di v.a. Y; = f(X;) soddisfa ad un principio di grandi
deviazioni con velocita a, e good rate function J su N ove

J(y) =inf{l(z): f(z) =y}
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Primi teoremi sulle grandi deviazioni

Dimostrazione. Sia A C N un chiuso. Allora

lim sup —1In P(F(X,) € A) = lim sup — In P(X, € f~1(A))

an, an

< —inf pep-ra) [(@) = —infyea inf pep-1y) () = —inf yead (y)

ove abbiamo usato il fatto che f~!(A) & chiuso. Analogo ragionamento se A & aperto.
Rimane da verificare che J & good rate function. Vale

Jo = {yeN:J(y) <a}={yeN:inf cr1I(z) <a}
= f{zeM:I(z) <a}) = f(la)
quindi J, & compatto poiche I, lo & e f & continua.
O

Un altro risultato utile che costituisce una generalizzazione del Principio di
Laplace e il Lemma di Varadhan

Proposizione 6.3.2 (Lemma di Varadhan) Sia X; successione di v.a. X; ~ p;
soddisfacente ad un principio di grandi deviazioni su (M,d) con velocita n e good
rate function I. Sia F : M — R funzione continua e inferiormente limitata. Allora

lim ! In /M @) (da) = supgens (F(z) — 1(x)).

n

6.3.1 Il Teorema di Sanov

Il Teorema di Sanov generalizza il risultato trovato in precedenza sulle grandi devi-
azioni nel caso del lancio della moneta al caso di variabili i.i.d. a valori in uno spazio
finito I" = {ay, ..., a,} detto alfabeto. Sia

MDT)={v=(v1,...,v) : vp€]0,1], Zszl}

I'insieme delle d.d.p. su I'. M(I") diventa spazio metrico separabile e completo con
la distanza in variazione totale

1 T
d(p,v) = ) Z lr — vy
i=1

Sia ora X; successione di v.a. i.i.d. definite in €2 e a valori in I". Per ogni n indichiamo
con Lf la v.a. detta misura empirica associata a Xi,...X,

1 n
X
i=1
ove §x, & la misura di Dirac su I' concentrata in X;. Ogni L;X & una v.a. definita in
2 e a valori in M(I"): dato w € Q si ha X;(w) = z; e per ogni k € I"

(EXO) ) = 2360 = g =y = )
=1

n

ove Y n(k) =n.
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6. ELEMENTI DI TEORIA DELLE GRANDI DEVIAZIONI

Teorema 6.3.2 (Sanov) Sia X; successione i.i.d. a valori in T, e sia p € M(T)
la distribuzione delle X;. La successione L\ di v.a. a valori in M(T') soddisfa un
principio di grandi deviazioni con velocita n e good rate function su M(T)

I(v) = D(v|p) = Zuk ln—

Quindi, per ogn A C M(T)
lim sup ln P(LX € A) < —infyeaca) 1(v),

lim mf InP(LX € A) < —infyecinta) 1(V).

Osservazione 1. L’entropia relativa ¢ una good rate function. Vale D(v||p) >0 e
si annulla solo per v = p. Infatti, posto ¢(x) = zlnz, ¢ & strettamente convessa e
dalla disuguaglianza di Jensen sulle funzioni convesse ¢(>_ \iz;) < > Aigp(x;) si ha

D(v|p) = ZPW >¢>Zpk* ¢(1) = 0.

Inoltre D(v||p) & convessa in v. Il teorema di Prohorov permette di mostrare che i
suoi insiemi di sottolivello sono compatti.

Osservazione 2. Prima di dimostrare il teorema mostriamo che il T. di Sanov
implica il T. di Cramer nel caso di v.a. a valori in uno spazio finito (alfabeto)
attraverso il principio di contrazione. Sia I' = {ai,...,a,} e definiamo la funzione
continua f: M(I') — (R, |- |) tra spazi metrici

f(v)=E,(a) = Zak’/k-
k=1

Il trasformato tramite f della v.a. L & la v.a. reale
n
foL —ELX Zak(st ZX’L:XH
Lt
Poiche f e continua, possiamo applicare il Principio di Contrazione per ottenere la

rate function delle v.a. fo LX. Si ha

J) = infuepg [0) = inf{Iw):ve M), Ey(a) =y}
— inf{DWw|p): v e M(T), Ey(a) =y} = suprer{Ay — InZ(\)}

ove Z(A) vale
20 = B(@) = 3 pres
k=1

L’ultima eguaglianza inf = sup si mostra per calcolo diretto. Infatti D(v|p) ha
minimo assoluto vincolato su E,(a) = y per
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Grandi deviazioni per misure di coppia

ove A = S\(y) & univocamente determinato dal vincolo ) ax?, = y e tale minimo

D(0p) = inf{D(lp) : v € M(T), Ey(a) =y} = —InZ(3) + Ay.

Basta mostrare che il sup di g(A) = Ay — In Z(\) si ha per A = A(y). Infatti

d )
g\ =y— DmZN) =y = Bypyla) =0 per A= A(y)

Inoltre
2

d
d"(\) = 2 InZ(X) = —var,\(a) <0
quindi A(y) & Punico massimo di g()).

O

Dimostrazione del T. di Sanov La dimostrazione segue lo schema combina-
toriale gia visto nel caso dei lanci della moneta.

O

6.4 Grandi deviazioni per misure di coppia

Consideriamo ancora il caso di v.a. a valori in un alfabeto finito I' e ci interessiamo
agli eventi costituiti da coppie ordinate di elementi di I' che indichiamo con

st = (as,a;) €T? =T x T
Come prima indichiamo con
M) ={v=(11,...,vpe) iV € [0,1] D v =1}

I'insieme delle d.d.p. su I'? che & uno spazio metrico separabile e completo con la
distanza in variazione totale introdotta sopra. Una v € M(T") induce una d.d.p su
I'? v x v data da vy = vy (misura prodotto) mentre una d.d.p. su I'? ne induce

due (le sue marginali)
T T
Vg = g Vts, Vg. = § Vgt
t=1 t=1

Sia, X; una successione di v.a. a valori in I'. Ci interessiamo a realizzazioni finite
X1,...,X, del processo con condizioni periodiche X, 1; = X;. In analogia con le
misure empiriche introdotte in precedenza, definiamo le misure empiriche di coppia

1 n
L2 == dx.x,
n n 4 1<Ni+41
=1

Esse sono v.a. a valori nel sottoinsieme M?(T") delle misure sul prodotto I'? che

hanno marginali uguali v.;, = vs. = v.. Dato w € Q si ha X;(w) = x; e per ogni
st € I'? si ha
1< 1 n(st)
(ng)(St) = E Z; 5Ii€0i+1(8t) = E#{(‘Tza xi-i—l) = (as, at)} = n
1=
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6. ELEMENTI DI TEORIA DELLE GRANDI DEVIAZIONI

ove > L, n(st) =n.

Il teorema ergodico di Birkhoff o anche la legge forte dei grandi numeri permet-
tono di mostrare che, se le X; sono i.i.d. con X; ~ p, allora la distanza in variazione
totale tra le L2 e la misura prodotto p x p tende a zero P-quasi certamente

im d(L7, p x p) = 0.

Vale infatti per misure di coppia su M?(T') ’analogo del teorema di Sanov per misure
empiriche. Lo enunciamo in una forma particolare, usando particolari sottoinsiemi
di M?(T): per ogni @ > 0 indichiamo con B(p x p, a) la palla chiusa di raggio a in
(M2(T),d) e con B%(p x p,a) il suo complementare.

Teorema 6.4.1 (Sanov per misure di coppia) Sia X; successione i.i.d. con X; ~
p. Allora la successione L2 di v.a. a valori in M?(T) soddisfa un principio di grandi
deviazioni con velocita n e good rate function su M?(T")

Vst

V.spt

I(v) =D(|v. x p) = > veln(

s,t=1

). (6.3)
In particolare

1
lim —InP(L2 € B(p x p,a)) = —infyeBe(pxpa) 1(V)-

n—-+oo N

6.4.1 Grandi deviazioni per catene di Markov

Il teorema di Sanov per le misure di coppia empiriche si estende alle variabili non
ii.d. descritte da catene di Markov tempo-omogenee (a stati finiti) a valori in T
Sia allora P la matrice stocastica ad elementi positivi

Py = Prob(Xip1 = a; | Xi = as)

e m l'unica distribuzione stazionaria per P, ovvero PTm = w. Consideriamo real-
izzazioni della catena con X; ~ 7 e condizioni periodiche X,4+1 = X;. Il punto
chiave per usare i risultati precedenti & di esprimere la probabilita di una traiettoria
wy = (i1,...,in) con ix € I’ tramite le misure L2. Si ha infatti
X _ . . o 7T’il 22:1 lIlPi i
P wy) = 7Py Pi,_yi, = B ¢ kb4l
inll
Ty enzs,teﬂ L2 (st)In Pg
-P’inil
ove L2(st) ¢ la misura di coppia su M?(I") associata alla realizzazione w,. Se ora
consideriamo la stessa traiettoria come realizzata in un processo i.i.d. con X; ~ ,
la relazione precedente & ancora valida con

Py = Prob(Xiv1 =ar | Xs = as) =

e quindi

n
2
Q¥ (wn) = [[ iy, = e oserz Lulotinm,
k=1
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Grandi deviazioni per misure di coppia

Il loro rapporto ha la forma di una derivata di Radon-Nikodym

dpPX

g (en) = O()eretiaten)

ove O(1) esprime il prefattore limitato Pﬂ” e ¢ indica la funzione su M?(T")

int]

st
E Vgt In(—

s,t=1

Teorema 6.4.2 (T. di Sanov per misure di coppia su catene di Markov) Sia
X; successione di v.a. descritta dalla catena di Markov a stati finiti (P, 7). Allora la
successione L2 di v.a. a valori in M?(T) soddisfa un principio di grandi deviazioni
con velocita n e good rate function su M?(T)

Ip(v) = D(v||v. x P) Z Vstln

s,t=1 t

ove (V. X P)g = v.sPyt.

Dimostrazione Usiamo la relazione tra probabilita di una traiettoria w, nella
catena e nel processo i.i.d. data dalla derivata di radon-Nikodym sopra scritta.
Allora, per ogni A € M?(T') si ha che

1 1
—InPX(I2cA) = m/ PX(L2 € dv)
n A

n

- Low+ 1ln/ QX (12 € dv)
n n A

Ora, il processo Xj; i.i.d. con X; ~ 7 soddisfa un principio di grandi deviazioni con
velocita n e good rate function vedi (6.3)

v
I.(v) = D(v|v. X p) Z Vst In( s;_
s,t=1 V5Tt

Inoltre, il secondo integrale scritto sopra e nella forma adatta per poter applicare il
Lemma di Varadhan poiché ¢ & inferiormente limitata e continua. Quindi

%mPX(LieA) = supyea {o(v) — Ix(v)}

PstV~s

)

T
= SuPyca Z Vst In(

14
s,t=1 st

= —infrea Z Vst ln ) = —infieca IP(I/)

PV
s,t=1 st¥-s
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6. ELEMENTI DI TEORIA DELLE GRANDI DEVIAZIONI

Possiamo ora studiare le grandi deviazioni per misure empiriche su catene di Markov.
In generale, data una funzione reale f definita sull’alfabeto I', la media empirica di
f su una realizzazione w,, = (i1, ...,iy) del processo ¢ data da

Fo= 30 ) = 3 L)
k=1 k=1

quindi f,, & successione di variabili aleatorie reali e f,, = F((L.X) con F continua. Per
il Principio di contrazione, se L, soddisfa ad un principio di grandi deviazioni con

velocita n e rate function I(v), anche la successione f,, lo soddisfa con rate function
su R

J(y) = inf{I(w): F(v) =Y wiflax) = E,(f(T)) = y}.
k=1

L’argomento appena esposto permette di ricavare un principio di grandi deviazioni
per misure empiriche su catene di Markov. Consideriamo infatti la funzione continua
che trasforma una d.d.p. su I'? nella sua marginale

c: M*(T) — M), c(v)=r

Allora, il teorema di Sanov dimostrato in precedenza per le misure di coppia su
catene di Markov assieme al principio di contrazione permette di stabilire il seguente
risultato

Teorema 6.4.3 (T. di Sanov per misure empiriche su catene di Markov)
Sia X; successione di v.a. descritta dalla catena di Markov a stati finiti (P, ). Al-
lora la successione L:X di v.a. a valori in M(T') soddisfa un principio di grandi
deviazioni con velocita n e good rate function su M(T")

Tp(p) = inf{Ip(v) : e(v) = v. = i},

Osservazione. La good rate function ora determinata non ¢ esplicita come nel caso
delle successioni i.i.d. e come nel caso delle misure di coppia. Una riscrittura piu
esplicita della Jp(u) si ottiene dall’applicazione del Teorema di Gartner—Ellis, che
vale per successioni di variabili dipendenti generali.

6.5 Teorema di Gartner-Ellis

Esistono versioni del Teorema di Gartner-Ellis leggermente pit generali di quella qui
esposta, ma di piu elaborata esposizione.

Teorema 6.5.1 (Gartner-Ellis) Sia X; successione di v.a. di densita X; ~ p; a
valori in R%. Se la funzione generatrice logaritmica dei momenti Z()\) su R?

Z0) = lim LB

n—+oo n

= lim 1111/ "M (dy)
Rd

n—+oo n
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Teorema di Gartner-Ellis

esiste finita ed é differenziabile, allora la successione X; soddisfa ad un principio
di grandi deviazioni con velocita n e good rate function data dalla Trasformata di
Legendre di Z()\)

I(x) = supyepa{ (X, x) — Z(A)}

Associato al Teorema di Gartner-Ellis vi ¢ il seguente utile risultato

Teorema 6.5.2 Supponiamo che la funzione generatrice logaritmica dei momenti
esista finita per ogni A € R, Allora sono equivalenti

1. X, converge esponenzialmente ad un 2 € R%, ovvero per ogni € > 0 esistono
C >0eN eN tali che

P.(|X, -2 <e)<e™  Vn>N;

2. Z(\) é differenziabile in 0 e

gradyZ(0) = 2

3. la good rate function I(x) ha un unico minimo in z = .

Osservazione 1. nel caso in cui le v.a. siano definite tutte sullo stesso spazio di
probabilita, la convergenza esponenziale in 1. implica la covergenza quasi certa se
>, e "¢ & finita.

Osservazione 2. Ovviamente ¢ possibile trattare il caso di successioni i.i.d. di
variabli aleatorie con il Teorema di Gartenr-Ellis appena esposto. Vediamo quindi
come i risultati precedenti possano essere considerati applicazioni particolari del
Teorema di Gartner- Ellis.

Caso di variabili i.i.d. X; ~ p a valori in un alfabeto finito I'.

Consideriamo le medie empiriche LX = n=1 3"  §x, a valori in M(T') C R". Dato

A € R" vale
PRLIONS 75 SN DS VE %

ove Y ;_; ni = n. Ora, per 'ipotesi X; ~ p,i.i.d. siha, postor = (n"!n4,... ,n"'n,)

.,
P(ny,...,n,)=P(LX =v) = szk
k=1

e quindi

T

E(€n<)\’L§>) _ Z 622:1 AL H(pk)nk — Z ﬁ(pke/\k)nk — [ZT:pkez\k]n
N k=1

N1,...,N k=1 N1y k=1

La funzione generatrice logaritmica dei momenti si scrive
n—+oo n

1 T
200 =t LB ) 23 ]
k=1

La sua trasformata di Legendre coincide con 'entropia relativa D(v||p) come visto
in precedenza nell’Osservazione 2.
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6. ELEMENTI DI TEORIA DELLE GRANDI DEVIAZIONI

Caso di una catena di Markov a stati finiti

Consideriamo le misure di coppia L2, intese come v.a. a valori in M?(T') C Mat(r) C
R™. Dato un A € Mat(r) ragionando come prima si ha che

B(e"M) = 37 mQpy(A)e
k=1

ove abbiamo introdotto la matrice

Qr(\) = Pets.

Applicando il Teorema di Perron-Frobenius sulle matrici non negative, si calcola

ZO) = lim >0 B("™A) = In p(A)

n—-+oo N

ove p(A) & 'autovalore reale positivo di modulo massimo di Q(\) detto anche raggio
spettrale della matrice. La rate function € la trasformata di Legendre e vale

I(v) = supxemat(r) v - A —Inp(A)}, ve MAT)

ove v - A = tr(A\Tv) indica il prodotto scalare tra matrici. Si dimostra (vedi F.
den Hollander, Large Deviations) che la rate function trovata coincide con quella
determinata in precedenza.

Per completezza riportiamo qui I'enunciato del Teorema di Perron-Frobenius
sulle matrici non negative

Teorema 6.5.3 (Perron-Frobenius) Sia A matrice ad elementi non negativi e
tale che per ogni i,j esiste una potenza A™ di A che ha (A™);; > 0. Allora A ha
un autovalore reale p, detto raggio spettrale di A tale che

1. ogni altro autovalore di A ha modulo non superiore a p

2. gli autovettori destro e sinistro di A sono positivi e hanno autospazi di dimen-
stone uno

3. per ogni vettore u positivo e per ogni i =1,...dim A si ha

lim E In(A"u); = lim 1 In((AT)"u); = In p.

n—+oo 1 n—+oo n
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Applicazione alla termodinamica di non
equilibrio

Uno dei problemi centrali della termodinamica di non equilibrio & la descrizione
dell’irreversibilita dei fenomeni. Qui ci restringiamo alla descrizione di sistemi in
uno stato di non equilibrio stazionario, ovvero sistemi nei quali sono presenti correnti
(di carica, di massa, di calore), quindi non isolati, ma la cui descrizione ¢ indipen-
dente dal tempo. Si tratta di uno scenario intermedio tra i sistemi all’equilibrio e
quelli fuori dall’equilibrio nel quale possiamo sperare di utilizzare il formalismo della
termodinamica di equilibrio sostituendo agli stati le traiettorie del sistema.

Consideriamo sistemi descritti da catene di Markov (7, P) a stati finiti in I" ove
P ¢ matrice stocastica non negativa e m ¢ 1”unica distribuzione stazionaria per P,
PTr = 7. Inoltre supporremo sempre che la distribuzione iniziale della catena sia
7 (catena stazionaria). Data una realizzazione della catena o traiettoria®

wp = (10, -+, in) = (X(to) =10, X(t1) = i1,..., X(tn) =in)
indichiamo con
w, = (in,...,i0) = (X(to) = in, X(t1) = in-1,...,X(ty) =1o)
la traiettoria ricavata da w, per inversione temporale. Vale allora

P(wn) = mig Pigiy -+ Pipy_yins P(wy,) = T, Piiny_y - - Piyig

Una catena di Markov stazionaria si dice reversibile se per ogni n e per ogni w,, si
ha P(wp) = P(w; ). Una condizione necessaria e sufficente ¢ che valga per n = 1,
detta condizione di bilancio dettagliato

P(X(to) = i, X (1) = j) = miPy = m;Pjs = P(X(to) = j, X(t2) = ).

Se vale questa condizione, la matrice delle probabilita di transizione a tempo inver-
tito coincide con P

P, = P(X(to) = ilX (1) = j) = Py
mentre in generale essa dipende dal tempo ed e data da

Wz(t>PZ

Bl = ey

'L’insieme delle traiettorie coincide con l'insieme delle possibili applicazioni tra [0,n] CNel
e quindi & un insieme finito di cardinalita |T'|"* = r™.
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7. APPLICAZIONE ALLA TERMODINAMICA DI NON EQUILIBRIO

7.0.1 Calcolo di valori medi di osservabili associati alle traiettorie

Sia €; I’energia del sistema nello stato microscopico i € I' e sia J;; la (variazione di)
corrente nel passaggio sel sistema dallo stato ¢ allo stato j. La corrente ¢ descritta
da una matrice antisimmetrica J = —J7 (per esempio pensiamo a Jij = €j — €;).
L’energia associata ad una traiettoria o energia integrata ¢

n
e(wn) = Z Eir
k=0

e il suo valore medio ¢ una quantita estensiva con n

E(e) =) e(wn)P(wn) =n ) _ miex.
k=1

Wn

Analogamente, la corrente associata ad una traiettoria e
n
J(wn) = E Jikik+1
k=0
e il suo valore medio ¢

E(J) =Y J(wn)Pwa) =n Y mPudu =nJ - P.
Wn k=1

ove abbiamo introdotto la probabilita congiunta P;; = m;Pjj e J-P = Zz’lzl PriJr
¢ il prodotto scalare tra matrici.

Definiamo poi I'entropia del sistema nell’intervallo temporale [0,n] come il valor
medio sulle traiettorie dell’osservabile —In P(w,,) per cui

H(n) ==Y P(wn)In P(wy)

Wn

e definiamo il tasso di produzione di entropia del sistema nell’intervallo tempo-
rale [0,n] come il valor medio sulle traiettorie dell’osservabile W (w;,) = In P(wy,) —
In P(w,, ) per cui

P(wn) .
Plwn)

o(n) ==Y Plw)W(wn) =—>_ Plwn)In
Wn, Wn
Definiamo allora entropia del sistema e produzione di entropia del sistema le quantita
H = lim * H(n) lim Lo (n)
=lim—H(n o =lim—o(n).
n ’ n

Proposizione 7.0.1 L’entropia di una catena di Markov stazionaria (P, ) vale

T
H=H(Pnr)=— Z 76 Py In Py
k=1
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Dimostrazione Partendo dall’espressione sopra scritta per H(n)

H(n) = - E P(wp)In P(wy,) = E TioLigiy - - Pi,_yin Mg Pigiy - - Pi,, i
7/07 7'Ln

= - E 7Tiopioil s Pin—lin ln[ﬂ-ioPioil s Pin—zin—1 +1In Pin—n'n]

205ee5ln
= - E : ﬂ-iOPioil s Pin—zin—1 1n[7riopioi1 s Pin—Qin—l] +

10yeeeyin—1

>~ iy Pigiy - - Piy_yin Piry_yin M Py,

7;07 77:77,

= n - 1 z : ﬂ-ln 1 7fn lln ln Pinflin
in—1tn

ove nell’ultima riga abbiamo usato il fatto che P'r = 7. Dalla relazione ricorsiva
trovata si trova la quantita estensiva con n

r
H(’I’L):H(O)—TLZT(‘kPkllnPkl Zﬂ'klnﬂ'kz_nzﬂ'kpkllnpkl
k,l=1 k=1

da cui dividendo per n si ha la tesi.

g

Osservazione L’espressione trovata per l’entropia e valida anche se la dis-
tribuzione iniziale della catena non ¢ la distribuzione stazionaria 7. Per dimostrarlo
si usa il teorema ergodico per le catene di Markov. (vedi dispense M.F.).

Proposizione 7.0.2 Il tasso di produzione di entropia di una catena di Markov
stazionaria (P, ) vale

T P T Py
o =o(m, P FkPkl—ﬂ'lPlkln WkPklln
( k;1 1Pk k;l My

Dimostrazione. Partendo dall’espressione per o(n) e moltiplicando e dividendo
nell’argomento del logaritmo per m;, , ... m; si ha

Tio P P,

1001+ + L ip—_1tn
o(n) = D7 WigPiiy - Piy i, In [
10yeeeyln ind tnin—1 11170
T
Z Tk Pry
= N ﬂkPklln
- T P,
kl=1

e la tesi segue subito dividendo per n.

O

Osservazione Siano P e () matrici stocastiche e 7 distribuzione di probabilita.
L’entropia relativa di @) rispetto a P e

D (Q|lP) = Z?Tk:le lnf

7



7. APPLICAZIONE ALLA TERMODINAMICA DI NON EQUILIBRIO

Allora la produzione di entropia si scrive come

o = D.(P||PT) ZﬂkPklln—

7.0.2 Fluttuazioni dei valori medi

Sia (m, P) catena di Markov stazionaria. Consideriamo un generico osservabile
definito sulle traiettorie; data ¢ : I' — R consideriamo la v.a. che sulla traiettoria
wp, = (40, .., i) assume il valore

1 n
wy) = n Z p(ik)-
k=0
Per il teorema ergodico di Birkhoff, vale
lim ¢, = Ex(p).
n—+oo

Vogliamo applicare il Teorema di Gartner-Ellis alla successione di v.a. scalari non
ii.d. ¢, descritte dalla densita P(w,). Dobbiamo calcolare, per A € R

E(en<x\,<pn>) = Ee A k= osolk Zp /\son(wn)
= Z TriO‘PLOil tt ‘Pin—lin[ H eAw(lk)]
10yeenrin k=0
= Y (PN,
=1

ove abbiamo posto ‘
P(A\)jg = Pye i),

La matrice P(\) ¢ ad elementi positivi e quindi ad essa si applica il Teorema di
Perron-Frobenius. Pertanto,

Z(A) = lim 1 In E(™M%n)) = lim lnz ) = Inp(A).

Applicazione

1. Consideriamo l'osservabile definito sulle traiettorie dato dal tasso di produzione
di entropia

P(wy)

P(wn)’

Vogliamo applicare il Teorema di Gartner-Ellis alla successione di v.a. scalari non
ii.d. W, descritte dalla densita P(w;,). Dobbiamo calcolare per A € R

1
Wi (wp) = - In

BeA) E<[§<(wﬁ))]A>
Wn

— Z s [ﬂ-iOPiOil . "Pin—lin]A
- 7 z i1 ¢ - Zn i

7,()7 ,’Ln ’ o o 7T7"TL‘Pini'r7,—1 st 'Pi1i0
= - 7rlk‘DZk11H1 A
g Z H ﬂ—lk zk1k+1 [71' ] .

105-.eyin k=0 iy P i
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Definiamo

T Pri
AN = P
(A kl[szk]

che ¢ matrice ad elementi positivi se P lo e. Per il teorema di Perron-Frobenius
A(M) ha raggio spettrale p = p(\). Per 3. del teorema di Gartner—Ellis, non ¢
difficile mostrare (vedi Qians) che la funzione generatrice logaritmica dei momenti,
che qui chiamiamo energia libera, vale

ZO) = lim 1 B(M)) = n p(\)

n—-+oo N

Quindi la successione delle v.a. W, soddisfa un principio di grandi deviazioni si R
con good rate function su R

I(z) = suprer{Az — Inp(A)}.

2. Ripetiamo il ragionamento precedente per la v.a. A,(w) = —1InP(w) detta
auto-processo. Si ha allora
E(en()\,An>) _ E(e—)\lnP(w)) _ E(P(w)—)\)

= Y PP =) Pw'

T

= > AP P =N (P TN

10yeenrin I=1
ove abbiamo posto, come prima
1-X 1-X
P()‘)kl = Pkl ) W(A)k =T -

Pertanto ]
Z(\) = lim = InE(e"™4%)) =Inp(N)

n—-+oo N

Teorema di Fluttuazione per W,

Enunciamo una proprieta di simmetria della rate function trovata, che ¢ una versione
del teorema di Fluttuazione di Gallavotti-Cohen.

Teorema 7.0.4 L’energia libera e la rate function della famiglia di v.a. Wy, hanno
le sequenti proprieta

Z(N)=Z(=A—1), I(x) =1(—x) — x.
L’interpretazione di questo risultato ¢ la seguente (vedi Qians)
Prob (W, = z)

Prob (W, = —z)

nz

Vale inoltre (vedi Qians)

Teorema 7.0.5 Per P-quasi ogni traiettoria wy, della catena stazionaria (m, P)

P
lim Wy(wn) = o(m, P) = De(P|PT) = > mpPyln .
k.l P

n—-+00

lim Ap(w,) = H(m, P) = Zmsz In Py,.

n—-+00
k,l
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7.1 Gas su reticolo

Con gas su reticolo intendiamo sistemi stocastici costituiti da un numero finito di
particelle indistinguibili che si muovono sui siti di un reticolo d-dimensionale. Lo
stato microscopico o configurazione del sistema e specificato dando il numero di par-
ticelle che occupano un dato sito (n oppure 0,1 se vale un principio di esclusione).
L’interazione tra le particelle viene descritta legando le probabilita di transizione
tra siti vicini o anche lontani alla configurazione. Sistemi non isolati sono descritti
tramite 'operazione di creazione o distruzione di particelle al bordo del reticolo e
leffetto di campi esterni e descritto da asimmetrie nelle probabilita di transizione in
una direzione fissata del reticolo. In alternativa a serbatoi di particelle, si possono
mettere condizioni periodiche al bordo. In questo paragrafo, seguendo (GJL), con-
sidereremo processi di Markov a tempo continuo e stati discreti. La differenza con
quanto fatto in precedenza & quindi che ora t € R.

Sia A un dominio regolare connesso di R% e A, = nA/Z il reticolo a |A,,| siti di
passo 1 su A. Se X = {0, 1} oppure X = N indica il numero di particelle che possono
occupare un sito, lo spazio delle configurazioni del reticolo ¢ X*». Denotiamo con
n € XM una configurazione e con 7, il numero di particelle nel sito x € A,, nella
configurazione 7. Allora il numero totale di particelle nel reticolo e la densita di
particelle in una configurazione 1 € X» sono espresse da

TEA, €A,

Dati due siti x,y € A, e una configurazione 7, indichiamo con ¢*¥7 la configurazione
che si ottiene da n spostando una particella da = a y, quindi

o®¥ny =ny +1, oy =y — 1.

Se il sito di partenza o di arrivo non appartiene al reticolo, nella nuova configurazione
o%¥n vi e creazione o rispettivamente distruzione di una particella. Indichiamo con

Cx,y(n) € [0,1]

la frazione rispetto al totale di particelle che passano dal sito x al sito y in un inter-
vallo di tempo dt (jump rate o probabilita di transizione). La dinamica & reversibile
se ¢z y(n)= ¢y2(n). Una condizione sulla dinamica fisicamente significativa ¢ quella
di soddisfare un bilancio dettagliato rispetto ad una misura di Gibbs definita da
un Hamiltoniana H sulle configurazioni (qui ’Hamiltoniana ingloba la temperatura
inversa) e a una probabilita di transizione ”iniziale” ¢” che & supposta reversibile

ey () = DTN (0Tn), xyy € An.

La condizione di bilancio dettagliato per salti tra siti interni e siti appartenenti al
bordo OA,, del reticolo si descrive introducendo il potenziale chimico Ao : OA, — R
e quindi

&y () = FNTHEID0WN G (570n), z € Ay ¢ An.

x

Nel seguito supporremo per semplicita che il potenziale chimico sia costante.
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Gas su reticolo

Indichiamo con uy,(n) la probabilita che il sistema si trovi nella configurazione 7.
L’evoluzione della probabilita e descritta dal generatore infinitesimo L,, del processo
di Markov, ’analogo infinito dimensionale della matrice stocastica P. Senza entrare
in dettaglio, possiamo per analogia accettare che, sotto certe condizioni, il processo
ammetta un’unica misura pu, invariante per L,. Per esempio, per i sistemi sopra
accennati, I'unica misura invariante e la distribuzione gran-canonica

1

o (1) = 253 o) e~ +Aovn ()

ove si & posto B, x = {n € XM 1, (n) =k} e

Zn(AN) = Z e Z e~
kZO neEn,k
7.1.1 Grandi deviazioni per la densita

Ripetendo quanto fatto nelle applicazioni precedenti del Teorema di Gartner-Ellis,
consideriamo la successione di v.a. aleatorie reali p, definite su X» aventi densita
fn, ), € introduciamo la funzione generatrice logaritmica dei momenti

1
lnE(e‘A"K’\’p”)): lim —lnE(e/\”").

) 1
p(A) = lim N

n—+o0 |Ay|

ST dimostra (vedi GJL) che la successione soddisfa un principio di grandi deviazioni
su R con velocita |A,| e good rate function data dalla trasformata di Legendre di
p(A) (energia libera)

f(p) = suprer {Ap —p(N)}. (7.1)

Pertanto, scrivendo in maniera informale si ha
Pu(pn ~ p) ~ e~ 1M170)

ove = indica appartenenza ad un intorno di p in R.

Grandi deviazioni per il profilo della densita

Il risultato trovato e classico. L’innovazione di GJL & di stabilire un risultato tipo
teorema di grandi deviazioni non per la densita globale ma per il profilo di densita
macroscopica p(u) ove u = z/n & un punto del dominio A € R? opportunamente
riscalato con n. Cominciamo introducendo la densita empirica: ad ogni configu-
razione microscopica 7 € X associamo un profilo di densita macroscopico

Tn(u) = m(niu),  we€A

che & implicitamente definito come segue: per ogni funzione liscia G : A — R

(Ttn, G) = /Aﬂn(u)G(u)du: % Z G(z/n)n.

JSEAn

Quindi 7, & successione di v.a. a valori nell’insieme delle funzioni non negative e
sommabili su A e descritte dalla densita pu,, introdotta sopra. Nella teoria di grandi
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deviazioni macroscopica elaborata da GJL si mostra che la successione 7, soddisfa
un principio di grandi deviazioni espresso informalmente come
—n?F(p)
P, (mp = p)~e .

Qui p ~ p indica che le medie delle due densita sono vicine su ogni intorno macro-
scopico piccolo e F(p) ¢ il funzionale convesso e locale

Flp) = /A £ (p())du (7.2)

ove f & l'energia libera introdotta in (7.1). La formula (7.2) permette di introdurre
la naturale estensione della nozione di energia libera per un sistema termodinamico
arbitrariamente fuori dall’equilibrio. In casi generali la misura invariante p, non &
nota esplicitamente.

7.1.2 Teoria idrodinamica

L’approccio di GJL & quindi composto da vari passi: 1. descrizione della dinam-
ica microscopica su reticolo, 2. scrittura del generatore del processo di Markov,
3. determinazione della distribuzione stazionaria (in generale non esplicita a parte
alcuni modelli), 4. prova di un risultato di grandi deviazioni per il profilo di densita
empirico, 5. scrittura dell’energia libera macroscopica per il sistema.

Il risultato successivo ottenuto dalla teoria il seguente: fissato un profilo di
densita p(t,u), (t,u) € [0,T] x A, vogliamo calcolare la probabilita che la densita
empirica 7, sia in un intorno di p. GJL mostrano che tale probabilita ¢ esponen-
zialmente piccola se p non é soluzione della PDE (legge di bilancio)

0ip = div[ D(p)grad p— X(p)E] (7.3)

ove D ¢ la matrice di diffusione e E ¢ un campo esterno di drift. Il risultato di
grandi deviazioni ha la forma

Prob(m, =~ p) ~ e TP (7.4)

ove la good rate function si ottiene mediante integrazione spazio-temporale su [0, T'| x
A di VH = gradH

T
T() = Tom(p) = 5 | dt | au(VHAG)VH)

e VH e Uextra campo esterno gradiente necessario per avere il profilo dato p come
soluzione della PDE di bilancio sopra scritta:

. S . .
O:p = div[5 D(p)grad p — x(p)(E + VH)].

Zio,r)(p) ha in significato fisico di lavoro fatto dal campo VH per portare la densita
del sistema pari a p.
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Equazione di Hamilton-Jacobi

Consideriamo la seguente situazione fisica: il sistema a t = —oo € descritto dal
profilo di densita p(u) che e soluzione stazionaria di (7.3). Come visto sopra, le
soluzioni di p(u) sono le densita che hanno probabilita massima di essere osservate nel
senso della teoria delle grandi deviazioni, ma altri profili di densita sono osservabili.
Supponiamo quindi che il sistema descritto da p a t = —oo si trovi a t = 0 descritto
dal profilo di densita p. Vogliamo determinare la traiettoria pitt probabile seguita
dal sistema nella creazione di questa fluttuazione. Sulla base di (7.4) ¢ ragionevole
pensare che essa rende minimo Z|_, o tra tutte le traiettorie producibili con un
extra campo V H opportuno e che rispettano le ’condizioni al bordo’

peCB < p=p a t=-—o0, p=p a t=0.

Rimane quindi definito un funzionale V' (p) dello stato finale a ¢ = 0 che pesa il
lavoro minimo necessario per creare la fluttuazione di densita

V(p) = infrecB L—c0,0)(P)

GJL mostrano che V' & soluzione (non unica) di un’equazione di Hamilton-Jacobi
infinito-dimensionale
1,0V oV oV 1

3¢ 5 ,x(p)V%> + <V577 V- [5D(p)Vp = x(p)E]) = 0.

ove le parentesi angolari indicano integrazione spaziale sul dominio A.
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Appendici

8.1 Struttura geometrica soggiacente al PME

I principi variazionali, che sono alla base di molte formulazioni di teorie fisiche,
affermano che ’evoluzione del sistema (nella dinamica) o la configurazione di equi-
librio del sistema (nella statica) hanno la proprieta di rendere estremale una certa
funzione definita sull’insieme delle possibili evoluzioni / configurazioni del sistema.
In questo Capitolo vediamo come i principi variazionali abbiano una struttura ge-
ometrica comune ad essi soggiacente e che quindi & possibile ritrovare ogni volta
che si adotti una formulazione della teoria a partire da un principio variazionale. Il
principio della Massima Entropia ricade quindi all’interno delle teorie della statica a
formulazione variazionale. La nozione chiave per descrivere la struttura geometrica
¢ quella di funzione generatrice o famiglia generatrice (o di Morse) di sottovarieta
Lagrangiane. Tale nozione, che appare gia nei lavori di Lie, Jacobi e nel trattato
di Meccanica di Whittaker, si colloca quindi all’interno della geometria simplettica,
della quale diamo un brevissimo cenno.

8.1.1 Funzioni generatrici di sottovarieta Lagrangiane.

Sia M una varieta liscia di dimensione pari e w una due—forma chiusa e non degenere.
La coppia (M, w) definisce una varieta simplettica. Una sottovarieta S C M tale che
2dim S = dim M e che wjg = 0 & detta sottovarieta Lagrangiana di M.

Per esempio, data una varieta @, il suo fibrato cotangente T*(@) equipaggiato con
la due—forma canonica w = dp A dgq, dove (q,p) & una carta locale di T*Q, & una
varieta simplettica. Data una funzione G : Q — R, il suo grafico

Ag = graph (dG) ={(¢q,dG(q)) : q € Q} CT7Q

definisce una sottovarieta Lagrangiana di 77Q). Infatti: dimAg = dimQ e w;g =
dG N dg per cui dw;g = 0. Nel caso del grafico di un differenziale la sottovarieta
lagrangiana ¢ trasversale alle fibre di : T*(Q) — @Q poiche 7, ¢ un diffeomorfismo.

Esempio. Per illustrare le nozioni sopra introdotte consideriamo il caso sem-
plice, ma molto istruttivo ¢ = R. Allora il suo fibrato cotangente T*(@) coincide con
il piano R? riferito alle coordinate (g, p). Per comprendere la struttura simplettica
associata dobbiamo pensare a R? = T*(Q come ad una varietd; il suo spazio tangente
nel punto (g,p) € R? (le coordinate nel piano) & dato dall'insieme dei vettori del pi-
ano di componenti (¢, p) che pensiamo applicati in (g,p) € R? e quindi coincide con
il piano R? stesso ad ogni punto (¢,p) € R%. L’azione della due-forma simplettica
w(q,p) = dp A dq sulle coppie a = (¢,p), b = (¢,p') di vettori tangenti in (g, p) € R?
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o’

w(q,p)(a,b) = (dp Adg)(a,b) = (', @) — (B, q') =14 — (B, ¢

ove con ( , ) abbiamo denotato ’azione delle uno—forme sui vettori. Se immergiamo
R? in R? e introduciamo i vettori @ = (¢, p,0), b = (¢’,1’,0) e e3 = (0,0, 1) allora si
ha che

w(gq,p)(a,b) =a xb-es

e quindi il valore della due forma simplettica sulla coppia di vettori tangenti a e b
coincide con il valore dell’area (con segno, perche w(q,p)(a,b) = —w(q,p)(b,a)) del
parallelogramma formato dai vettori associati a, b.

Sottovarieta Lagrangiane. E’ facile vedere che ogni curva £ del piano (sotto-
varietd di R? uno-dimensionale) definisce una sottovarieta Lagrangiana poiche il
suo spazio tangente T'L in un suo punto & la retta tangente alla curva nel punto
stesso e quindi ogni coppia di vettori (necessariamente paralleli!) di esso definisce
un parallelogramma di area nulla. Quindi wj; =0 e £ & Lagrangiana. I punti dove
la tangente alla curva e verticale sono i punti ove £ non & trasversale alle fibre di
7:R? - R, 7(q,p) = q e il loro insieme costituisce la caustica associata a L.

8.1.2 Famiglie generatrici di sottovarieta Lagrangiane

Consideriamo ora una famiglia liscia G di funzioni su @) dipendenti da k parametri
reali (da qui appunto il nome di 'famiglia’)

G:QxU—R, UCcCRF
alla quale resta associata la fibrazione triviale 7 : QQ x U — . Indichiamo con
E={(g.u) €Q x U :Gu(g,u) =0} (8.1)

Iinsieme critico di G, ovvero I'insieme dei punti critici della derivata di G rispetto
alla direzione di fibra (qui G, denota la derivata parziale di G rispetto a ).

La famiglia di funzioni G si dice famiglia generatrice (o di Morse) se 0 ¢ valore
regolare di G, ovvero se dG, € suriettiva (ha rango massimo su &):

rk [dGu] —rk [Guq Gw} — maz = dim U = k. (8.2)

e

In tal caso £ e una sottovarieta regolare di () x U di dimensione pari a dim Q.
L’utilizzo delle famiglie generatrici in Fisica e in Meccanica Analitica ¢ motivato

dal seguente importante risultato (vedi [Weinstein, [?] Lect. 6])

le

Proposizione 8.1.1 Sia G famiglia generatrice. Allora

A= {((L GQ(Qa U)) S T*Q : (Q7u) € 8}
é una sottovarieta Lagrangiana di T*(Q),generata da G.

Dimostrazione. Introduciamo la mappa
i:£CQxU—-TQ, i(g,u)=(qG4lq )
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per cui risulta A = i(€). Dico che poiche dG,, & suriettiva su &, i & iniettiva. Allora
A & una sottovarieta immersa di 7*Q di dimensione pari a dim& = dim(@. Inoltre
mostreremo che *w = wpy = 0, quindi la sottovarieta A & Lagrangiana. Mostriamo
che T : ker dG,, — T(T*Q) ¢ iniettiva. In componenti, per ogni (¢, u) € £ si ha

Tz'(q,u)( : > = ( quqiaquu ) - < ; >

e T ¢ iniettiva se e solo se ker T'i = {0} ovvero se, posto e = (q,u)
Ti(e)e =0 e dGu(e)ée=0 = é=0.
In componenti si ha
q 0 .
. . 0
Gagi+Gqute | =1 0 ;s<g>:<0>.
Gugq + Guutt 0

Si vede immediatamente che il sistema precedente € equivalente a

(G )(i)=(0) =0

Ma la mappa lineare appana introdotta ¢ iniettiva poiche la sua matrice trasposta
coincide con la matrice associata a dG,,, che e suriettiva. Quindi A & sottovarieta di
T*@Q. Per la commutativita delle operazioni di differenziazione esterna e di pull-back
possiamo scrivere

iww = 1,df = d(i,0), ove 6= pdg.
Calcoliamo 65 = i.6. Per definizione,
(0a, €) = (ix0, €) = (0(i(e)), Ti(e)é) = (Gy(e)dq, Ti(e)é) = Gy(e)dg
Pertanto, la uno—forma canonica ristretta alla sottovarieta A ¢
Or = Gyle)dq = Gy(e)dg + Gy(e)du = dG(q, u) (8.3)
dal momento che, se e € £, Gy(e) = 0. Quindi 0, coincide con un differenziale e

quindi & chiusa

0?G(q,u
= d(0A) = d(dG(q, u Z P0i0a; d q; A dg; = 0. (8.4)

O

Osservazione 1. Se la condizione sul rango (8.2) che definisce la famiglia gen-
eratrice e soddisfatta dalla sottomatrice quadrata G, ovvero

rk [dGuu] o = mar =k (8.5)

allora il teorema della funzione implicita permette di affermare che, localmente, Ee
il grafico di una funzione g : W C Q — U, u = g(q). Inoltre, ponendo G = G o g si
ha che

dG(q) = Gq(q,9(q)) + Gu(q,9(0))g4(q) = Gq(q.9(q)), per g € W. (8.6)

Questi risultati sono riassunti nella seguente
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Proposizione 8.1.2 Se vale la condizione (8.5) i parametri u possono essere local-
mente eliminati quindi, sopra W, A coincide il grafico di dG e pertanto é sottovarieta
Lagrangiana localmente trasversale alle fibre di .

Se G e famiglia generatrice, 'insieme I' C @ dei punti ¢ € @ tali che nei punti
corrispondenti sulla sottovarieta (¢,p) € A la sottovarieta stessa non & trasversale
alle fibre di 7 (ovvero cade la condizione (8.5)) ¢ detto la caustica di A ed ¢ definito
dalla condizione

'={qe@: detGuu(q,u) =0, e (q,u) € £}. (8.7)

Osservazione 2. Nel caso di una sottovarieta Lagrangiana A localmente trasversle
alle fibre di T*@), la condizione di chiusura diventa

%G (u) . 3
dg; Ndg; =0 i.e. Gii = Gy
8(11‘8Qj J J J

8.1.3 La funzione di Lagrange come famiglia generatrice

L’apparato esposto nelle sezioni precedenti ci permette di mostrare che la funzione di
Lagrange associata ad un problema di estremo vincolato ¢ una particolare famiglia
generatrice. Per vederlo ¢ sufficiente fare le identificazioni seguenti:

g=(c,v), u=(p,A), Q=FxV, U=PxY"

e considerare la fibrazione w(c,v,p,\) = (¢,v). Allora, in relazione alla famiglia
generatrice

G(e,v,p,A) =U(p) = A Fp,v) —¢) (8.8)

i) linsieme critico € in (8.1) costituisce I'insieme delle soluzioni dei problemi di
estremo vincolato per valori fissati (¢, v)

E={(c,u,p,\) e FxVxPxY*: G,=0, G,=0}. (8.9)
ii) la condizione che G sia una famiglia generatrice si legge

q= (C,’U), u:(p7)\)

0 (N Fw) G —Fp
rk [un Guu] =rk =k+n
3 _ T
I, F, F, 0 E

ove Iy & la matrice identita in in R¥ and G, € Sym(n) & la matrice Hessiana di G
rispetto alle variabili p

Gpp = Upp(p) = (A, Fpp(p, v)). (8.10)

iii) la sottovarieta Lagrangiana Ag C F x V x Y* x V* generata dalla famiglia G &,
vedi Prop. 8.1.1,

A ={(c,v,G.,Gy) = (c,u, A\, —(\, Fy(p,v)) = (c,v,p,\) € E} (8.11)
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e viene ad essere quindi l'oggetto geometrico naturale legato al considerare una
famiglia di problemi di estremo nei quali variano i parametri e i valori dei vincoli;
iv) la condizione locale per I'eliminazione di tutti i parametri ¢

G —Fp
=rk =max =k + n. (8.12)
-FE 0

rk Guu|5

E
v) La uno-forma canonica ristretta alla sottovarieta A in (8.3) &
Or = Gy(q,u)dg = Gede+ Gydv = Ade — (N, Fy(p,v))dv.

Nel caso in cui la sottovarieta sia trasversale, possiamo esprimere u = 4(q) e inoltre,
per la particolare forma della famiglia generatrice (8.8), la famiglia generatrice liber-
ata dai parametri coincide con la funzione obbiettivo U valutata nel punto di estremo,
ovvero :

G(q) = G(g,i(q)) = U(p(c,v)) = S(c,v) (8.13)
¢ la uno—forma canonica si scrive

Or = Gy(q)dg = Mc,v)de — (M(c,v), Fy(ple,v),v))dv. (8.14)

La proposizione seguente lega la trasversalita della sottovarieta Lagrangiana alle
condizioni sufficienti di massimo locale e quindi da una condizione (solo sufficiente)
di trasversalita locale. In pratica, se il punto di massimo locale ¢ deducibile dalle
condizioni sufficienti di secondo ordine , la sottovarieta Lagrangiana e trasversale.
Questa condizione sara sempre verificata se i vincoli sono al pit lineari nelle p e
U(p) ¢ funzione concava nelle p come nel caso del Principio della Massima Entropia,
vedi oltre.

Proposizione 8.1.3 Se la matrice simmetrica Gp, € Sym(n) in (8.10) é definita
(negativa o positiva) su ker F, C R™ per ogni (c,v,p,\) € &, allora la matrice
quadrata G, in (8.12) ha rango massimo e quindi tutti parametri u = (p, \) possono
essere eliminati.

Proof. We have to show that G,z = 0 implies that z = 0, where z € R¥*". Now,
setting 27 = (w,v) € RF*" we have that

_ d¢ v=20,
Now, if v = 0, the equation d¢Tw = 0 implies that w = 0 since d(* is injective (d( is
surjective by hypothesis) and we are done. As a reductio ad absurdum hypothesis,
suppose that v # 0 and d(v = 0, i.e. v € kerd(. The equation d(v = 0 implies
vTd¢T = 07'; by multiplying the second equation by v? # 0 we get

UTdCTw + 0T Gyt = 0L Gy = 0 with v #0

which is an absurdum since G, is a (positive on negative) definite matrix on

ker d¢(m). O
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8. APPENDICI

Note bibliografiche

Per la parte generale di meccanica dei continui si & seguito essenzialmente il testo
M.E. Gurtin An Introduction to Continuum Mechanics Academic Press 1981; per al-
cuni argomenti (teorema delle forze vive, tensore di Piola—Kirkhhoff, disuguaglianza
di Clausius—Duhem) si & seguito in parte il testo T. Manacorda Introduzione alla ter-
momeccanica dei continui Quaderni dell’Unione Matematica Italiana Ed. Pitagora,
Bologna 1979. Infine, una esposizione rigorosa e raffinata delle basi della Meccanica
dei Continui & contenuta negli Appunti di Istituzioni di Fisica matematica 1 di A.
Marzocchi, Universita cattolica del S. Cuore, Brescia, disponibili sulla homepage di
A. Marzocchi.

Per il cenno del secondo principio della termodinamica si ¢ seguito ’articolo E.T.
Jaynes The evolution of Carnots’s Principle (vedi http://bayes.wustl.edu/), mentre
Per la parte sul PME si sono utilizzati gli scritti di E.T. Jaynes, per esempio ’articolo
(vedi http://bayes.wustl.edu/) E.T.Jaynes Information Theory and Statistical Me-
chanics I, Physical Review 106 (1957), p.620-630, contenuto nel bel volume E.T.
Jaynes Papers on Probability, Statistics and Statistical Physics, Kluwer, e inoltre il
testo classico di E. Schrédinger Termodinamica Statistica.

Le considerazioni sull’uso dell’entropia nello studio delle P.D.E. sono tratte da L.C.
Evans Entropy and Partial Differential Equations disponibile sulla home page di
L.C. Evans.

Nota. Queste dispense sono ancora in una forma provvisoria, che deve essere
sperimentata a lezione. Probabilmente, non tutto quanto in esse € contenuto verra
presentato, mentre sicuramente alcune parti potranno essere ulteriormente appro-
fondite, a seconda dell’interesse degli studenti. Ringrazio fin d’ora quanti vorranno
segnalarmi errori e incongruenze in quanto scritto.

M.F.
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