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1 Cinematica

Sia dato un sistema di riferimento inerziale (O, e¢;), i = 1,2,3 e consideriamo un sistema
di punti materiali (sistema particellare) S = {(OFP;,m;)}, i = 1,...,n, ove m; > 0 ¢ la
massa del punto P; e OPF; il raggio vettore dall’origine. Cominciamo introducendo alcune
definizioni elementari. 11 baricentro di S e il vettore

Simi m .

Una conseguenza immediata della definizione di baricentro ¢ che

d
mug = mE meZ =

oG =

ove P indica la quantita di moto di S. Definito il baricentro G, ha senso introdurre il
sistema (non inerziale) (G,e;) con origine coincidente con G ed assi sempre paralleli a
quelli di (O, e;), per cui si ha (formula di composizione delle velocita)

W™ = 0, (™) = va, v; = UZ(T) + vzm =g + UZ(T).
Si dimostrano facilmente le seguenti relazioni

> miGP; =Y mi(OP; — OG) = mOG — mOG = 0

da cui, derivando rispetto a t,

dt Z m;GP; = Z m;v, = pm,

Inoltre si ha per ’energia cinetica

2
2T = Zmﬂ/zz = Zmz(vl(f‘) + UG)2 — ZmZ(UZ(T) + mvé 4+ QUG . P(r)’



da cui segue il Teorema di Konig

1
Ts = §mvé +7),

Sia A un punto (fisso o mobile) nel riferimento inerziale; il momento angolare o momento
della quantita di moto di S rispetto al polo A &

My = ZAP, N ;v
i
usando la formula di variazione del momento di un sistema di vettori applicati al variare

del polo si ha subito
My =AG AP+ Mg

ed essendo inoltre

Mg = Z GP;, AN mjv; = Z GP; N m,;(vy) + Ug) = Z GP; A mivy) = Mg)

si ha ’analogo del Teorema di Konig per il momento angolare

My=AGAP+ MY,

2 Cinematica dei sistemi particellari rigidi

Sia ora & sistema rigido e denotiamo con w la velocita angolare assoluta di S. Mostriamo
preliminarmente che:

Proposizione 2.1 Se S ¢ rigido, allora G ¢ solidale a S, ovvero
vg = v; +w A BG, Vi=1,...,n.

Infatti, fissato j € {1,...,n},
mug = Zmivi = Zmi(vj +w A PjP;) = mvuj +w A ZminPi,

ed essendo PjP; = GP; — GPj, si ha

mug = mvj +w A Zmi(GPi — GPj) = m(vj + w A P;G).



Ne segue che il sistema &' = SU {(OG,0)} ¢ ancora un sistema rigido e in (G, e;) il
moto di &' ha un punto fisso G. Inoltre, da w(™ = 0, usando la formula di composizione
delle velocita angolari nei moti rigidi si ha che

w=w™ 4+ =),

Per un generico sistema rigido con un punto fisso A, il momento angolare e I’energia cinetica
ammettono I'espressione seguente (si usa la formula del doppio prodotto vettore)

My = ZAPz/\mzvz = Zm,LAPl/\ (w/\APl) =
= Y mi(AP}w — (AP, -w)AP) =Y mi(AP!1— AP, ® AP))w = Izw

ove a ® b € M(n) indica la matrice prodotto tensore dei due vettori a,b € R"

(a@b)u:=a(b-u) Vu € R"

In =) _ mi(API— Ap; ® AP;) € M(n)

e il tensore d’inerzia del sistema (rigido) di punti materiali. Si tratta di un oggetto che
dipende dalla sola geometria della distribuzione delle masse del sistema rigido.

Prima di studiare le proprieta del tensore d’inerzia, ricaviamo ’espressione dell’energia
cinetica per un generico sistema rigido con un punto fisso

2Ts = me?:zmi(W/\APiVsziW/\Apii'W/\Apii:
@ i

Nel caso particolare di G punto fisso nel sistema del baricentro e w(") velocita angolare del
sistema rispetto al riferimento del baricentro, otteniamo ’analogo delle formule di Konig
per un sistema rigido

1 1
Ts = imv% + Sw" Iqw, (1)
My = AGAP+ Igw. (2)

2.0.1 Proprieta del tensore d’inerzia

1) I4 & operatore simmetrico (e quindi diagonalizzabile). Rispetto alla base (O, ¢;) si
ha infatti

(IA)ij = €5 - IAej = ka(Aszel c €5 — APk . elAPk . 6]') = (IA)ji
k



2) Sia w = |w|u, ove u= vers w. Allora

2 2

1 w w
T—§w‘IAw—7u-IAu—7Iu (3)

ove

i 7

¢ il momento d’inerzia del sistema rispetto alla retta per A e parallela al versore u.
Esso coincide con la somma delle masse per le distanze al quadrato dei punti P; dalla
retta per A. Come si vede subito, I,, non varia se si considera un altro punto A’ sulla
retta definita da (A4,u). Dalla (3) si deduce che I4, simmetrico ¢ definito positivo
ovVVero

w-Tqw>0, w-Iiw=0 <w=|wu=0,

tranne che nel caso in cui esista u* tale che I; = 0. In tal caso i punti di § sono
disposti tutti lungo una retta parallela a u* e S & solido degenere (asta).

Formula di variazione del momento d’inerzia (Teorema di Huygens—Steiner). Con-
sideriamo le rette parallele al versore u per i punti A e G, baricentro di S; non ¢
restrittivo supporre che sia d = |AG| la distanza tra le rette. Allora (vedi figura)

P

Y = Zmi(u NAP)? = Zmi[(u NAG) + (uAGP) =

= > mil(unAG)’ + (uAGP)? +2(uh AG) - (u A GP,)),

da cui
I = md? + 1@

Esercizio. Mostrare che la relazione precedente & un caso particolare della formula

Ip =1+ 0G ® OG.



4) Momenti principali d’inerzia. Supponiamo per semplicita A coincidente con l'origine
del riferimento inerziale, per cui OP; = (x;,y;, ;). 1 termini sulla diagonale di Ip
sono detti momenti principali d’inerzia. Si ha ad esempio per eg

(Io)ss = es-loes =1 => mi(OP Nes)® =
i
= > mi(OP} — (OP;-e3)’) = > mya] + i + 27 — 27) = > _mi(a] + 7).
I termini extra—diagonali sono detti momenti deviatori

(Io)2s = e2 - Ioes = Y _ mi(—yizi)

1

5) Solidi piani (lamine). Sia e perpendicolare al piano che contiene il sistema. Allora
zi=0perognit=1,...ne€

e si ha
59 =19 + 119



