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Esercizio A. Una particella di massam e vincolata in modo liscio ad una retta (usiamo la
coordinata Lagrangianag). La particellae soggetta ad un campo di forze posizionali

F(q)=2ge @

a. Scrivere la Lagrangiana, le equazioni di Lagrange, e disegre il ritratto in fase del sistema.

b. Introducendo v = q riscrivere le equazioni di Lagrange come un sistema del pritordine in
forma normale (= ::, v.= ).

c. Linearizzare il campo vettoriale appena scritto all'unico punto di equilibrio e dire see stabile o
no.

d. Se il punto materiale transita per l'origine con velocia v = 1, arriva all'in nito ? Se si, quanto

tempo impiega a fuggire?

Esercizio B. Un'asta omogenea
OP di lunghezza ® e di massa
m e attaccata all'origine di un
sistema di riferimento Oxy, con
y verticale ascendente (agisce Q
quindi la gravit). All'estremia
libera dell'asta (nel punto P)e
attaccata una molla di costante C
elastica k il cui altro capoe at-

taccato ad un punto Q di una

ruota omogenea di massaM , di =
raggio ', e di centroC = (2 ; 0).
Ricordiamo che il momento di

inerzia di una ruota rispetto al

centroe M2 mentre quello di

un‘asta rispetto ad un suo es-
tremoe m"2=3,

Scegliendo come coordinate Lagrangian#, angolo formato dal semiasse positivo dellex con
l'asta OP e valutato in senso antiorario, e' , angolo formato dal semiasse positivo dellex con il
segmentoCQ e valutato in senso antiorario (vedi gura),

a. determinare il valore di k a ncte la con gurazione # = g , = % sia di equilibrio.

b. Per quel particolare valore dik discutere la stabilia dell'equilibrio di cui al punto a.

c. Per quel particolare valore di k, determinare le frequenze idpiccole oscillazioni attorno all'equilibrio
in questione.
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Consegnare le risposte alle parti A e B su fogli separati.

Scrivere nome e cognomeén stampatello  su ogni foglio consegnato.

Leggere con attenzione il testo e rispondere solo alle domde fatte. Non divagare.
Consegnare solo la bella. Cancellare in modo chiaro ogni pez che non deve essere valutato.

Sulla bella ripondere agli esercizi/domande in ordine ed idicare con chiarezza quelli non
svolti.




SOLUZIONI

Esercizio 1

2

a. Il potenziale associato a questa forzae/ = e @ la Lagrangianae quindi L(q;q) = %mq? e 9,
Le equazioni di Lagrange sonane 2qge @ =0,

Per disegnare il ritratto in fase si considera il potenzialedel sistema e si usa la tecnica spiegata
in classe e nelle note. il ritratto in fasee
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b. Le equazioni di Lagrange si riscrivono come = v, v.= 2qe 9
c. Ceé un unico equilibrio chee I‘origineqla linearizzazione del campo vettoriale Xy nell'origine

eY= 2 (1) che ha come autovalori % L'equilibrioe quindi una sella, chee un equilibrio
m

instabile.

d. La traiettoria \a all'in nito, per calcolare il tempo di pe rcorrenza si usa la f&rmula dei periodi.
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La conservazgne dell'energia per la particolare traiettoia scelta porgeq = 1+ = Ze @,

. T 1
Quindi T; = ' dt= dq

La funzione integranda none in nitesima all'in nito, inf atti tende a 1, quindi l'integrale diverge
ed il tempo impiegatoe in nito.

Esercizio 2

a. Le posizioni dei punti rilevanti per il sistema sono OG = %(cos#; sin#) (G e il baricentro
dell'asta), OP = “(cos#; sin#), OQ = (2+cos'; sin'). Il potenziale associato al sistemae

V(#' )= Vg + Vipo =
= mggsin#+ 5 (27 + " cos cos#)?+("sin' " sin#)?
= mg sin# k'2( 2cos +2cos#+cos(# '))
Per rispondere alla domanda si deve calcolare il gradienteid/, chee

T cos#+ K (2sin #+sin( # ')

rv#' )= k' (2sin ' +sin( # ')

Veri chiamo che valore deve averek percte il gradiente sia nullo in (g X % ). La seconda riga
p%rge Zsin(% ) + sin( % ) =2( %) +1 =0 (sempre vera), la prima riga invece porge la relazione

3k'2+ k'2+ 97 che porgek = Rp%m—l)"
b. Per studiare la stabilia si controlla I'Hessiana del potenziale V.
_ 1Y 4k cos( ) 2k cos( ')+ gmsin( )) k'2cos( ')
HessV = ’ kK2cos( ') 14k cos(') 2k cos( ')
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Calcolato nell'equilibrio si ha cheHessV(3; I )= mg> *C° %, . Quindi l'equilibrioe

i°3 1)

stabile dal momento che tutti i numeri nella diagonale sono sitivi vi;Vs.
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c. La matrice Hessiana diV e diagonale, la matrice cinetica del sistemaeA = ™ 0‘3 M‘?Z , che

e pure diagonale con entratgﬁl; as. Laptrattazione delle piccole oscillazionie triviale e porge due
modi normali con frequenze vi=a; e Vo=a&.




