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settembre 2010

Attenzione: Questo testo va riconsegnato, con cognome e nome
sopra scritto, assieme ad un unico altro foglio (protocollo a 4 facciate)
su cui & svolto il compito, anch’esso con cognome e nome.

e [llustrare nel dettaglio il metodo di soluzione dell’equazione di Hamilton-

Jacobi nel caso di Hamiltoniana separabile

H(p,q) = f(Hi(p1,q1),- - Hn(Pny qn)).-

e Determinare il moto del sistema di Hamiltoniana
2
H(p17p27Q17q2) = p%e—!h + ?27 DomH = (R2 - {(070)}) X R2

per fissate condizioni iniziali pg, go mediante integrazione della equazione di H-J
associata.



Soluzione.
Metodo di integrazione dell’equazione di Hamilton-Jacobi per hamiltoniane
separabili, ovvero

0H;
Op;

H(p,q) = f(Hi(p1,q1),-- s Ho(Pn, an)), (pisqi) #0, Vi

Osserviamo preliminarmente che ogni funzione H;(p;,¢;) € un integrale primo
del moto. Infatti

- ZaH OH  OH: 0H,
Oq 3]% Opr - Oqx

- ZaHlﬁaH OH; Of OH,
dqr, Dax Opr  Opx, Oay, Oqr

Scegliamo una funzione generatice del tipo

S(Qvi)v t) = _f(ﬁlv cee ;ﬁn)t + ZWZ(qlai)z)

%

L’equazione di Hamilton-Jacobi associata

oS oS
H(q, —— 94 )+ 5 =0
si scrive oW oW
1 n o ~ ~
f(Hl(Qh aQ1 )7---7Hn(Qnyw))—f(pla-”apn)

ed & soddisfatta se e solo se le W; risolvono le n equazioni di H — J separate

ow; _ N .
Hi(QMWZZ(QMp’L)):p“ Zzla"'an;

per lipotesi 0H;/0p; # 0, le n equazioni ammettono forma normale

an B R qi ~
9 ©(qi, Pi)s Wi(gi, pi) =/ (A, pi)dA.

Controlliamo che S sia un integrale completo di H — J ovvero

2
Tk(ﬁ?z({i)z) =max =n
Si ha facilmente
oS o ow o 625 o &pZ — Dia [8(,01]
dq;  0q; o dq;0p;  Opi g i~

Ma essendo



si ha che (0H;/0p; # 0)

OH; Op;  Op; i ~
— = — =1, = — 0 Vi
Op; Op;  Op; D a

e quindi il rango € massimo.
Esercizio. L’hamiltoniana ¢ separabile con
2 — 2
Hy=pie”®, Hy;=p3/2, f[lar,a2) =a1+az

e la condizione 0H;/dp; ¢ soddisfatta nel dominio dato. Introduco la funzione
generatrice

S(q,p,t) = —(P1 + p2)t + Wi(q1,p1) + Wal(qz, p2)

e le equazioni di H-J associate

Si ha quindi facilmente

S(q,p,t) = —(P1 + P2)t = /Pre? £ \/2P2¢2

la trasformazione canonica si scrive

oS oW =
= —_—— = i eql
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oS  O0W, —

b2 P s D2
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