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Avvertenza: Questo testo va riconsegnato, con cognome e nome
sopra scritto, assieme al foglio (protocollo a 4 facciate) su cui è svolto

il compito, anch’esso con cognome e nome e con il numero 3 messo
in evidenza.

1• Siano
Rn → Rn Rn → Rn

x 7→ X(x) = Ax x 7→ Y (x) = Bx

due campi vettoriali lineari. Usando proprietà della matrice esponenziale, di-
mostrare in dettaglio che se AB = BA, allora i flussi relativi alle due associate
equazioni differenziali commutano:

φt
X ◦ φs

Y (x) = φs
Y ◦ φt

X(x), ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn

2• Come si generalizza e si estende questo risultato al caso di generali campi
vettoriali X(x) e Y (x) non lineari? Solo enunciati.

3• Supponiamo ora che i campi vettoriali X(x) e Y (x) siano Hamiltoniani:
X(x) = E∇f(x) e Y (x) = E∇g(x). Affinché i loro flussi commutino è vero che
condizione nec. & suff. è che la parentesi di Poisson {f, g} = costante ? oppure
deve essere che {f, g} = 0? Giustificare la risposta.
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Soluzione:
1• La proprietà sulle matrici richiesta è:

AB = BA ⇒ eAeB = eA+B

da cui, dato che banalmente A + B = B + A,

eAeB = eAeB

Se ora invece di A e B consideriamo At e Bs, allora tutto ancora funziona:

AB = BA ⇒ AtBs = BsAt, eAteBs = eBseAt

dunque, i flussi di X e Y commutano, ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn,(
Φt

X ◦ Φs
Y − Φs

Y ◦ Φt
X

)
(x) = eAteBsx− eBseAtx = 0

2• Nel caso X e Y non lineari vale il teorema: i flussi commutano sse le parentesi
di Lie sono nulle: [X, Y ] = 0.

3• Vale l’anti-morfismo d’algebra:

E∇x{f, g} = −[E∇xf, E∇xg].

pertanto le parentesi di Lie sono nulle sse ∇x{f, g} = 0, (det E 6= 0) equivalen-
temente:

{f, g} = cost.
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