Padova, 4 novembre 2005

Soluzione Prima Prova Parziale di Algebra
Compito B

Esercizio 1

a) Si ha p = (19)(25347) e o = (192)(3547).

L’ ordine di una permutazione ¢ il minimo comune multiplo delle lunghezze dei
suoi cicli disgiunti. Quindi I’ ordine di p € 10 e I’ ordine di o ¢ 12.

Ogni ciclo di lunghezza [ ¢ prodotto di I — 1 scambi. Quindi sgn(p) = —1 e
sgn(o) = —1 in quanto p e ¢ sono prodotto di 5 scambi.

b) A & evidentemente non vuoto (contiene I'identita). Siano «, 5 € A. Allora
a(i) > 5 e B(i) > 5 per ogni i > 5. Pertanto anche 371(i) > 5 per ogni i > 5 e
dunque o3~ € A. Cioe A & sottogruppo di .

c) Ap e Ao coincidono se e solo se po~! € A. Ora o=! = (129)(3745) e
po~t = (15432). Percid po~t & A.

d) Sia 7 € ¥9. Non puo essere 7(i) < 5 per ogni ¢ > 5, quindi esiste j > 5
tale che 7(j) > 5. Sia ora 7 ¢ A. Allora esiste ¢ > 5 tale che 7(i) < 5. Sia
o =T7ar~l. Sihao(r(j)) = Ta(j). Sia a € A tale che a(j) = i (per esempio lo
scambio (ij) ), allora o(7(j)) = 7(i) e pertanto o ¢ A poiché 7(j) > 5 mentre
7(i) < 5. Si conclude che TAT™! # A.

Esercizio 2
a) A e sottoanello dell’ anello delle matrici 2 x 2 a coefficienti interi se e solo
se la differenza e il prodotto di due elementi di A & ancora un elemento di A.

I /
Siano < g lc) ), ( C(L) Ié, ) elementi di A. Allora
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b) I ¢ ideale bilatero di A se e solo se:

1. I & sottogruppo additivo di A;
2. Perogni M e AeNel, MNec€leNMEel.
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poiche a,a’ € nZ implica a — a’ € nZ.
2. Siano ( £y ) € A, ( a b ) € I. Allora
0 =z c
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poiche, se a € nZ anche ax € nZ.
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Sia ¢: A — Z/nZ definito da

a b
(;5((0 c))—a+nZ.
¢ € omomorfismo d’anelli in quanto:
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)€A|a+nZ:0+nZ}:{<O C)|a€nZ}:I.

¢) ¢ & epimorfismo, quindi dal teorema fondamentale di omomorfismo d’anelli
A/l = Z/nZ.

Se ne deduce che gli ideali di A/I sono in corrispondenza biunivoca con gli
ideali di Z/nZ, ciot con gli ideali della forma mZ/nZ dove m & un divisore di
n. Pertanto gli ideali di A/I sono della forma J/I dove J = {( 8 [2 ) €A
a € mZ}, con m divisore di n.

Esercizio 3
Si veda il libro.
Esercizio 4

a) Z[i] & dominio a ideali principali, quindi I & primo se e solo se il suo generatore
e irriducubile.

Siha 4+2i =224 = (14+4)(1 —14)(2+ i) e nessuno tra questi fattori &
invertibile, in quanto gli elementi invertibili di Z[i] sono solo quelli di norma 1,
cioe 1, —1,4, —i. Quindi 4 4 27 & riducibile.

b) Come visto sopra, 4 + 2i & un multiplo di (1 — ¢); quindi I C J. Inoltre
1 — ¢ & un elemento irriducibile. Infatti, la sua norma & 2 e quindi in ogni
fattorizzazione di 1 + ¢ almeno uno dei fattori deve avere norma 1 e quindi e
invertibile. Percio’ J ¢ ideale primo e in un dominio a ideali principali un ideale
primo non nullo & massimale.

¢)Siha 144 =14(1—14). Quindi 1+¢ e 1 —1 sono associati e pertanto generano
lo stesso ideale.



