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Sia (Ω,F ,P) uno spazio di probabilità completo, (Ft)t≥0 una filtrazione in
F che soddisfi alle ipotesi standard.

Esercizio 1. Sia (X(t))t≥0 una (Ft)-martingala con X(0) = 0 e traiettorie
continue. Per c ∈ R poniamo τc

.
= inf{t ≥ 0 : X(t) = c}. Siano a, b > 0 costanti

e τ .
= τ−a ∧ τb; τ coincide con il tempo di prima uscita di X dall’intervallo

(−a, b).

a) Si verifichi che τ−a, τb, τ sono tempi d’arresto rispetto a (Ft).

b) Supponiamo che X sia tale che P (τ <∞) = 1. Si calcolino le probabilità
P (X(τ) = −a) e P (X(τ) = b).

c) Supponiamo ora che X sia un moto browniano standard. Si calcoli il valor
atteso E [τ ]. [Sugg.: In questo caso (X2(t)− t)t≥0 è una martingala.]

Esercizio 2. Sia (ξk)k∈N una successione di variabili aleatorie reali identica-
mente distribuite e di quadrato integrabili. Supponiamo che, per ogni k ∈ N,
ξk sia Fk misurabile ed indipendente da Fk−1. Sia S0 una variabile aleatoria
reale di quadrato integrabile e F0-misurabile. Definiamo la passeggiata aleatoria
(Sn)n∈N0 attraverso Sn

.
= S0 +

∑n
k=1 ξk, n ∈ N.

a) In quale ipotesi sulla distribuzione comune delle ξk abbiamo che (Sn)n∈N0 è
una sub- oppure una supermartingala rispetto alla filtrazione (Fn)n∈N0

?

b) Sia (S(t))t≥0 il processo che risulta dall’interpolazione lineare a tratti di
(Sn)n∈N0

. Supponiamo che (Sn)n∈N0
sia una submartingala rispetto a (Fn)n∈N0

.
Vale allora la proprietà di submartingala anche per (S(t))t≥0 rispetto alla
filtrazione (Ft)t≥0?

c) Supponiamo di avere S0 ≡ 0 e E [ξk] = 0. Per (un)n∈N0
un processo reale

(a tempo discreto) adattato a (Fn)n∈N0
e di quadrato integrabile poniamo

(u · S)0
.
= 0 e

(u · S)n
.
=

n∑
k=1

uk−1 (Sk − Sk−1) , n ∈ N.

Si dimostri che ((u · S)n)n∈N0
è una (Fn)-martingala e si calcoli E

[
(u · S)2n

]
per n ∈ N.
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Esercizio 3. Sia (X(t))t≥0 una martingala continua e di quadrato integrabile
rispetto a (Ft). Indichiamo con 〈X〉 la variazione quadratica di X. Sia u un
processo (Ft)-progressivamente misurabile e tale che

u(t, ω) =

∞∑
i=1

ξi(ω)
.
= 1(ti−1,ti](t), (t, ω) ∈ [0,∞)× Ω,

per una partizione 0
.
= t0 < t1 < t2 < . . . di [0,∞) (cioè tn ↗ ∞ per n → ∞)

e variabili aleatorie reali ξ1, ξ2, . . . tali che, per ogni i ∈ N, ξi è limitata e
misurabile rispetto a Fti−1 . L’integrale di Itô per un tale processo u rispetto a
X fino al tempo t ≥ 0 è dato da

It(u)(ω)
.
=

n∑
i=1

ξi(ω) · (X(ti ∧ t, ω)−X(ti−1 ∧ t, ω)) , ω ∈ Ω.

a) Si dimostri che il processo (It(u))t≥0 è una martingala continua e di quadrato
integrabile rispetto a (Ft).

b) Si calcoli la variazione quadratica di (It(u)) in termini della variazione quadrat-
ica di X.

Esercizio 4. Sia (X(t))t≥0 una submartingala rispetto a (Ft) con traiettorie
continue a destra. Sia T > 0.

a) Si dimostri che per ogni x > 0, ogni p ≥ 1

P

(
sup
t∈[0,T ]

X(t) > x

)
≤ 1

xp
E [(X(T ) ∨ 0)

p
] ≤ 1

xp
E [|X(T )|p] .

b) Si dimostri che per ogni x > 0

P

(
sup
t∈[0,T ]

X(t) > x

)
≤ inf
λ>0

e−λxE
[
eλX(T )

]
.

c) Supponiamo ora che X = W conW un moto browniano (uno-dimensionale).
Si dimostri che per ogni x > 0

P

(
sup
t∈[0,T ]

W (t) > x

)
≤ exp

(
− x

2

2T

)
.

Esercizio 5. Sia (X(t))t≥0 una submartingala rispetto a (Ft) con traiettorie
continue a destra. Siano σ, τ tempi d’arresto rispetto a (Ft).

a) Supponiamo che σ ≤ τ . Si dimostri che allora per ogni t ≥ 0

E [X(τ ∧ t)|Fσ] ≥ X(σ ∧ t) P-q.c.

[Sugg.: sappiamo che (X((τ ∧ t))t≥0 è una (Ft)-submartingala; approssimare
σ con tempi d’arresto discreti.]
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b) Supponiamo ora che τ sia limitato (cioè τ ≤ T per un tempo deterministico
T > 0). Poniamo X̃(t)

.
= X(τ + t) − X(τ), F̃t

.
= Fτ+t, t ≥ 0. Si dimostri

che X̃ è una submartingala rispetto a (F̃t).

Esercizio 6. Sia (Y (t))t≥0 una martingala (oppure sub- oppure supermartin-
gala) rispetto a (Ft). Sia X una modificazione di Y . Si dimostri che allora
anche X è una martingala (oppure sub-/supermartingala) rispetto a (Ft).

Esercizio 7. Sia (W (t))t≥0 un moto browniano uno-dimensionale definito su
(Ω,F ,P), sia (FWt )t≥0 la filtrazione naturale diW . Sia N il sistema degli eventi
P-trascurabili. Poniamo F̃t

.
= FWt ∨N , t ≥ 0. Si dimostri che la filtrazione (F̃t)

soddisfa alle ipotesi standard e che W è un moto browniano rispetto a (F̃t).

Esercizio 8. Sia (Xn)n∈N0
un processo a valori in R integrabile e adattato alla

filtrazione (Fn)n∈N0 .

a) Si dimostri che
Xn = Mn +An, n ∈ N0,

per una (Fn)-martingalaM e un processo A con A0 = 0 e predicibile rispetto
a (Fn).

b) Si verifichi che la scomposizione di X data sopra è univoca.

c) Potrebbe aver senso un’affermazione analoga per processi integrabili adattati
a tempo continuo e con traiettorie continue?
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