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15 gennaio 2015

Sia (2, F,P) uno spazio di probabilitd completo con (F;);>o una filtrazione
in F che soddisfa le ipotesi standard e W un moto browniano d-dimensionale
rispetto a (F)>o0.

Esercizio 1. Sia £ € L?(Q, Fo, P;R"), e sia T > 0. Siano b: [0,7] x R* — R",
o:[0,T] x R® — R"*? funzioni misurabili tali che valgano unicita traiettoriale
ed esistenza di soluzioni forti per 'EDS

(1) AX(t) = b(t, X (1)) dt + o (t, X(£))dW (), te[0,T].

Sia X la soluzione forte dell’EDS (1) con condizione iniziale X (0) = £. Sia u un
processo a valori in R limitato e progressivamente misurabile rispetto a (F).
Si dimostri che allora esiste una soluzione Y del’EDS

dY (t) = b(t, Y () dt + o (t, Y (t) u(t)dt + o (t, Y (t)) dW (t), te][0,T],

con condizione iniziale Y (0) = £ e W un (altro) moto browniano d-dimensionale.
[Sugg.: Teorema di Girsanov.|

Esercizio 2. Sia z € R%. Siano b: R? — R%, ¢: R? — R¥*? funzioni continue
e limitate tali che 'EDS

dX(t) = b(X () dt + o (X()dW(t), t>0,

possegga una soluzione forte con condizione iniziale X(0) = x. Per i,j €
{1,...,d} si calcolino i limiti
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Esercizio 3. Sia D C R? un aperto limitato e connesso. Siano ¢: 0D — R,
1 : D — R funzioni continue e limitate. Supponiamo di avere una funzione
f:cl(D) — R continua e due volte differenziabile con continuita su D tale che

{éAf(x) =—(z) sex €D,
f(x) = ¢(x) se x € 0D.
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Sia # € D. Poniamo W (t) = W(t) +z,t >0, e 7 = inf{t > 0: W(t) ¢ D}. Si
dimostri che

fz)=E {qb (W) + /OTw (W) ds} .

= tAT

[Sugg.: Si verifichi che il processo X (t) = f(W(tAT))+ [, Y(W(s))ds, t >0,

¢ una martingala uniformemente integrabile.|

Esercizio 4. Supponiamo d = 1, cioé W uno-dimensionale. Si trovi la soluzione
del’EDS
2
dX (t) =t X (t)dt + et /2dW (t)

con condizione iniziale X (0) = 1.

Esercizio 5. Supponiamo d = 1, cioé W uno-dimensionale. Per 6§ > 0 poniamo
79 = inf{t > 6 : W(t) = 0}. Definiamo il processo scalare X (?) mediante

X(G)(t w) = (W(t’w))?) se t > Tp(w),
’ 0 altrimenti.
Si verifichi che, per ogni 6 > 0, X(®) ¢ una soluzione del’EDS
dX (t) = 3(X(1)Y3dt + 3(X ())*/3dW (t), t>0,

con condizione iniziale X (0) = 0.

Esercizio 6. Supponiamo che d = 1, cioé W un moto browniano uno-dimensionale.
Si trovi la soluzione del’EDS

AX(t) = t X (t)dt + e /2dW (¢)

sull’intervallo di tempo [0, 1) con condizione iniziale X (0) = 0. Si verifichi che la
soluzione € un processo gaussiano, e si determini la sua funzione di covarianza.

Esercizio 7. Supponiamo che d = 1, cioé W un moto browniano uno-dimensionale.
Sia T > 0. Si trovino una costante ¢ € R e un processo u € H% tali che

T
cos (W(T)) = c + /O w(BdW (1) P-qe.

[Sugg.: Si verifichi che il processo X(t) = et/2cos(W(t)), t € [0,T], & una
martingala.]
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Esercizio 8. Siano b: [0,00) x R? — R?, o : [0,00) x R? — R¥* funzioni
misurabili tali che, per una costante K € (0,00) e una successione (Ljys) C
(0, 00),

(L) |b(t,x) —b(t,y)| + |lo(t,z) —o(t,y)| < Larlx —y| se |z| V|y| < M, ¢t >0,
(©) 2 (b(z), z) + trace (oo (t,2)) < K (1+ |z|*) per ogni z € R, t>0.

Si dimostri allora che 'EDS
dX(t)=b(X(#))dt+0o(X(t))dW(t), t>0,

possiede un’unica soluzione forte per una qualsiasi condizione iniziale Fy-misurabile
e di quadrato integrabile.

[Suggerimenti: localizzazione attraverso tempi d’arresto; per 1'unicita trai-
ettoriale ¢ sufficiente l'ipotesi (L) (piu il fatto che b(.,0), o(.,0) siano lim-
itate grazie alla (C)); per lesistenza, si costruisca la soluzione come limite
X delle soluzioni Xg, R > 0, dell’equazione con coefficienti troncati; per
mostrare l'esistenza di X, per tutti i tempi, si considerino i processi t —

e M1+ [XR(1)%)]
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