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IntroduzioneChe cos'�e la logica di base?Un tempo tale domanda, forse, non avrebbe neppure avuto senso, dato che la logicaera una sola: la logica classica. Ora invece, anche limitandosi al caso delle logicheestensionali non modali, sono parecchie le logiche studiate oltre alla logica classica:si �e partiti dalla logica intuizionista, all'inizio del secolo, per arrivare alla logicarilevante e alla logica lineare nelle sue varie formulazioni; inoltre si �e studiato ancheil campo delle logiche quantistiche. �E legittimo, a questo punto, chiedersi se esistauna logica che sia, per cos�� dire, il denominatore comune delle logiche estensionaligi�a esistenti.Tuttavia, per rispondere, �e opportuno formulare il problema in termini pi�u speci�ci.All'inizio, nella prima met�a del '94, lo studio della logica di base �e stato fatto cer-cando una struttura algebrica che fosse contemporaneamente pi�u debole di algebredi boole, frame, quantale e ortoreticoli. Il fatto di includere gli ortoreticoli tra lestrutture studiate ci ha portati a considerare �n dall'inizio le logiche quantistichecome punto di riferimento irrinunciabile. Ci�o ha avuto due conseguenze importanti:lo sviluppo di sistemi nuovi per lo studio delle logiche quantistiche e una analisidel signi�cato del connettivo di implicazione che non desse per scontata la validit�adel teorema di deduzione. Il risultato del lavoro algebrico iniziale �e stato espostoa Monselice, al workshop italiano di logica lineare tenuto nell'ottobre del '94, ed �econtenuto in [BS0].Siamo passati presto, verso la �ne del '94, a cercare la logica di base come \calcolodei sequenti con regole deboli", dove fossero provabili esattamente i teoremi validicontemporaneamente in tutte le strutture algebriche citate sopra. Si cercava cio�e dirispondere alla domanda: Quali sono i teoremi di base?e di rendere esplicite le propriet�a per recuperare le logiche pi�u forti a partire daquella di base. I risultati di questo lavoro sono esposti in [BS].In seguito, ra�nando via via l'idea di \regola debole", si �e passati ad a�rontare ilproblema della \miglior presentazione per il calcolo di base" con l'intento di trovarefra l'altro un sistema per l'eliminazione del taglio. Il sistema trovato, esposto in[BFS], risolve tale problema; nel contempo la formulazione delle sue regole �e tale dapermettere una risposta anche alla seguente domanda:5



Qual �e il signi�cato di base dei connettivi?Il fatto che la soluzione a un problema di eliminazione del taglio coincida con lasoluzione di tale problema semantico �e molto interessante, e ci si augura di potercontinuare a far progredire la logica di base tenendo presente, o meglio, attraverso,l'interazione dei due aspetti.In questa tesi, interpreter�o il sistema per la logica di base esposto in [BFS] dal puntodi vista del signi�cato dei connettivi. A questo scopo, mi servir�o del principio diriessione. Lo studio del principio di riessione mi �e stato suggerito da G. Sambinalla �ne del '95 ed �e stato poi inuenzato in vario modo dalle considerazioni portatedalla logica di base stessa. L'idea consiste nel concepire ogni connettivo come ilmodo di importare nel linguaggio logico formale un preesistente legame metalingui-stico fra asserzioni. Questo d�a luogo ad \equivalenze" fra coppie di giudizi, uno deiquali �e un sequente che contiene il connettivo, l'altro un sequente in cui il legamemetalinguistico viene trascritto tramite un segno che sia accettabile nel linguaggiodei sequenti. L'equivalenza fra i due sequenti viene intesa come un'equazione de�ni-toria per il connettivo, cio�e per le regole che lo caratterizzano: queste infatti vengonoricavate direttamente dall'equivalenza, tramite un metodo uniforme per tutti i con-nettivi. Nel lavoro di trascrizione da asserzioni a livello metalinguistico a sequenti,vengono de�nite implicitamente anche le regole strutturali. Infatti, i legami meta-linguistici si possono spiegare in pi�u modi tramite i sequenti. Le regole strutturali,che a livello metalinguistico fanno un tutt'uno con i legami corrispondenti ai segnie quindi ai connettivi, vengono separate dalle regole sui connettivi stessi tramite illavoro di trascrizione del metalinguaggio in sequenti: esse sono le regole che permet-tono di identi�care due diversi modi di esprimere un legame. Si ottengono cos�� leregole per i connettivi che caratterizzano la logica di base e anche le regole strut-turali che servono a trovare le logiche pi�u forti come estensioni della logica stessa,identi�cando cos�� la logica di base come \la logica dei connettivi". Tutto questo ne-cessita di un margine di approssimazione, dovuto al fatto che alcune asserzioni nonpossono essere esattamente trascritte da sequenti, ma da oggetti un po' pi�u compli-cati che chiamer�o sequenti nidi�cati, dove appaiono due segni di sequente. Poich�enon �e ancora stato sviluppato un calcolo dei sequenti nidi�cati, n�e garantisco che siapossibile ottenerlo, tutti i risultati ottenuti vengono riportati agli usuali sequenti,e viene quindi de�nito il calcolo dei sequenti B per la logica di base e le relativeestensioni. Inoltre, si speci�cano le caratteristiche salienti del calcolo B. Una �e lasimmetria, che consegue dal modo di produrre le regole del calcolo con i principidi riessione. Infatti si possono distinguere principalmente due modi di tradurre ilegami metalinguistici: uno nella logica del vero (legami che si cerca di veri�care)e uno nella logica del falso (legami che si cerca di confutare). Questo comportauna dualit�a primitiva fra i connettivi corrispondenti allo stesso legame nella logicadel vero e nella logica del falso, e la conseguente simmetria del sistema di calcolo.Un'altra caratteristica delle regole di B �e la visibilit�a, che permette di dimostrareil teorema di eliminazione dei tagli. Grazie e quest'ultimo, si derivano poi altre6



caratteristiche del calcolo B, che garantiscono fra l'altro il buon comportamentoquantistico della logica di base. Tutto questo viene trattato nel primo capitolo.Nel secondo capitolo della tesi si analizzano le logiche che sono caratterizzabili comeestensioni simmetriche del calcolo B, cio�e la logica quantistica paraconsistente, laortologica e la ortologica lineare, la logica classica e la logica classica lineare (senzaesponenziali). Nella parte iniziale del capitolo, si sottolinea come le logiche simme-triche siano quelle che si possono dotare di una modalit�a, indicata con ?, che servea tradurre la logica del falso in quella del vero e viceversa, e si comporta come unanegazione. Il vantaggio o�erto dalle logiche simmetriche, inoltre, �e la possibilit�a dieliminare i connettivi di implicazione. In sistemi privi di implicazione e dotati dinegazione primitiva ? �e facile inserire altre modalit�a, che permettono di esprimerele regole strutturali, con cui la logica di base si estende, all'interno della logica dibase stessa, come nel caso degli esponenziali di Girard in logica lineare. Si possonocos�� ottenere traduzioni delle logiche pi�u forti nella logica di base. Tutte le modalit�avengono introdotte non come connettivi, bens�� come operatori de�niti tramite va-riabili proposizionali primitive di uno speci�co tipo: in questo modo le regole che leriguardano sono esclusivamente le regole strutturali.Nel terzo capitolo vengono trattate le estensioni asimmetriche della logica di base,vale a dire quelle in cui la logica del vero �e pi�u forte o pi�u debole di quella del falso. Siviene cos�� a creare una asimmetria fra il comportamento dei connettivi per la logicadel vero e del falso. Nel caso della logica lineare intuizionista questo comporta che ilconnettivo &abbia le stesse limitazioni di comportamento dell'implicazione intuizio-nista, e quindi sia da considerare la disgiunzione moltiplicativa lineare intuizionista.Tali limitazioni di comportamento fanno s�� che, in logica lineare intuizionista, non siadimostrabile la distributivit�a di &rispetto a &, mentre invece vale la distributivit�adi 
 rispetto a �. Nel caso si aggiungano le regole strutturali di indebolimento econtrazione, per�o, entrambe le distributive sono valide, congiunzione e disgiunzioneassumono un comportamento duale e solo l'implicazione conserva strette caratteri-stiche intuizionistiche.Risulta comunque sempre pi�u evidente, sia nell'approccio di questa tesi, sia nell'ap-proccio alla logica di base con l'analisi delle dimostrazioni (cf. [FS2]), che l'argo-mento della logica di base conduce ad uno studio uni�cato delle logiche. �E dunquesenza dubbio importante poter confrontare i risultati ottenuti tramite la logica dibase con il sistema per la logica uni�cata proposto da J. Y. Girard in [Gi2] e conquello proposto da N. Belnap in [Be]. Il lavoro di ra�ronto con il sistema di Girarddeve ancora venir svolto, mentre si sono gi�a trovati riscontri con il sistema di Belnape con altri lavori pi�u speci�ci nel campo della Display Logic (cf. [Gore]). Ad essi siaccenner�a anche in questa tesi. 7



Capitolo 1Dal principio di riessione allalogica di base1.0.1 Nota introduttiva sull'interpretazione dei sequenti delcalcolo per la logica di baseIn questo capitolo si svilupper�a un calcolo dei sequenti, che indicheremo con B, icui teoremi, cio�e le formule A per cui ` A �e dimostrabile, si diranno \veri" e i cuiantiteoremi, cio�e le formule A per cui A ` �e dimostrabile, si diranno \falsi". Questonon vuol dire che le nozioni di vero e di falso che cos�� si originano coincidano con lenozioni di vero e falso classiche. Anzi, poich�e B non conterr�a le regole strutturalidi indebolimento e contrazione, il signi�cato di un sequente � ` A calcolato in B siavviciner�a molto di pi�u a quello dato in logica lineare, e cio�e \le risorse contenutein � producono A", per cui ` A signi�cher�a \A viene prodotto con risorse nulle".�E preferibile per�o non impegnarsi ora nell'interpretazione speci�ca del signi�catodi un sequente, ma piuttosto riferirsi sempre alle nozioni deboli di vero e falso cherisultano dal calcolo dei teoremi ed antiteoremi di B. Questo fatto ha un doppiovantaggio:� Non rende necessario optare ora per un'interpretazione concreta piuttosto che perun'altra, dato che ciascuna di esse potrebbe risultare in qualche modo fuorviante,per lo sviluppo di B in quanto logica a s�e, e d'altra parte �e sensato pensare cheapplicazioni speci�che richiedano interpretazioni diverse;� Permette di ottenere una dualit�a vero/falso collocata ben al di sotto della logicaclassica, salvaguardando nel contempo la nozione di verit�a intuizionistica di \verocome dimostrabile" e sottolineando come, a tale livello di base, sia possibile a�an-carla a una nozione di \falso come confutabile" di pari forza. In questo modo sivede che la risposta alla domanda\Che cos'�e la logica di base?"8



data in termini di teoria della dimostrazione, �e strettamente correlata alla ricerca diun'interpretazione semantica di base.1.1 Rappresentazione di asserzioni nel linguaggiodei sequentiVogliamo calcolare quando le proposizioni siano vere o false servendoci del calcolo deisequenti. Scegliamo per prima cosa di rappresentare attraverso sequenti le nozionidi \vero" e di \falso", che sono date entrambe come primitive (non dipendenti unadall'altra). Rappresenteremo l'asserzione \la proposizione A �e vera" con` Ae l'asserzione \la proposizione A �e falsa" conA `Rappresenteremo inoltre anche alcune asserzioni composte con i legami metalingui-stici \comporta" ed \e", del tipo\Asserzione1 comporta Asserzione2"e \Asserzione1 e Asserzione2"Le asserzioni composte con il legame \comporta" qui considerate sarannoA falsa comporta B falsa A vera comporta B verae verranno rappresentate rispettivamente con i sequentiB ` A A ` BIl legame \comporta" viene dunque trascritto con il segno di sequente `. Si notiche A falsa comporta B falsa viene rappresentata come B vera comporta A vera.Lo stesso sequente rappresenta entrambe le asserzioni, poich�e vogliamo che lo stessocalcolo sia in grado di produrre contemporaneamente la verit�a e la falsit�a delleproposizioni. Di fatto, il sequente B ` A pensato come rappresentazione di \A falsacomporta B falsa" si pu�o pensare allora come il sequente A ` B, che rappresenta\A vera comporta B vera", letto da destra a sinistra.Le asserzioni composte con il legame \e" qui considerate sarannoB falsa e A falsa A vera e B veraL'asserzione \A vera e B vera" verr�a rappresentata in due modi:` A;B9



oppure ` A ` BAnalogamente l'asserzione \B falsa e A falsa" verr�a rappresentata in due modi:B;A `oppure B ` A `Il legame \e" viene dunque rappresentato con la virgola \," in un sequente o comelo spazio bianco fra due sequenti, cio�e con la giustapposizione di due formule in unsequente o la giustapposizione di due sequenti. Vedremo fra poco che cosa rendepossibile la distinzione fra le due rappresentazioni di \e".Per fare logica1, passiamo ora a considerare giudizi di vero e di falso dipendentida un parametro libero � o �, dove �;� sono liste �nite di formule. Sia vere(�)un' abbreviazione per la frase \Il fatto che le proposizioni di � siano vere" e siafalse(�) un' abbreviazione per la frase \Il fatto che le proposizioni di � siano false".Tratteremo giudizi del tipo:\vere(�) comporta che A sia vera"\false(�) comporta che A sia falsa"che scriveremo rispettivamente � ` Ae A ` �In questo modo, per quanto riguarda il legame \e", si formano asserzioni compostedel tipo B;A ` � � ` A;Boppure del tipo B ` � A ` � � ` A � ` Bdove \� ` A;B" e \B;A ` �" signi�cano\vere(�) comporta che A e B siano vere"\false(�) comporta che A e B siano false"(si a�erma che A e B sono vere o false insieme);mentre \� ` A � ` B" e \B ` � A ` �" signi�cano\vere(�) comporta che A sia vera e vere(�) comporta che B sia vera"\false(�) comporta che A sia falsa e false(�) comporta che B sia falsa"(�e possibile a�ermare ciascuna delle due). La distinzione fra le due rappresentazionidi \e" nasce dunque da due possibili modi di considerare il legame con le ipotesi.1Come si vedr�a in seguito, le possibilit�a di ottenere un calcolo dei sequenti senza considerarealcun parametro sarebbero veramente troppo ridotte (si veda l'osservazione contenuta nel paragrafo1.2). 10



Come �e noto dalla logica lineare, l'identi�cazione dei due modi, nel calcolo dei se-quenti, �e regolata dalle regole strutturali di indebolimento e contrazione2.Per quanto riguarda il legame \comporta", si formano le asserzioni(B ` A) ` � � ` (A ` B)che chiameremo anche \sequenti nidi�cati" e che signi�cano:\vere(�) comporta che A vera comporti B vera"\false(�) comporta che B falsa comporti A falsa"In � ` (A ` B) ci sono due assunzioni: � e A, che per�o non sono, per cos�� dire,considerate allo stesso livello, cio�e a�ancate3. In � ` (A ` B), � si pu�o chiamare\premessa esterna" ed A \premessa interna"; ugualmente in (B ` A) ` � si parladi conclusioni interne ed esterne. In seguito considereremo anche asserzioni del tipoA ` (� ` B) e del tipo (B ` �) ` A, dove il parametro compare come premessa oconclusione interna, rispettivamente.La distinzione fra l'asserzione � ` (A ` B) e l'asserzione �; A ` B �e peculiare dellalogica di base (e delle logiche quantistiche che si ottengono da essa), la logica lineare,intuizionistica, classica, considerano � ` (A ` B) un sinonimo di �; A ` B (infattiscritture del tipo � ` (A ` B) non sono previste dal calcolo dei sequenti). Anche qui,si tratta di due possibili modi di legare le ipotesi � con l'asserzione A comporta B.L'identi�cazione dei due modi di considerare il legame fra antecedenti e conseguentisi pu�o ottenere sempre con regole strutturali, cio�e regole che riguardano la strutturadei sequenti, che dicono semplicemente di trasformare una struttura nell'altra:(B ` A) ` �B ` A;� imp � ` (A ` B)�; A ` B impe le loro inverse B ` A;�(B ` A) ` � exp �; A ` B� ` (A ` B) exp1.2 Il principio di riessioneVogliamo ora sviluppare il calcolo del vero e il calcolo del falso. Per farlo, traduciamoi legami metalinguistici fra asserzioni in connettivi, ammettendo che i segni del2Qui, per motivi che vedremo meglio quando considereremo la simmetria del calcolo, abbiamoscambiato l'ordine fra A e B nelle rappresentazioni delle asserzioni sul vero e sul falso, ma nonnel dare loro un signi�cato, perch�e consideriamo valide le regole strutturali di scambio, quindi nondistinguiamo e�ettivamente i due modi di scrivere l'ordine.3Per l'interpretazione, si potrebbe pensare che � sia \l'ambiente" in cui funziona la procedurache da input A produce output B. Pi�u speci�catamente, � pu�o essere l'insieme degli input disistema di cui la routine che trasforma A in B ha bisogno o che pu�o ammettere.11



calcolo dei sequenti corrispondano a connettivi non calcolati. Otteniamo cos�� leseguenti equivalenze fra giudizi, sia nel caso \vero" sia nel caso \falso". Chiameremotali equivalenze \principi di riessione".Principi di RiessioneB;A ` � se e solo se B 
A ` � � ` A;B se e solo se � ` A &BB ` � A ` � se e solo se B �A ` � � ` A � ` B se e solo se � ` A&B(B ` A) ` � se e solo se B A ` � � ` (A ` B) se e solo se � ` A!BIntroducendo la notazione B;A ` � � ` A;Bper B ` � A ` � e per � ` A � ` B, le asserzioni date con i sequenti assumonole seguenti due forme: B �A ` � � ` A �Bdove il segno � �e uno fra ; ; `. I principi di riessione obbediscono dunque ai dueseguenti schemi:B �A ` � se e solo se B �F A ` � � ` A �B se e solo se � ` A �V Bdove � �e il generico segno, �V e �F i corrispondenti connettivi per il calcolo del veroe del falso.Per ottenere il calcolo del vero e del falso facciamo diventare tali equivalenze leregole del calcolo, che trasformano in connettivi i segni corrispondenti ai legamimetalinguistici. In questo senso, l'equivalenza data nei principi di riessione vienetrasformata nella barra di inferenza del calcolo dei sequenti. Pi�u precisamente,ciascuno dei due versi che compongono l'equivalenza si trasforma in una regola delcalcolo dei sequenti, come segue:Il verso dato da � ` A �B ) � ` A�V B per la logica del vero e da B �A ` �) B �FA ` � per la logica del falso diventa immediatamente una regola del calcolo, chechiameremo \regola di formazione", il cui schema �e dato da:B �A ` �B �F A ` � � ` A �B� ` A �V B12



In pratica, le regole di calcolo risultanti sono ottenute semplicemente istanziando levariabili � e �V o �F , per cui abbiamo le seguenti regole:� ` A;B� ` A &B � ` A � ` B� ` A&B � ` (A ` B)� ` A!Bper la logica del vero, eB;A ` �B 
A ` � B;A ` �B �A ` � (B ` A) ` �B A ` �per la logica del falso. In seguito chiameremo anche connettivi \destri" i connettivi&;&;!, che si formano a destra, connettivi \sinistri" i connettivi 
;�; , che siformano a sinistra. Il connettivo sar�a chiamato \controimplicazione", e non deveessere confuso con la seconda implicazione della logica lineare non commutativa (cf.[A]), che pure incontreremo in seguito.Negli schemi da cui abbiamo derivato le regole di formazione dei vari connettiviappare, da un lato dei sequenti, un contesto � o � che chiameremo anche \con-testo passivo" della regola. Dall'altro lato del sequente appare invece una coppiadi formule legate da un generico segno strutturale \�" che viene trasformato dallaregola stessa nel connettivo \�", ottenendo un' unica formula, che appare quindiisolata. Dunque, in ogni regola di formazione, le formule secondarie e la formulaprincipale della regola non sono a�ancate da contesto (un contesto che in questocaso chiameremmo \attivo", distinguendolo da un contesto di tipo passivo). Talecaratteristica verr�a detta \visibilit�a".Dobbiamo ricordare qui che, derivando regole di calcolo che trasformano segni strut-turali in connettivi e che soddisfano la caratteristica della visibilit�a, ci siamo avvici-nati molto alle idee di base della display logic di N. Belnap (cf. [Be]), dove appuntotroviamo il principio di display al posto della visibilit�a. In particolare, nel campodella display logic, per quanto riguarda la dualit�a fra connettivi destri e sinistri e perquanto riguarda la presenza di un segno strutturale primitivo da trasformare nel-l'implicazione, si veda il lavoro di R. Gor�e ([G]). Ricordiamo in�ne che l'idea dellavisibilit�a delle regole nella logica di base non �e stata raggiunta per la prima voltatramite i principi di riessione, bens�� �e stata ottenuta nel dimostrare il teorema dieliminazione dei tagli, come si vedr�a nel paragrafo 1.4.2.L'altro verso dei principi di riessione corrisponde al seguente schema, che chiame-remo \regola di riessione":A �F B ` �A �B ` � � ` A �V B� ` A �Bche, una volta istanziate le variabili � e �, non d�a regole accettabili in un calcolo deisequenti. Vediamo dunque come trovare buone regole che corrispondano allo schemadella riessione. A questo scopo, dobbiamo fare alcune ammissioni di base per ilnostro calcolo dei sequenti: 13



� Siano validi gli assiomi A ` A� Siano valide le seguenti regole di sostituzione:Sostituzione semplice: � ` A A ` �� ` � cutSostituzioni nel caso di contesti con \;":�1 ` A A;� ` ��1;� ` � cutL � ` �; A A ` �1� ` �;�1 cutRSostituzioni nel caso di sequenti nidi�cati, per premesse e conclusioni interne:(� ` A) ` � A ` �1(� ` �1) ` � �1 ` A � ` (A ` �)� ` (�1 ` �)� ` A (A ` �1) ` �(� ` �1) ` � � ` (�1 ` A) A ` �� ` (�1 ` �)Sostituzioni nel caso di sequenti nidi�cati, per premesse e conclusioni esterne:(� ` �) ` A A ` �1(� ` �) ` �1 �1 ` A A ` (� ` �)�1 ` (� ` �)Si noti che, traducendo i sequenti nidi�cati (� ` �1) ` � e � ` (�1 ` �) coni sequenti � ` �1;� e �1;� ` �, e ammettendo la commutativit�a della virgola\,", le regole di sostituzione per sequenti nidi�cati della colonna di destra vengonoa coincidere tutte con cut o con cutL, quelle della colonna di sinistra vengono acoincidere tutte con cut o con cutR.Dimostriamo ora il seguente lemmaLemma 1.2.1 Per ogni connettivo destro (del calcolo del vero) sono equivalenti:(i) La regola di riessione, data dallo schema �`A�B�`A�B , che una volta istanziataassume le seguenti forme:� ` A &B� ` A;B � ` A&B� ` A;B � ` A!B� ` (A ` B)(ii) Il corrispondente assioma di riessione, dato dallo schema A �B ` A �B, cheistanziato d�a i seguenti assiomi:A &B ` A;B A&B ` A;B A!B ` (A ` B)(iii) La corrispondente \regola di riessione esplicita":A ` �1 B ` �2A &B ` �1;�2 A ` �1A&B ` �1 B ` �2A&B ` �2 � ` A B ` �A!B ` (� ` �)14



Dimostrazione. Dimostreremo che (i) se e solo se (ii) e che (ii) se e solo se (iii).La dimostrazione dell'equivalenza di (i) ed (ii) pu�o esser fatta sullo schema. Dalloschema di riessione, otteniamo lo schema per l'assioma di riessione, ponendo� = A � B (e partendo dunque dagli assiomi A � B ` A � B). Viceversa, dalloschema per l'assioma, otteniamo lo schema per la riessione, mediante regole disostituzione � ` A �B A �B ` A �B� ` A �BNella dimostrazione dell'equivalenza di (ii) ed (iii), invece, conviene riferirsi ai singoliconnettivi, ma �e sempre riconoscibile una uniformit�a nei tre casi. Per ricavare leregole di riessione esplicite, applichiamo le regole di riessione alle premesse delleregole, come segue A &B ` A;B A ` �1A &B ` �1; B B ` �2A &B ` �1;�2per il caso di &, A&B ` A A ` �1A&B ` �1 A&B ` B B ` �2A&B ` �2per il caso di &, � ` A A!B ` (A ` B)A!B ` (� ` B) B ` �A ` B ` (� ` �)nel caso di !.Come ultimo, ricaviamo gli assiomi di riessione dalle regole di riessione esplicita,partendo dalla coppia di assiomi A ` A, B ` B, nei tre casi.A ` A B ` BA &B ` A;B A ` AA&B ` A B ` BA&B ` B A ` A B ` BA!B ` (A ` B) ��E facile controllare che, per dimostrare il lemma precedente, sono necessarie esatta-mente cut e le regole di sostituzione che appaiono nella colonna di destra. Con cute le regole di sostituzione che appaiono nella colonna di sinistra, si pu�o dimostrarel'analogo lemma per i connettivi sinistri:Lemma 1.2.2 Per ogni connettivo sinistro (del calcolo del falso) sono equivalenti:(i) La regola di riessione, data dallo schema B�A`�B�A`� , che una volta istanziataassume le seguenti forme:B 
A ` �B;A ` � B �A ` �B;A ` � B A ` �(B ` A) ` �15



(ii) Il corrispondente assioma di riessione, dato dallo schema A �B ` A �B, cheistanziato d�a i seguenti assiomi:B;A ` B 
A B;A ` B �A (B ` A) ` B A(iii) La corrispondente \regola di riessione esplicita":�2 ` B �1 ` A�2;�1 ` B 
A �2 ` B�2 ` B �A �1 ` A�1 ` B �A � ` B A ` �(� ` �) ` B A4Dimostrazione. La dimostrazione �e la stessa vista nel lemma precedente, salvola simmetria. �Con le regole di riessione esplicita avviene uno \splitting" rispetto alle corrispon-denti regole di formazione: si passa da una regola a una premessa ad una regola adue premesse, nel caso di regole di formazione a una premessa, e da una a due regole,nel caso di regole di formazione a due premesse. La caratteristica della visibilit�a,invece, viene mantenuta.Da ultimo, notiamo che si pu�o introdurre un quarto equivalente per le regole diriessione, che consiste nella regola del \modus ponens" nel caso dell'implicazione.Proposizione 1.2.3 Le seguenti \regole di composizione" sono equivalenti alle re-gole di riessione:� ` A &B A ` �1 B ` �2� ` �1;�2 � ` A&B A ` �1� ` �1 � ` A&B B ` �2� ` �2�1 ` A �2 ` A!B B ` ��2 ` (�1 ` �)nel caso dei connettivi destri, e�2 ` B �1 ` A B 
A ` ��2;�1 ` � �2 ` B B �A ` ��2 ` � �1 ` A B �A ` ��1 ` �� ` B B A ` �2 A ` �1(� ` �2) ` �1nel caso dei connettivi sinistri.Dimostrazione. Si noti che le premesse delle regole di composizione sono datedalla premessa della regola di riessione e dalle premesse della regola di riessioneesplicita. La validit�a delle regole di composizione, allora, si prova applicando prima4Le regole sui connettivi sinistri sono sempre uguali a quelle sui connettivi destri, basta leggerleda destra a sinistra. Questo torna utile per le regole della controimplicazione!16



le regole di riessione e poi le regole di sostituzione. Viceversa, dalle regole di com-posizione si ottengono gli assiomi di riessione, se nelle premesse della composizionesi scrivono assiomi. �Notiamo ora che le regole ottenute dai principi di riessione permettono di ricavare lecorrette regole di comportamento dei connettivi rispetto alla relazione di preordinesull'insieme delle formule data da `, vale a dire: i connettivi di congiunzione edisgiunzione (i connettivi derivati da \e") sono monotoni rispetto a entrambi gliargomenti, i connettivi di implicazione (derivati da \comporta") sono antimonotoniin un argomento, monotoni nell'altro. Vale cio�e il seguente lemma:Lemma 1.2.4 Le seguenti regole sono derivabili con le regole di formazione e rif-lessione esplicita:A ` B C ` DA &C ` B &D A ` B C ` DA&C ` B&D A ` B C ` DB!C ` A!Dper i connettivi destri, e analogamente sono derivabili:C ` D A ` BC 
A ` D 
B C ` D A ` BC �A ` D �B C ` D A ` BC B ` D Aper i connettivi sinistri.Dimostrazione. Per provare tali regole si applica prima la regola di riessioneesplicita e poi la regola di formazione del connettivo considerato, come segue:A ` B C ` DA &C ` B;DA &C ` B &D A ` BA&C ` B C ` DA&C ` DA&C ` B&D A ` B C ` DB!C ` (A ` D)B!C ` A!Dper i connettivi destri, e analogamente per i connettivi sinistri. �Come corollario, otteniamo il seguenteCorollario 1.2.5 Gli assiomi A ` A sono derivabili a partire dagli assiomi p ` pdati su variabili proposizionali primitive p.Dimostrazione. Se A = B � C, si applichi il lemma precedente, ottenendo leprove B ` B C ` CB � C ` B � C �17



Osservazione I lemmi 1.2.1, 1.2.2, 1.2.4 e il corollario 1.2.5 non sarebbero deri-vabili in una logica che non possa considerare i contesti passivi �, �. Vale a dire,scrivendo i principi di riessione cos��:B �A ` se e solo se B �F A ` ` A �B se e solo se ` A �V Bnon avremmo potuto dimostrare le equivalenze contenute nei lemmi 1.2.1, 1.2.2,perch�e gli assiomi di riessione non sarebbero stati esprimibili, e per un motivoanalogo non avremmo potuto dimostrare il lemma 1.2.4. Un calcolo che non sappiaderivare neppure il comportamento dei propri connettivi rispetto all'ordine sarebbeveramente molto povero, per questo �e meglio poter considerare i giudizi � ` A �B eB �A ` �, contenenti il parametro � o �.In�ne, notiamo che mediante principi di riessione si determinano anche regole sullecostanti logiche 0-arie ?, >, 1, 0 (le costanti della logica lineare nella notazione diGirard) . Infatti, ponendo` � se e solo se 1 ` � � ` se e solo se � `?vale a dire, richiedendo che le costanti ? e 1 interpretino l'insieme vuoto a destra ea sinistra, rispettivamente, si ottengono le seguenti regole di formazione:` �1 ` � � `� `?e le seguenti regole di riessione: 1 ` �` � � `?� `che a loro volta sono equivalenti agli assiomi di riessione` 1 ?`come gi�a visto nella dimostrazione dei lemmi 1.2.1 e 1.2.2 per il caso delle costantilogiche binarie. Non �e possibile, invece, ottenere regole di riessione esplicite per 1 e?, in quanto queste richiederebbero di \spezzare" 1 e ?, che non hanno componenti.Quindi ` 1 e ?` saranno le regole di riessione per 1 e ?.Introduciamo in�ne la motivazione per le regole delle costanti additive 0 e >, intermini di principi di riessione. Esse provengono dalle seguenti equivalenze:� ` B se e solo se � ` B e � ` >A ` � se e solo se A ` � e 0 ` �che dicono che � ` > e 0 ` � sono le asserzioni banali per un legame e nel casoadditivo. Da tali equivalenze otteniamo le seguenti regole di formazione:� ` >0 ` �Le regole di riessione, nel caso di > e 0, non esistono, poich�e corrisponderebberoall' altro verso delle equivalenze, che in questo caso �e banale.18



1.3 Dal principio di riessione al calcolo BNel paragrafo precedente abbiamo visto come dai principi di riessione si ricavinoregole per tutte le costanti logiche previste dalla logica lineare. Vogliamo ora studiareun calcolo che soddis� esattamente tali regole. Se per�o ci basassimo soltanto su talecalcolo, saremmo costretti a inventare un calcolo per i sequenti nidi�cati, che, comeabbiamo visto, compaiono nelle regole per le implicazioni, e la cui forma generica �e(� ` �1) ` �2 �1 ` (�2 ` �)dove per�o �1 o �2 e �1 o �2 consistono di una sola formula. Studiare per�o un interocalcolo per sequenti nidi�cati �e un problema aperto di non facile soluzione. Tantoper dare l'idea dei problemi posti da un tale calcolo, si tratterebbe prima di tuttodi accertare la possibilit�a di applicazione o meno a sequenti nidi�cati delle regoleper connettivi diversi dall'implicazione, di scoprire poi se le regole di sostituzioneche abbiamo dato sono quelle giuste, di ottenere un teorema di conservativit�a delcalcolo per sequenti nidi�cati sopra un calcolo tradizionale, di capire bene le regoleimp e exp cui abbiamo accennato nell'introdurre i sequenti nidi�cati, e molto altroancora.Rinunciamo dunque per ora al calcolo dei sequenti nidi�cati e optiamo per un calcolotradizionale, che sia sempre basato sui principi di riessione che abbiamo analizzato.Chiameremo B tale calcolo. Abbiamo gi�a le regole per le costanti e per i connettivi&, 
, &, �, scritte con sequenti tradizionali. Ci resta il problema di ottenere dellebuone regole per le implicazioni ! e  , che si esprimano in B. In quanto segueconsidereremo solo il caso di !, fermo restando il fatto che il caso di  si pu�odiscutere in modo analogo.Volendo regole per l'implicazione scritte con i sequenti tradizionali e nel contempobasate su un principio di riessione, potremmo scegliere di studiare il principio diriessione per! considerando l'asserzione � ` (A ` B) equivalente a �; A ` B. Ci�oche troveremmo �e l'equivalenza�; A ` B se e solo se � ` A!Bche d�a esattamente le usuali regole per l'implicazione. Infatti, �e immediato veri-�care (cf. [BS] e [BFS]) che a tali equivalenze corrispondono le seguenti regole diformazione e di riessione esplicita�; A ` B� ` A!B � ` A B ` ��; A!B ` �in quanto possiamo enunciare il seguente lemma degli equivalenti per la regola diriessione 19



Lemma 1.3.1 Dati gli assiomi A ` A e le regole di sostituzione�1 ` A A;� ` ��1;� ` � cutL � ` �; A A ` �1� ` �;�1 cutRsono equivalenti:(i) Regola di riessione � ` A!B�; A ` B(ii) Assioma di riessione A;A!B ` B(iii) Regola di riessione esplicita � ` A B ` ��; A!B ` �Scegliendo questo metodo, dunque, oltre a perdere la distinzione fra � ` (A ` B) e�; A ` B, le logiche di tipo quantistico (dove non ci pu�o essere la solita implicazione)resterebbero fuori della nostra portata.Abbiamo per�o un'altra possibilit�a, che ritrover�a la soluzione proposta �n dall'inizio(cf. [BS]) per le regole di implicazione nella logica di base: \eliminare" il parametro� dai sequenti � ` (A ` B) e porre semplicementeA ` B se e solo se ` A!BQuesto lascia aperta la porta allo studio di un calcolo dei sequenti nidi�cati e allelogiche quantistiche, come vedremo ora.Per studiare tale possibilit�a, notiamo che nella scrittura �1 ` (�2 ` �) si pu�oinvertire il modo che abbiamo usato �nora per considerare le due assunzioni �1 e�2, cio�e si pu�o considerare la premessa interna �2 come parametro e calcolare conun connettivo di implicazione il segno di sequente esterno e non quello interno. Sivengono cio�e a considerare i seguenti principi di riessione� ` (A ` B) se e solo se � ` A!iBA ` (� ` B) se e solo se � ` A!eBdove !i, che abbiamo prima denotato solo con !, �e il connettivo che calcola ilsegno di sequente interno, mentre!e �e il connettivo che calcola il segno di sequenteesterno. Ad esso corrisponde la seguente regola di formazioneA ` (� ` B)� ` A!eBe i seguenti equivalenti per la regola di riessione20



(i) Regola di riessione � ` A!eBA ` (� ` B)(ii) Assioma di riessione A ` (A!eB ` B)(iii) Regola di riessione esplicita � ` A B ` �� ` (A!eB ` �)dove le equivalenze si provano al solito modo, con le stesse regole di sostituzioneusate nel caso di!i. Le due implicazioni!i e!e, una volta identi�cate le scritture�1 ` (�2 ` �) e �1;�2 ` �, se non si assume la commutativit�a di \,", concidono conle due implicazioni della logica lineare non commutativa. Qui non analizzeremo ilproblema della non commutativit�a, ci basta sottolineare come ci siano due modi diconsiderare le premesse �1;�2 in �1 ` (�2 ` �) (tali modi saranno regolati da regolestrutturali di scambio). In particolare, ci sono due modi di avere premesse banalicon sequenti nidi�cati, che corrispondono ai due seguenti principi di riessione:A ` � se e solo se 1 ` (A ` �)introducendo 1 come premessa esterna, eA ` � se e solo se A ` (1 ` �)introducendo 1 come premessa interna. Tutto questo dice quali sono i due modinaturali in cui un sequente tradizionale pu�o esser considerato come un sequentenidi�cato. Dunque l'equivalenza che cercavamo, cio�eA ` B se e solo se ` A!Bsi ottiene, ricordando che ` A!B se e solo se 1 ` A!B, sia nel caso di !i1 ` (A ` B) se e solo se 1 ` A!iBsia nel caso di !e A ` (1 ` B) se e solo se 1 ` A!eBLe regole di formazione corrispondenti sono rispettivamente1 ` (A ` B)1 ` A!iB A ` (1 ` B)1 ` A!eBe le regole di riessione esplicite sono1 ` A B ` �A!iB ` (1 ` �) 1 ` A B ` �1 ` (A!eB ` �)21



Tali regole, scritte con sequenti tradizionali (e ricordando che 1 ` C se e solo se ` C,per ogni C) diventano, in entrambi i casiA ` B` A!B !R1 ` A B ` �A!B ` � !Ldove scompare dunque la distinzione fra !i ed !e, che avrebbero le stesse regole.Inoltre, aggiungeremo alle regole che de�niranno il calcoloB anche la seguente regolaA ` B C ` DB!C ` A!D !UInfatti, come visto nell'osservazione del paragrafo 1.2, il lemma 1.2.4, mancandoil contesto �, non sarebbe dimostrabile, e quindi la regola !U , che �e derivabilecon sequenti nidi�cati, non sarebbe derivabile in B. Allora, per non rinunciare inpartenza alla conservativit�a di un futuro calcolo dei sequenti nidi�cati rispetto aB, e comunque perch�e ci sembra una regola da rendere valida, la aggiungiamo alcalcolo. Le regole !R, !L e !U coincidono con quelle del primo sistema per lalogica di base che abbiamo studiato (cf. [BS]).Con considerazioni analoghe, si giusti�cano le seguenti regole per  B ` AB A `  L� ` B A `� ` B A  RC ` D A ` BC B ` D A  ULe costanti logiche e le loro regole di inferenza in logica di base sono ora comple-tamente giusti�cate. Possiamo ora de�nire formalmente la logica di base come lalogica proposizionale con connettivi &, &, !, 
, �,  , e costanti ?, >, 1, 0, econ le regole di inferenza riassunte nella tavola seguente. Considereremo inoltreanche le regole strutturali di scambio, come abbiamo detto dall'inizio. Alla tavoladelle regole aggiungeremo anche gli assiomi e le regole di taglio che abbiamo datoper valide per dimostrare i lemmi di riessione e quindi per ottenere le regole suiconnettivi. Nel prossimo paragrafo vedremo che in e�etti le regole di taglio sonovalide nel calcolo che comprenda solo assiomi e regole sui connettivi, grazie ad unaprocedura di eliminazione del taglio.Come al solito A, B, C, D sono formule e �;�1;�2;�;�1;�2 sono liste �nite diformule. 22



Tabella 1.1: Calcolo di base BAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchRRegole operazionaliB;A ` �B 
A ` � 
 L � ` A;B� ` A &B &RA ` �1 B ` �2A &B ` �1;�2 &L �2 ` B �1 ` A�2;�1 ` B 
A 
R` �1 ` � 1L � `� `? ? R?` ? L ` 1 1RB ` � A ` �B �A ` � � L � ` A � ` B� ` A&B &RA ` �A&B ` � B ` �A&B ` � &L � ` B� ` B �A � ` A� ` B �A �R0 ` � 0L � ` > >RB ` AB A `  L A ` B` A!B !R` A B ` �A!B ` � !L � ` B A `� ` B A  RA ` B C ` DB!C ` A!D !U C ` D A ` BC B ` D A  URegole di taglio�1 ` A A;�2 ` ��1;�2 ` � cutL � ` �1; A A ` �2� ` �1;�2 cutR23



1.4 Alcune caratteristiche del calcolo B1.4.1 SimmetriaDopo tutti i discorsi fatti, si pu�o dire una cosa sola: poteva forse riuscire un calcolonon simmetrico? Nella tabella di B, le regole possono essere lette in coppie simme-triche: infatti gli assiomi A ` A si considerano simmetrici a se stessi, e ogni regoladella colonna di destra �e esattamente la corrispondente regola della colonna di sini-stra letta da destra a sinistra, scambiando � con � e ammettendo le seguenti coppiedi corrispondenti nella relazione di simmetria: (A
B;B &A), (1;?), (A�B;B&A),(0;>), (B A;A!B). Si ottiene cos�� una simmetria assiale rispetto all'asse verti-cale della pagina, e ha dunque senso dire che una regola �e \simmetrica" di un'altra,e quindi che una prova �e \simmetrica" di un'altra. La corrispondenza fra le regoleritrova la corrispondenza naturale fra connettivi destri e sinistri data dai principidi riessione. Data tale corrispondenza, si pu�o dimostrare formalmente il seguenteteorema:Teorema 1.4.1 Il sequente C1; : : : ; Cn ` D1; : : : ;Dm �e dimostrabile in B se e solose lo �e anche il sequente Ds1; : : : ;Dsm ` Cs1; : : : ; Csn, dove (�)s �e de�nita induttiva-mente sulle formule ponendo: ps � pper ogni variabile proposizionale p, e facendo corrispondere ad ogni costante sini-stra (destra) la costante destra (sinistra) che calcola lo stesso segno nei principi diriessione.Dimostrazione. Data una prova di C1; : : : ; Cn ` D1; : : : ;Dm, si dimostraDs1; : : : ;Dsm ` Cs1; : : : ; Csn, tramite la prova simmetrica, che si ottiene dagli stessiassiomi scambiando ogni regola con la sua simmetrica. �1.4.2 Visibilit�a e teorema di eliminazione dei tagliRicordiamo prima di tutto la de�nizione di \visibilit�a", \contesto attivo" e \contestopassivo", che �e stata gi�a fornita nel paragrafo 1.2, ma che �e anche direttamente legataal teorema di eliminazione dei tagli, e che di fatto �e stata concepita per la primavolta in tale ambito (vedi Appendice A).\Una regola gode della visibilit�a quando accanto alle formule secondarie e alla for-mula principale della regola, non appare contesto attivo,"dove il contesto attivo �e appunto quello che compare accanto a una formula principaleo secondaria, mentre gli altri contesti vengono detti passivi.Diremo inoltre che una qualsiasi regola �e completa (o, pi�u limitatamente, completaa sinistra/a destra) quando contiene tutti i contesti (pi�u limitatamente: contesti a24



sinistra/destra), attivi o passivi. Useremo i pre�ssi  , fr , f [full], per denotare leforme complete a sinistra, complete a destra e complete, rispettivamente, di unadata regola di B.In B, le regole per i connettivi godono della propriet�a di visibilit�a. Ci�o era gi�a statovisto con i principi di riessione; notiamo qui che, adattando le regole per ! e  alla forma in cui compaiono in B, tale caratteristica non va perduta.L'idea di visibilit�a �e stata concepita tentando di dimostrare il teorema di eliminazionedel taglio per la logica di base. L'esempio concreto (cf. [BFS]) �e stato questo:supponiamo di avere un sistema di calcolo dei sequenti in cui la regola che introduce� a sinistra sia la seguente: A ` � B ` �A�B ` �mentre invece la regola che introduce & a sinistra sia la seguente:�; A ` ��; A&B ` �Consideriamo ora la derivazione:A ` C&D B ` C&DA�B ` C&D �; C ` ��; C&D ` ��; A�B ` C cutLDato che la formula da tagliare �e principale nella premessa destra, la procedura diGentzen direbbe di alzare il taglio lungo il ramo sinistro, per ridurre il rango sinistro,come segue: A ` C&D �; C&D ` ��; A ` � B ` C&D �; C&D ` ��; B ` �� ?Ma ora, se � non �e vuoto, non �e possibile applicare la regola che introduce �.Dunque, cercando un'eliminazione del taglio alla Gentzen, non �e conveniente avereun sistema di regole in cui coesistono regole con visibilit�a e regole complete. Un altrofatto di cui tener conto, se si vuol fare della quantum logic con il calcolo dei sequenti,�e il fatto che la regola della disgiunzione a sinistra va necessariamente limitata allaforma vista sopra (cf. [CG], [N], [BS]), altrimenti (come vedremo nel prossimoparagrafo) sarebbe dimostrabile la propriet�a distributiva della congiunzione rispettoalla disgiunzione, che non vale negli ortoreticoli (cf. anche [Go]). Dunque, volendocomprendere, con la logica di base, anche logiche quantistiche, le regole del sistemanon possono essere tutte complete: allora �e meglio poterle scegliere tutte con lapropriet�a di visibilit�a, come �e stato fatto.Si pu�o enunciare a questo punto il seguente teorema (la dimostrazione, data in [BFS],�e riportata in appendice A). 25



Teorema 1.4.2 Ogni derivazione in B di un sequente � ` � si pu�o trasformarein una derivazione in B dello stesso sequente, in cui le regole cutL e cutR nonappaiono.Si pu�o osservare ora che, poich�e le regole sui connettivi godono della visibilit�a e leregole di taglio non sono necessarie, ogni sequente derivabile in B avr�a una delle dueseguenti forme: A ` � � ` ADunque, il nostro calcolo pu�o derivare esattamente il genere di asserzioni, con unparametro, che avevamo considerato inizialmente.1.4.3 Altre caratteristiche del calcoloVogliamo discutere qui alcune importanti conseguenze del teorema di eliminazionedei tagli, e trovare forme equivalenti alle regole di B.Proposizione 1.4.3 In B non valgono la regola associativa per &e 
 e la regoladistributiva di &rispetto a & e di 
 rispetto a �. Infatti i sequentiC 
 (A
B) ` (C 
A)
B (A &B) &D ` A &(B &D)e C 
 (A�B) ` (C 
A)� (C 
B) (A &D)&(B &D) ` (A&B) &Dnon sono derivabili. Per questo, le regole di formazione per &, 
, &, � non sonoequivalenti alla loro versione completa, vale a dire non valgono in B le seguentiregole, che corrispondono alle regole della logica lineare per gli stessi connettivi:�; A;B ` ��; A
B ` � f 
 L � ` A;B;�� ` A &B;� f &R�; A ` � �; B ` ��; A�B ` � f � L � ` A;� � ` B;�� ` A&B;� f&RDimostrazione. Se le regole f 
L, f &R, f �L, f&R fossero valide in B, anchel'associativa e la distributiva sarebbero derivabili, come mostriamo qui per il casodel connettivi sinistri: C ` C A ` AC;A ` C 
A B ` BC;A;B ` (C 
A)
BC; (A
B) ` (C 
A)
B f 
 LC 
 (A
B) ` (C 
A)
B26



C ` C A ` AC;A ` C 
AC;A ` (C 
A)� (C 
B) C ` C B ` BC;B ` C 
BC;B ` (C 
A)� (C 
B)C;A�B ` (C 
A)� (C 
B)C 
 (A�B) ` (C 
A)� (C 
B) f � L�E evidentemente impossibile invece trovare una prova senza tagli degli stessi sequenticon le regole del sistema B, quindi associativa e distributiva non sono derivabili inB, e quindi le regole complete non sono valide. �Sono invece derivabili in B le altre disuguaglianze per la propriet�a distributiva, chesono date dai sequenti:(C 
A)� (C 
B) ` C 
 (A�B) (A&B) &D ` (A &D)&(B &D)Ecco la derivazione, nel caso di 
 e �:C ` C A ` AA ` A�B �R(C 
A) ` C 
 (A�B) 
R C ` C B ` BB ` A�B �R(C 
B) ` C 
 (A�B) 
R(C 
A)� (C 
B) ` C 
 (A�B) �LDiscuteremo pi�u a lungo nel terzo capitolo del fatto che le regole di formazionedei connettivi sono intrinsecamente limitate, vale a dire non sono equivalenti a unaloro versione che contenga pi�u contesti. Per quanto riguarda le regole di riessione,invece, la formulazione visibile non �e la sola ammissibile in B. Infatti, le regoledi riessione dei connettivi additivi e delle implicazioni si possono estendere comesegue:Proposizione 1.4.4 Le seguenti regole sono equivalenti a quelle di B:�; A ` ��; A&B ` � f&L � ` A;�� ` A�B;� f �R� ` B;� A `� ` B A;� ` A �; B ` ��; A!B ` �Dimostrazione. Abbiamo la seguente derivazione per f&L:A ` AA&B ` A �; A ` ��; A&B ` � cutLe la sua simmetrica, che usa cutR, per �R. Per ! deriviamo cos�� la regola estesadata sopra: ` A B ` BA!B ` B �; B ` ��; A!B ` � cutL27



e simmetricamente �e derivabile la regola per  R. �Ulteriori equivalenze per le regole di riessione verranno discusse in seguito, peralcune estensioni di B. Vogliamo qui osservare che non �e derivabile in B la seguenteregola: � ` A B ` ��; A!B ` �Infatti in B �e valido il lemma 1.3.1, e quindi la regola data sopra non vale perch�e ilsuo equivalente A;A!B ` B non ammette una derivazione senza tagli.Si ricorda in�ne che �e la formulazione visibile delle regole quella che permette diottenere la procedura per l'eliminazione dei tagli per la logica di base, come abbiamoprecisato nel paragrafo precedente.Per quanto riguarda il comportamento delle costanti in B, �e facile osservare ilseguente risultato:Proposizione 1.4.5 Per ogni formula A, sono derivabili in B:A ` A
 1 ? &A ` AA� 0 = A A&> = AIl sequente A 
 1 ` A e il suo simmetrico A ` A &? non sono derivabili, e quindianche le regole di formazione per 1 e ? non si possono estendere con contesto attivo.Dimostrazione. La derivazione A ` A ` 1A ` A
 1e per simmetria si ottiene anche ? &A ` A. Le derivazioniA ` A 0 ` AA� 0 ` A A ` AA ` A� 0dicono che A� 0 = A, le derivazioni simmetriche ricavano A&> = A.In�ne, se il sequente A 
 1 ` A fosse derivabile, ci sarebbe una prova senza tagli,quindi anche A; 1 ` A sarebbe derivabile, ma non lo �e, dato che la regola 1L delsistema B non ammette contesto a sinistra (il contesto attivo) e nessuna altra regoladi B �e applicabile, a parte lo scambio, che ripropone il problema. Dunque, anche laregola � ` ��; 1 ` �non �e derivabile per mezzo di altre regole di B.Analogamente si procede nel caso di &. �28



1.4.4 Negazioni in BNel linguaggio di B si possono de�nire due negazioni, : e �, una nel linguaggiodella logica del vero e l'altra nel linguaggio della logica del falso:� A � 1 A :A � A!?Esse soddisfano le seguenti regole1 ` A� A ` � L A `?` :A :Rche sono derivabili per mezzo di L e !R, rispettivamente,` A:A `? :L A `1 `� A � Rche sono derivabili per mezzo di!L e R, rispettivamente. In�ne : e � soddisfanole regole di antimonotonia rispetto al segno di sequente, cio�eA ` B� B `� A A ` B:B ` :Aderivabili con  U e !U rispettivamente.Possiamo vedere in�ne che entrambe le negazioni cos�� de�nite sono paraconsistenti,vale a dire, non soddisfano n�e la legge di non-contraddizione, n�e quella del terzoescluso. Infatti, il sequente � A;A ` come pure il suo simmetrico ` A;:A nonammettono prova senza tagli. Lo stesso si pu�o dire del sequente ` A;� A e del suosimmetrico A;:A `.Dunque le due negazioni � e : sottostanno sia a un'idea intuizionistica sia a un'ideaclassica di negazione, in quanto non soddisfano il terzo escluso e nel contempo nonprivilegiano la non contraddizione.1.5 Estensioni della logica di base1.5.1 Nota introduttivaLa motivazione allo studio della logica di base �e stata quella di trovare una logicache fosse contemporaneamente pi�u debole di varie logiche estensionali gi�a note. �Enaturale dunque chiedersi come si possano ottenere le logiche pi�u forti a partireda B. Si scopre allora che le modi�che da chiedere a B sono molto semplici, e,per di pi�u, non �e necessario aggiungere o togliere connettivi, regole sui connettivi ocondizioni sui connettivi per ritrovare le altre logiche: basta intervenire sulla \strut-tura", ovvero, sui modi di intendere i legami delle asserzioni con le assunzioni, modi29



che sono spiegabili con regole strutturali, come accennavamo nel primo paragrafo.Questo ra�orza l'idea che la logica di base sia da intendersi come \la logica puradei connettivi", e che lo studio delle sue estensioni coincida in e�etti con lo studiodell'equazione Logica=regole sui connettivi + regole strutturaliAbbiamo a disposizione le regole strutturali di indebolimento e contrazione, cheidenti�cano i due modi di interpretare il legame \e", come visto nel primo para-grafo. Con esse si ottengono le estensioni non lineari della logica di base. Se invecevogliamo le estensioni in cui ci sia un'implicazione \vera", abbiamo bisogno delleregole strutturali per il legame \comporta". Quelle che abbiamo a disposizione sonole regole: �; A ` B� ` (A ` B) impe � ` (A ` B)�; A ` B expdate nel primo paragrafo, che trasformerebbero le regole di base sull'implicazione� ` (A ` B)� ` (A!B) � ` A B ` �A!B ` (� ` �)nelle regole intuizionistiche usuali5�; A ` B� ` A!B � ` A B ` �A!B;� ` �Cio�e, le due assunzioni � ed A, che erano a livelli diversi, passerebbero allo stessolivello. Ma il calcolo per la logica di base B non gestisce i sequenti � ` (A ` B):allora la cosa pi�u sensata �e dire che le regole di BA ` B` A!B ` A B ` �A!B ` �si trasformano comunque nelle stesse regole intuizionistiche�; A ` B� ` A!B � ` A B ` �A!B;� ` �cio�e, si passa da regole per ! senza contesto a regole con contesto a sinistra. Fattoquesto, conviene aggiungere contesto a sinistra a tutte le regole che non lo hannogi�a: infatti, come abbiamo visto prima, per eliminare il taglio non conviene mischiare5Nella regola intuizionistica per !L c'�e anche un contesto �0 accanto a B, ma questo si pu�ofacilmente recuperare gi�a con la regola !L di B, come visto in 1.4.4; vedi anche [Be], dove �eprovata l'equivalenza nel caso intuizionistico. 30



regole con visibilit�a a sinistra e regole con contesto a sinistra. Come ulteriore os-servazione, c'�e da aggiungere che, se ci si limita ad avere una sola formula a destra,ogni regola con visibilit�a a sinistra �e equivalente alla sua forma completa a sinistra,quando le regole per l'implicazione hanno contesto a sinistra. Ad esempio, nel casoin cui a destra ci sia la formula D, se � = C1; : : : ; Cn, la regola completa f � L sideriva cos�� dalla regola �L di B:�; A ` D....A ` C1! : : :!(Cn!D) �; B ` D....B ` C1! : : :!(Cn!D)A�B ` C1! : : :!(Cn!D)....�; A�B ` D �LAllora la regola strutturale che permette di ottenere le estensioni di tipo intuizionistadella logica di base �e semplicemente\liberalizzare il contesto a sinistra"Per simmetria, si considerer�a anche la regola\liberalizzare il contesto a destra"1.5.2 Estensioni del calcolo BVediamo ora in dettaglio gli e�etti dell'aggiunta di regole strutturali alle regole delcalcolo. Cominciamo dai casi \liberalizzare il contesto a sinistra" e \liberalizzare ilcontesto a destra". Per regole moltiplicative e additive, una delle due liberalizzazioninon ha e�etto, dato che tali regole ammettono gi�a un contesto: quello passivo. Cos��,ad esempio, considerando &R abbiamo:� ` B;A� ` B &A &R����� @@@@@ &R= &R � ` B;A;�� ` B &A;� fr &R@@@@@ �����f &R=fr &RIn generale, la forma completa a sinistra di una regola a destra �e invariata rispettoalla forma originaria, in quanto il contesto a sinistra �e gi�a presente. Dunque laforma completa in tali casi �e una sola, denotata dal pre�sso f . In modo simmetrico31



si ragiona per regole a destra. Riassumiamo qui la forma completa delle regole peri connettivi moltiplicativi e additivi:�; A;B ` ��; A
B ` � f 
 L � ` B;A;�� ` B &A;� f &R�; A ` � �0; B ` �0�;�0; A &B ` �;�0 f &L �0 ` B;�0 � ` A;��;�0 ` B 
A;�;�0 f 
R� ` ��; 1 ` � f1L � ` �� `?;� f ? R�; A ` � �; B ` ��; A�B ` � f � L � ` B;� � ` A;�� ` B&A;� f&R�; A ` ��; A&B ` � �; B ` ��; A&B ` � f&L � ` B;�� ` A�B;� � ` A;�� ` A�B;� f �R�; 0 ` � f0L � ` >;� f>RDato che le regole per ! e  portano contesto vuoto sia a sinistra che a destra,avranno una forma completa a sinistra e una diversa forma completa a destra. Adesempio, per !L abbiamo: ` A B ` �A!B ` � !L����� @@@@@� ` A;�0 �0; B ` ��;�0; A!B ` �0;� fl!L ` A;�0 B ` �A!B ` �0;� fr!L@@@@@ ������ ` A;�0 �0; B ` ��;�0; A!B ` �0;� f!LIn modo simile per !R e !U , e simmetricamente per  . Per evitare fraintendi-menti, speci�chiamo almeno le sei regole ottenute liberalizzando i contesti in!R e!U (le regole per  si possono poi desumere per simmetria)�; B ` A� ` B!A fl!R B ` A;�` B!A;� fr!R �; B ` A;�� ` B!A;� f!R32



� ` A �0; B ` ��;�0; A!B ` � fl!L ` A;�0 B ` �A!B ` �0;� fr!L � ` A;� �0; B ` ��;�0; A!B ` �0;� f!L�E ora facile de�nire estensioni per il calcolo B. Per ogni calcolo dei sequenti X,diremo XL la versione di X liberalizzata a sinistra, cio�e il calcolo dei sequentiottenuto considerando la forma completa a sinistra delle regole operazionali di X.Pi�u esplicitamente, ad esempio, BL ha gli stessi assiomi e le stesse regole strutturalidi B, e le regole:f 
 L, f &L, f1L, f � L, f&L, f0L,&R, 
R, ? R, &R, �R, >R,fl!L, fl L, fl!U , fl U , R, !R.Notare che gli assiomi? L e 1R rimangono invariati, in quanto assiomi di riessione,che non portano contesto.Per ogni calcolo X, de�niamo XR simmetricamente, liberalizzando a destra. Datopoi che il fatto di liberalizzare a sinistra regole che sono gi�a complete a destra d�aregole complete, il calcolo BLR (che coincide con BRL) si ottiene, per cos�� dire,premettendo f a tutte le regole sui connettivi. Si noti che liberalizzando cutR asinistra si ottiene la regola di taglio nella sua forma completa (full cut):� ` �; A A;�0 ` �0�;�0 ` �;�0 fcutdove invece liberalizzare cutL a sinistra non ha alcun e�etto. fcut �e una regolaammissibile in BL, BR e in tutte le loro estensioni, come dimostrato in [BFS].Le logiche B, BL, BR, BLR sono tutte di tipo lineare, nel senso che non hannole tradizionali regole strutturali di indebolimento e contrazione. Vediamo ora esten-sioni date anche con tali regole strutturali (mentre nel prossimo capitolo verrannoconsiderati modi di estendere B aggiungendo altri tipi di regole strutturali):weakening: �;�0 ` ��;�;�0 ` � wL � ` �0;�� ` �0;�;� wRcontraction: �;�;�;�0 ` ��;�;�0 ` � cL � ` �0;�;�;�� ` �0;�;� cRScriveremo XW per il calcolo ottenuto dal calcolo X aggiungendo le due regole diindebolimento, e allo stesso modo scriveremoXC nel caso si aggiunga la contrazione.Per evitare notazioni troppo lunghe, scriveremo poi XS per il calcolo XWC (che �epoi lo stesso di XCW). 33



Cos��, dato che l'ordine delle estensioni che si ottengono con L, R, S, �e irrilevante, (edato che banalmente la loro ripetizione non avrebbe e�etto), otteniamo il seguentecubo di logiche che estendono B.BLRS BRS����� �����BLS BSBLR BR����� �����BL BMolte di esse equivalgono a logiche note: BLRS �e la logica proposizionale classica,BLS �e la logica intuizionistica, BL �e un sistema per la logica lineare intuizionistica,BLR �e la logica lineare classica (senza esponenziali) e BS corrisponde a un tipo dilogica quantistica. Vedremo meglio tali equivalenze nei prossimi capitoli.A tutte le logiche del cubo si pu�o adattare la procedura di eliminazione dei taglidata per B, come dimostrato in [BFS] e riportato in Appendice A. Alle logichedel quadrato diagonale di vertici B, BS, BLR, BLRS, si estende facilmente ilteorema di simmetria dato per B: delle logiche simmetriche parleremo di�usamentenel prossimo capitolo. Al contrario, le logiche del quadrato BL, BR, BLS, BRSsono asimmetriche: di esse tratteremo nel terzo capitolo.
34



Capitolo 2Logiche simmetriche e traduzioni2.1 Logiche simmetriche2.1.1 Equivalenza della logica del vero con quella del falsoAbbiamo visto, attraverso il principio di riessione, che il calcolo B si pu�o svilup-pare come calcolo del vero e del falso a partire dagli assiomi di base, che a lorovolta si potrebbero ricavare dai soli assiomi su variabili proposizionali p (cf. 1.2.5).Distinguiamo ora due tipi di variabili proposizionali: pv e pf . Sulle variabili pv sicalcoler�a il vero, cio�e si daranno le regole su &, &, !, ?, >; sulle variabili pf sicalcoler�a il falso, cio�e si daranno le regole su 
, �,  , 1, 0. Si ottengono cos�� duelogiche, una simmetrica dell'altra, che chiameremo logica del vero e logica del falso.Esse si possono spiegare una in termini dell'altra, se si spiega il vero in termini delfalso e il falso in termini del vero. Il modo per dire che la formula B �e falsa con ilvero sar�a B falsa � B? veradove (pf )? � pv e �?F � �V , per ogni costante del linguaggio del falso. Ugualmentediremo che A �e vera con il falso ponendoA vera � A? falsadove (pv)? � pf e �?V � �F , per ogni costante del linguaggio del vero. Ne consegueche A?? = A (cio�e che sono la stessa formula) per ogni formula A, della logica delvero o della logica del falso, come si dimostra per induzione sulla complessit�a dellaformula. Indicando con `V il segno di sequente nella logica del vero e con `F ilsegno di sequente nella logica del falso, avremo l'equivalenza fra le due logiche, cio�e:Proposizione 2.1.1 Per ogni coppia �, � di liste �nite di formule nel linguaggiodella logica del vero, vale� `V � se e solo se �? `F �?35



e analogamente vale � `F � se e solo se �? `V �?per ogni coppia �, � di liste �nite di formule nel linguaggio della logica del falso,dove �? �e la lista C?1 ; : : : ; C?n se � �e C1; : : : ; Cn.Dimostrazione. Le due equivalenze si dimostrano in modo analogo, per in-duzione sulla profondit�a della derivazione. Gli assiomi A `V A (rispettivamenteA `F A) vengono scambiati con gli assiomi A? `F A? (rispettivamente A? `V A?)e ogni regola su un connettivo �V (rispettivamente �F ) viene scambiata con la suaregola simmetrica (cf. paragrafo 1.4.1), che riguarda il connettivo �F (�V ). �Mettendo insieme la logica del vero e del falso, cio�e applicando indi�erentementeregole di `V o di `F agli assiomi, si ottiene il sistema B.2.1.2 Il sistema ?B e le sue estensioniConsideriamo ora il sistema di base ?B, cio�e il calcolo di base per logiche simmetri-che. Esso �e stato introdotto per la prima volta in [F ], come calcolo di base da cuiderivare l'ortologica, viene inoltre considerato come calcolo di base per un tratta-mento uniforme della cut-elimination per le logiche simmetriche (cf. [FS2]). Qui loconsidereremo soprattutto come calcolo per le traduzioni delle logiche simmetrichenella logica di base. ?B �e de�nito su un linguaggio dotato di due tipi di variabiliproposizionali pf pve delle costanti logiche 
;�; 1; 0 &;&;?;>cio�e tutte le costanti di B salvo le implicazioni. ?B �e dato da tutte le regole di B,salvo quelle sulle implicazioni, come riassumiamo in tabella.Il sistema ?B eredita da B le propriet�a di simmetria, visibilit�a ed eliminazione deltaglio. Vediamo ora un modo per interpretare la simmetria nel caso di ?B. Side�nisce un operatore, indicato con ?, sulle formule del linguaggio di ?B, ponendo(pf )? � pv (pv)? � pf(A �B)? � A? �? B?dove, per ogni costante logica � sinistra (destra), �? �e la corrispondente costantedestra (sinistra). A?? coincide con A, per ogni formula A, come �e facile dimostrareper induzione sulla complessit�a della formula.36



Tabella 2.1: Calcolo di base ?BAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchRRegole operazionaliB;A ` �B 
A ` � 
 L � ` A;B� ` A &B &RA ` �1 B ` �2A &B ` �1;�2 &L �2 ` B �1 ` A�2;�1 ` B 
A 
R` �1 ` � 1L � `� `? ? R?` ? L ` 1 1RB ` � A ` �B �A ` � � L � ` A � ` B� ` A&B &RA ` �A&B ` � B ` �A&B ` � &L � ` B� ` B �A � ` A� ` B �A �R0 ` � 0L � ` > >RRegole di taglio�1 ` A A;�2 ` ��1;�2 ` � cutL � ` �1; A A ` �2� ` �1;�2 cutR37



Si de�nisce inoltre il sistema simmetrico ?BS, dato dall'estensione di ?B con leregole strutturali di indebolimento e contrazione, o equivalentemente considerandoBS, visto nel paragrafo 1.5, nel linguaggio con due tipi di variabili proposizionalie senza connettivi di implicazione. Vediamo qui che, come nel caso dei calcoli deisequenti per la logica classica, anche nel caso di BS e di ?BS �e su�ciente avere unasola forma (additiva o moltiplicativa) per le regole di congiunzione e disgiunzione,e di conseguenza un solo connettivo per la congiunzione (che indicheremo con &) eun solo connettivo per la disgiunzione (che indicheremo con _). Infatti, sono validein BS e ?BS le seguenti derivazioni:� ` A � ` B�;� ` A
B 
R� ` A
B cLcon cui si vede che la regola moltiplicativa a destra 
R, assieme alla contrazione,simula la regola additiva a destra;A;B ` �A&B;A ` � f&LA&B;A&B ` � f&LA&B ` � cLin cui si vede che la regola moltiplicativa a sinistra f&L, valida in B (cf. 1.4.4) equindi in BS, con la contrazione, simula la regola moltiplicativa a sinistra;�1 ` A�1;�2 ` A wL �1 ` B�1;�2 ` B wL�1;�2 ` A&B &Rin cui si vede che la regola additiva a destra &R, assieme all'indebolimento simulala regola moltiplicativa a destra; e in�neA ` �A;B ` � wLA
B ` � 
Ldove la regola moltiplicativa a sinistra 
L con l'indebolimento simula la regolaadditiva a sinistra. Istanziando opportunamente i � delle derivazioni precedenti, siottiene anche l'uguaglianza A 
 B = A&B, per ogni coppia di formule A, B. Siprocede simmetricamente per ottenere il caso delle disgiunzioni. �E dunque su�cienteconsiderare la sola formulazione additiva, per le regole di ?BS, le cui regole sonodate nella successiva tabella. Si omettono inoltre, in ?BS, le regole sulle costanti.Le regole strutturali di indebolimento e contrazione identi�cano costanti logichedella logica del vero con costanti logiche della logica del falso. Questo cancella ladistinzione dei connettivi in destri e sinistri ottenuta con il principio di riessione;38



Tabella 2.2: Calcolo ?BSAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchR�;�0 ` ��;�;�0 ` � wL � ` �0;�� ` �0;�;� wR�;�;�;�0 ` ��;�;�0 ` � cL � ` �0;�;�;�� ` �0;�;� cRRegole operazionaliB ` � A ` �B _A ` � � L � ` A � ` B� ` A&B &RA ` �A&B ` � B ` �A&B ` � &L � ` B� ` B _A � ` A� ` B _A �RRegole di taglio�1 ` A A;�2 ` ��1;�2 ` � cutL � ` �1; A A ` �2� ` �1;�2 cutR
39



poich�e per�o l'identi�cazione delle costanti avviene per coppie simmetriche (la coppia(
;&) �e simmetrica della coppia ( &;�), e la coppia (1;>) �e simmetrica della coppia(?; 0)) non va perduta la simmetria della tabella delle regole. Questo permette chela de�nizione dell'operatore ?, data per formule di ?B, sia una buona de�nizioneanche in ?BS. Otterremo semplicemente:&? � � �? � &>? � 0 0? � >Per i sistemi ?B e ?BS si ottiene dunque il seguente teorema di simmetria, cheviene anche citato come principio di \ipping" (\swapping"), ed �e fondamentale perl'eliminazione del taglio in ortologica (cf. [F]) e, in generale, nelle estensioni di ?B(cf. [FS2]); qui applicheremo tale principio per l'eliminazione dei tagli in ?BS e nelsistema da esso derivato #?BS, che vedremo in seguito.Teorema 2.1.2 Per ogni coppia di liste �nite di formule �;�� `?B � se e solo se �? `?B �?e � `?BS � se e solo se �? `?BS �?con una derivazione della stessa struttura.Dimostrazione. Di nuovo, l'equivalenza si dimostra per induzione sulla profon-dit�a della derivazione. Data una prova di � ` �, si ottiene la prova corrispondenteper �? ` �? sostituendo gli assiomi A ` A con gli assiomi A? ` A? (in particolare,in ogni formula A, i letterali pv risultano sostituiti con i letterali pf , e viceversa);si sostituisce poi, come nel teorema di simmetria per B, ogni regola con la suasimmetrica. �Si noti che il teorema di simmetria per B �e un corollario del precedente, ottenutoconsiderando uguali le variabili proposizionali pv e pf . Il segno ? permette ulterior-mente, nel caso di ?B, di spiegare il vero in termini di falso, e viceversa, all'internodel sistema stesso. Infatti, l'asserzione A ` B, letta come A vera comporta B vera,equivale a B? ` A?, cio�e B? vera comporta A? vera, cio�e B falsa comporta Afalsa. In termini pi�u pratici, ? �e un modo per trattare premesse come conclusioni eviceversa: dato che esso viene a identi�care due modi di scrivere uno stesso legame(quello della logica del vero con quello della logica del falso), lo considereremo comeuna modalit�a, e le regole che lo riguardano saranno regole strutturali. Il teorema disimmetria assume appunto il ruolo di una \metaregola" per il segno ?. In ?B valedunque la seguente regola strutturale su ?:� ` ��? ` �?40



Si possono considerare inoltre alcune regole strutturali sulla modalit�a ?, che per-mettono di identi�care altri sequenti di ?B e ?BS fra loro, dando luogo quindiad estensioni di tali calcoli. Le seguenti sono chiamate regole di \trasporto" e di\separazione" e sono state introdotte in [F] per poter esprimere rispettivamente laortologica come estensione di ?BS e la logica proposizionale classica come estensionedella ortologica. � ` ��;�? ` tL � ` �` �?;� tR�;� `� ` �? sepL ` �;��? ` � sepRSono possibili cos�� varie estensioni di ?B, oltre a ?BS. Elenchiamo le logiche ot-tenute a partire da ?B nel seguente teorema, la cui dimostrazione �e contenuta in[F]:Teorema 2.1.3 Il sistema simmetrico B ammette le seguenti estensioni simmetri-che:� ?BS, che chiameremo anche ortologica di base, e che equivale alla logica quan-tistica paraconsistente di [DCG];� ?BS + regole strutturali di trasporto, che scriveremo ?O, e che equivale allaortologica;� ?BS + regole strutturali di separazione, che equivale a ?BS stessa;� ?BS + regole strutturali di trasporto e separazione, che scriveremo ?C, e cheequivale alla logica proposizionale classica;� ?B + regole strutturali di trasporto, che scriveremo ?OL, e che equivale allaortologica lineare;� ?B + regole strutturali di separazione, che equivale a ?B stessa;� ?B + regole strutturali di trasporto e separazione, che scriveremo ?L, e cheequivale alla logica lineare classica proposizionale senza esponenziali;Considereremo inoltre la seguente coppia simmetrica di regole strutturali, st� ` �;�0�;�? ` �0 stL �0;� ` ��0 ` �?;� stR41



Avere la coppia di regole st equivale ad avere separazione e trasporto insieme. In-fatti, ad esempio, stL �e derivabile come segue:� ` �;�0�;�?;�0? ` tL�;�? ` �0 sepLo con una analoga derivazione che sfrutta sepR e tR. Viceversa, le regole t si ricavanodalle regole st, ponendo �0 e �0 uguali a vuoto, le regole sep si ricavano dalle regolest ponendo � e � uguale a vuoto. Le regole st, dunque, danno luogo ai seguentisistemi per la logica classica lineare e per la logica classica:L0 � B + regole st C0 � BS + regole stQueste due equivalenze si possono dimostrare in modo simile. Vediamo qui neidettagli il caso non lineare, dato che �e quello pi�u importante per ottenere poi risultatisu logiche quantistiche. Dimostriamo per prima cosa il seguente lemma:Lemma 2.1.4 In ?C0 sono valide le seguenti regole di LK:� ` �; A A;�0 ` �0�;�0 ` �;�0 fcut�; A ` ��; A&B ` � f&L �; B ` ��; A&B ` � f&L � ` A;�� ` A _ B;� f _R � ` B;�� ` A _B;� f _ R�; A ` � �; B ` ��; A _B ` � f _ L � ` A;� � ` B;�� ` A&B;� f&RDimostrazione. Deriviamo ad esempio la regola f _L, usando la sua forma pura_L e le regole strutturali st.�; A ` �A ` �?;� stR �; B ` �B ` �?;� stRA _ B ` �?;� _L�; A _ B ` � stLLa derivazione delle altre regole complete �e del tutto simile. Ricordiamo per�o chele regole complete f&L e f _ R possono essere derivate anche senza regole st, pertaglio, gi�a nel calcolo di base B, come visto nel lemma 1.4.4. �De�niamo ora la seguente interpretazione delle formule del linguaggio di ?C0 nelleformule del linguaggio di LK:I(pv) � p I(pf ) � :p I(A �B) � I(A) � I(B)42



per ogni connettivo binario �.Viceversa, consideriamo la seguente interpretazione delle formule di LK (in un lin-guaggio senza implicazione) nelle formule di ?C0:J(p) � pv J(:A) � (J(A))? J(A �B) � J(A) � J(B)per ogni connettivo binario �.�E ora facile dimostrare l'equivalenza.Proposizione 2.1.5 I sistemi ?C0 e LK sono equivalenti, cio�e valgono le seguentiequivalenze: � `?C0 �, I(�) `LK I(�)e � `LK �, J(�) `?C0 J(�)Dimostrazione. �E immediato vedere che I(J(A)) = A, per ogni formula classica,e che J(I(A)) = A, per ogni formula di ?C0. Allora, per ottenere le equivalenze, �esu�ciente provare: � `?C0 �) I(�) `LK I(�)e � `LK �) J(�) `?C0 J(�)Per dimostrarle, �e su�ciente notare che le regole strutturali st corrispondono all'in-troduzione a sinistra e a destra del connettivo per la negazione :, e inoltre, per laseconda, applicare il lemma appena visto. �In modo analogo si pu�o dimostrare l'equivalenza di L0 con un calcolo a due partiper la logica lineare classica.La logica classica e lineare classica si possono dunque esprimere con la sola aggiuntadi regole strutturali alla logica di base. Tale risultato era stato ottenuto anchenel capitolo primo, con i sistemi BLR per la logica lineare classica e BLRS perla logica classica, ma in modo imperfetto: L ed R non sono regole strutturali delcalcolo dei sequenti, ma soltanto \ricette" per intervenire sulla struttura. Regolestrutturali corrispondenti a tali \ricette", inoltre, si avranno, molto probabilmente,non per sequenti, ma per sequenti nidi�cati. La soluzione qui data con il calcolosimmetrico ?B ha un ulteriore vantaggio: pu�o esprimere anche logiche simmetricheintermedie fra ?B e la logica classica (logiche quantistiche), come abbiamo visto nelteorema 2.1.3. Essa per�o ha un prezzo: escludere a priori le logiche asimmetriche(intuizionistiche), che si possono invece esprimere a partire da B, tramite L e R,come �e stato visto nel primo capitolo. 43



2.2 Traduzioni2.2.1 Espressione della logica classica e lineare classica neisistemi simmetrici di baseAbbiamo appena visto come si possano identi�care asserzioni, espresse in sequentie corrispondenti a diversi modi di tradurre gli stessi legami metalinguistici, tramitemodalit�a e regole strutturali, nel caso del sistema ?B e delle sue estensioni. Inparticolare, le regole strutturali st identi�cano � ` A;� con �; A? ` �. Facendoun passo ulteriore, condizioniamo tale identi�cazione all'essere A di un certo tipo diformule, che chiamiamo \formule trasportabili", e che indichiamo con il pre�sso #.Una formula trasportabile #A ha la propriet�a di poter essere trasportata da sinistraa destra del sequente, e viceversa, lasciando �ssi i contesti, anche all'interno dellalogica di base. Per formule trasportabili valgono cio�e le regole:� ` #�;��; #�? ` � #stL �; #� ` �� ` #�?;� #stRCome nel caso delle regole di indebolimento e contrazione, espresse in logica li-neare solo per formule con esponenziali, otteniamo cos�� regole st esprimibili in ?B.Come nel caso appena visto della modalit�a ?, anche la modalit�a # si pu�o introdurretramite variabili proposizionali primitive e la de�nizione di un operatore opportuno.De�niamo quindi il sistema #?B come segue. Consideriamo un linguaggio in cui cisono, oltre ai connettivi di ?B, quattro tipi di variabili proposizionali: pv, pf , qv,qf . De�niamo ora un operatore unario # sulle formule come segue:#pv � qv; #pf � qf ; #qv � qv; #qf � qf ;Inoltre, estendiamo la de�nizione dell'operatore ?, gi�a de�nito nel caso di ?B, po-nendo: (qv)? � qf (qf)? � qv:Date tali de�nizioni, si ottiene:Proposizione 2.2.1 Per ogni formula A, valgono le uguaglianze:A?? = A; ##A = #A; (#A)? = #(A?)Dimostrazione. La prova si ottiene per induzione sulla complessit�a di A, no-tando che valgono: x?? = x; ##x = #x; (#x)? = #(x?)per ogni variabile proposizionale x, di qualsiasi tipo. �44



Si noti che, essendo l'operatore # idempotente e non nilpotente come ?, le formulecostituite dai letterali qv e qf , cio�e le formule precedute da #, sono un sottoinsiemeproprio dell'insieme di tutte le formule. Per questo ha senso de�nire qualcosa soloper formule con #. Si de�niscono quindi il calcolo #?B, e il suo analogo non lineare,#?BS, come nelle successive tabelle.Per #?B e #?BS si possono dimostrare i seguenti teoremi di struttura:Teorema 2.2.2 Per ogni coppia di liste �nite di formule �;� valgono le equivalenze� `#?B � se e solo se �? `#?B �?� `#?BS � se e solo se �? `#?BS �?inoltre valgono le seguenti implicazioni:se � `#?B � allora #� `#?B #�se � `#?BS � allora #� `#?BS #�Dimostrazione. Le due equivalenze si provano come nel lemma 2.1.2; le due im-plicazioni, analogamente, si dimostrano per induzione sulla profondit�a della derivazione.Data una prova di � ` �, si ottiene la prova corrispondente per #� ` #� sostituendogli assiomi A ` A con gli assiomi #A ` #A (quindi, in ogni formula A, i letterali pvrisultano sostituiti con i letterali qv, e i letterali pf con i letterali qf), e applicandopoi esattamente le stesse regole. �In #?B e #?BS valgono dunque le seguenti regole:� ` ��? ` �?� ` �#� ` #�Si pu�o provare inoltre un analogo del lemma2.1.4. Anche qui, esplicitiamo il risultatonel caso non lineare, la dimostrazione nel caso lineare sar�a analoga.Lemma 2.2.3 In #?BS valgono le seguenti regole:� ` #�; A A;�0 ` �0�;�0 ` #�;�0 #cutL � ` �; A A; #�0 ` �0�; #�0 ` �;�0 #cutR�; A ` ��; A&B ` � f&L �; B ` ��; A&B ` � f&L � ` A;�� ` A _ B;� f _R � ` B;�� ` A _B;� f _ R#�; A ` � #�; B ` �#�; A _B ` � # _ L #� ` A;� #� ` B;�#� ` A&B;� #&R45



Tabella 2.3: Calcolo di base #?BAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchR� ` �;�0�; #�? ` �0 #stL �;�0 ` ��0 ` #�?;� #stRRegole operazionaliB;A ` �B 
A ` � 
 L � ` A;B� ` A &B &RA ` �1 B ` �2A &B ` �1;�2 &L �2 ` B �1 ` A�2;�1 ` B 
A 
R` �1 ` � 1L � `� `? ? R?` ? L ` 1 1RB ` � A ` �B �A ` � � L � ` A � ` B� ` A&B &RA ` �A&B ` � B ` �A&B ` � &L � ` B� ` B �A � ` A� ` B �A �R0 ` � 0L � ` > >RRegole di taglio�1 ` A A;�2 ` ��1;�2 ` � cutL � ` �1; A A ` �2� ` �1;�2 cutR46



Tabella 2.4: Calcolo #?BSAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchR�;�0 ` ��;�;�0 ` � wL � ` �0;�� ` �0;�;� wR�;�;�;�0 ` ��;�;�0 ` � cL � ` �0;�;�;�� ` �0;�;� cR� ` �;�0�; #�? ` �0 #stL �;�0 ` ��0 ` #�?;� #stRRegole operazionaliB ` � A ` �B _ A ` � � L � ` A � ` B� ` A&B &RA ` �A&B ` � B ` �A&B ` � &L � ` B� ` B _A � ` A� ` B _A �RRegole di taglio�1 ` A A;�2 ` ��1;�2 ` � cutL � ` �1; A A ` �2� ` �1;�2 cutR
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Dimostrazione. Deriviamo ad esempio la regola # _ L, usando la sua forma _Le le regole strutturali #st.#�; A ` �A ` #�?;� stR #�; B ` �B ` #�?;� stRA _B ` #�?;� _L#�; A _B ` � #stLLa derivazione di f&L e di f _ R si pu�o fare per taglio, gi�a nel calcolo di base B,come visto nel lemma 1.4.4. A maggior ragione dunque le stesse regole valgono nelcaso di contesti con #. ��E ora facile de�nire l'immersione di ?L0 in #?B e di ?C0 in #?BS. Come al solito,si possono dare le de�nizioni attraverso una variabile � per connettivi binari. Talede�nizione si adatta sia al caso lineare sia a quello non lineare. De�niamo prima ditutto una mappa dimenticante (�)0 , da formule nel linguaggio di #?B e #?BS informule del linguaggio di ?L0 e ?C0, ponendo(pv)0 � pv (pf )0 � pf (qv)0 � pv (qf)0 � pfe (A �B)0 � A0 �B0La funzione cos�� de�nita mappa ogni formula non modale in s�e e le formule #A inA, cio�e dimentica la modalit�a #. Viceversa, si de�nisce una traduzione � di formulenel linguaggio lineare o classico di ?L0 e ?C0 in formule nel linguaggio con modalit�a,con le clausole: �(pv) � qv �(pf) � qfe �(A �B) � �(A) � �(B):Tale traduzione mappa la formula A nella formula #A. Si osservi che (�A)0 � A perogni formula A.Con queste de�nizioni, si pu�o provare come segue che la logica classica, espressa dalsistema ?C0, e la logica lineare classica, espressa dal sistema ?L0, si immergono nellalogica di base data dai sistemi #?BS e #?B, rispettivamente.Teorema 2.2.4 Date le liste �nite di formule �, �, nel linguaggio lineare o classico,valgono le equivalenze � `?L0 � se e solo se �� `#?B ��� `?C0 � se e solo se �� `#?BS ��48



Dimostrazione. Si pu�o dimostrare, per induzione sulla derivazione, estendendoil risultato visto nel lemma 2.2.2, che sono valide le seguenti implicazioni:� `?L0 �) �� `#?B ��� `?C0 �) �� `#?BS ��Infatti, per i sequenti derivati senza l'uso delle regole st vale il risultato del lemma2.2.2, mentre le regole st di ?L0, ?C0, vanno semplicemente sostituite con le regole#st di #?B e #?BS. Inoltre, valgono anche le seguenti:� `#?B �) �0 `?L0 �0� `#?BS �) �0 `?C0 �0come �e immediato veri�care, dato che ogni regola della logica di base �e una regolavalida in logica lineare o classica. Applicando queste ultime implicazioni alle pre-messe �(�) ` �(�), dato che (�A)0 = A per ogni formula A nel linguaggio di di?L0 e di ?C0, si ricavano le due implicazioni opposte, e quindi si ottengono le dueequivalenze cercate. �Con questo risultato abbiamo provato che la logica classica si pu�o immergere nel-l'ortologica di base, o logica quantistica paraconsistente; o meglio, si vede che ledue logiche coesistono all'interno del sistema #?BS: una lavorer�a solo sulle variabilidi tipo p, l'altra anche sulle variabili di tipo q. De�nendo la modalit�a # tramiteun operatore, abbiamo potuto evitare regole di introduzione di # come connettivounario (per intendersi: regole come quelle che introducono gli esponenziali in logicalineare). Questo permette di de�nire il comportamento delle formule con # (le for-mule \classiche", per intendersi) tramite le sole regole strutturali #st. Le formule ditipo #A, quindi, sono caratterizzate solo dal fatto di poter essere trattate con regolediverse, senza il bisogno di confrontarle con formule \standard". Si noti anzi che in#?BS vale il seguente:Proposizione 2.2.5 In #?BS non sono provabili n�e #A ` A per ogni A, n�e A ` #Aper ogni A.Dimostrazione. Se ad esempio fosse provabile #A ` A per ogni A, lo sarebbeanche A? ` #A? per ogni A, cio�e sarebbe provabile anche B ` #B per ogni B, datoche ogni B �e A? per qualche A. Ma allora sarebbe provabile anche A = #A per ogniA, che �e falso, perch�e i tipi p e q delle variabili proposizionali sono diversi. �2.2.2 Traduzione della logica classica nell'ortologica e del-l'ortologica nell'ortologica di baseAbbiamo accennato, nel teorema 2.1.3, al fatto che l'ortologica di base #BS ammette,fra le sue estensioni, il sistema ?O per la ortologica, dato da?O � ?BS + regole t49



A sua volta, ?O si estende al sistema ?C per la logica classica, come segue:?C � ?O + regole sep = ?BS + regole t + regole sepCon la stessa tecnica usata per l'immersione di ?C0 in ?BS, vista nel paragrafoprecedente, si possono immergere ?C in ?O e ?O in ?BS. Basta dare le regole t esep condizionandole a modalit�a. Si considerano cio�e le regole� ` #2��; #2�? ` #2tL #2� ` �` #2�?;� #2tR�; #1� `� ` #1�? #1sepL ` #1�;�#1�? ` � #1sepRe si possono de�nire quindi i sistemi#2?BS � ?BS + regole #2te #1?O � ?O + regole #1sepdove le modalit�a #1 e #2, in entrambi i sistemi, si possono di nuovo introdurre comeoperatori su formule, basandosi su variabili proposizionali di tipi diversi. De�nite#1 e #2, si possono de�nire le mappe�1 : ?C! #1?Oe �2 : ?O! #2?BSche mappano formule A in formule #1A e #2A rispettivamente. Nella direzione op-posta, si de�niscono le mappe dimenticanti. Si ottengono cos�i le immersioni di ?Cin #1?O e di ?O in #2?BS. Non ripetiamo qui il procedimento, che risulterebbeuguale a quello descritto nel paragrafo precedente. Sarebbe pi�u interessante il prob-lema della composizione di �1 e �2, per trovare di nuovo una traduzione della logicaclassica nell'ortologica di base. Il problema presenta dei punti delicati e si lascia perora in sospeso.2.2.3 Traduzione della logica classica nella logica lineareclassica e dell'ortologica di base nella logica di baseL'idea delle modalit�a ottenute attraverso operatori e tipi di variabili proposizionalidiversi pu�o essere applicata anche per ottenere traduzioni di logiche non lineari inlogiche lineari, cio�e della logica classica nella logica lineare classica e di ?BS in ?B.50



�E quindi su�ciente considerare un linguaggio dotato dei letterali pv, pf , qv, qf , sucui si de�nisce un operatore unario # come gi�a fatto per #:#pv � qv; #pf � qf ; #qv � qv; #qf � qf ;mentre la de�nizione sui connettivi lineari �e la seguente:#(A
B) � #A
#B #(A &B) � #A &#B#1 � 1 # ?�?#(A&B) � #A
#B #(A�B) � #A &#B#> � 1 #0 �?Le formule #A sono quelle che soddisfano indebolimento e contrazione, cio�e le regole� ` ��;#� ` � #wL � ` �� ` �;#� #wR�;#�;#� ` ��;#� ` � #cL � ` �;#�;#�� ` �;#� #cRSi possono quindi de�nire i sistemi#?B � ?B + regole #w + regole #ce #?L0 � ?L0 + regole #w + regole #ce in tali sistemi immergere la logica lineare classica e la logica classica, rispettiva-mente. Otteniamo quindi le immersioni� : ?BS! #?Be � : ?C0 ! #?L0date ponendo �(pv) � qv �(pf) � qf�(A&B) � �(A)
 �(B) �(A _B) � �(A) &�(B)e possiamo de�nire le funzioni dimenticanti con(pv)0 � (qv)0 � pv (pf )0 � (qf)0 � pfe (A
B)0 � (A&B)0 � A0&B0 (A &B)0 � (A�B)0 � A0 _B0per cui vale (�A)0 � A, per ogni formula A del linguaggio non lineare. �E facile alloraprovare la proposizioneProposizione 2.2.6 Valgono le seguenti equivalenze:� `?BS � se e solo se #� `#?B #�� `?C0 � se e solo se #� `#?L0 #�51



2.2.4 Prova di eliminazione dei tagli per ?BS e #?BSLa discussione che segue della procedura di cut-elimination per tali sistemi utilizzala caratteristica di visibilit�a delle regole del calcolo, de�nita in 1.4.2, che ?BS e#?BS ereditano da B, e che permette la prova di eliminazione dei tagli per la logicadi base (cf. [BFS]). Inoltre, la prova si basa sulla tecnica di \swap", introdotta in[F] per il caso dell'ortologica, che �e resa possibile dalla simmetria del calcolo. Essaconsiste nel considerare, al posto della derivazione.... �� ` �la sua simmetrica .... �?�? ` �?In�ne, la prova seguente non considera le regole di contrazione e scambio, in quantosi fa l'ipotesi che nei sequenti compaiano insiemi �niti e non liste �niteTeorema 2.2.7 Ogni derivazione in ?BS si trasforma in una derivazione in cuicutL e cutR non compaiono.Dimostrazione. La dimostrazione consiste, come al solito, nel vedere che unaregola di taglio applicata come ultima regola di una derivazione senza tagli si pu�oeliminare. Questo a sua volta si dimostra per induzione sul grado e sul rango. Il casodi rango 2 non viene riportato. Per il caso di rango maggiore di 2, basta controllareche nel sottoalbero di derivazione:.... �1�1 ` A .... �2�2; A ` �2�2;�1 ` �2 cutLAl'applicazione di cutLA si pu�o sollevare �no a dove A viene introdotta. Infatti, in.... �1�1 ` A A ` �n2�1 ` �n2 cutAcutA si pu�o considerare un'applicazione di cutR,e dunque la discussione si riduce alcaso di cutR, cio�e: .... �1�1 ` A;�1 .... �2A ` �2�2 ` �1;�2 cutRAche �e semplicemente il caso simmetrico a quello di cutL.52



Vediamo ora come cutL si possa alzare lungo �2. Consideriamo l'ultima regola di�2. Se si tratta di una qualsiasi regola a destra ?R (&R, _R, wR, stR), si possonoscambiare le applicazioni di cutL e ?R, ottenendo:�1 ` A A;�2 ` �02�2;�1 ` �02 cutL�2;�1 ` �2 ?RSe l'ultima regola �e wL, cio�e se �2 termina con:.... �02�02 ` �2A;�2�2 wLsi pu�o evitare l'applicazione di cutL, con la derivazione:.... �2�02 ` �2�1;�2�2 wLSe l'ultima regola �e stL, si distinguono pi�u casi. La principale distinzione �e laseguente:� A non proviene da destra,� A proviene da destra.Nel primo caso, si solleva cutLA sopra stL. Nel secondo caso, si fa un'ulterioredistinzione:� A non appare a sinistra nella premessa di stL,� A appare a sinistra nella premessa di stL.Nel primo caso, abbiamo �1 ` A �02;` A?;�02�2; A ` �2 stL�2;�1 ` �2che viene convertita in �1 ` A .... swapA;�?2 ` �?2�1;�?2 ` �?2 cutLA.... swap�2 `;�?1 �2�2;�1 ` �2 stL53



Nel secondo caso, abbiamo �1 ` A �02; A ` A?;�02 ?�2; A ` �2 stL�2;�1 ` �2e bisogna andare a vedere che regola �e ?. Si noti che, quando la conclusione �e del tipo�02; A ` A?;�02 non sono state applicate stL or stR su A o A?. Quindi ? appartienea una delle due seguenti classi di regole:� applicazioni di stL, stR, wL e wR, che non spostano o introducono A e A?� applicazioni di wL or wR che introducono A o A?, rispettivamente, o regoleper connettivi che introducono A a sinistra o A? a destra.Per quanto riguarda le regole della prima classe, �e conveniente spezzare in duel'applicazione di stL, ottenendo la seguente:�002; A ` A?;�002�002; A ` �002 stL�02; A ` �02 ?�2; A;` �2 stLOra si pu�o alzare l'applicazione del taglio sopra ? �no alla regola stL pi�u in alto,come si �e gia visto per il caso principale dell'induzione, ottenendo:�1 ` A �2"; A ` A?;�2" ?0�2"; A ` �2" stL�2";�1 ` �2" cutLAdove ?0 appartiene alla prima o alla seconda classe.Supponiamo dunque di essere arrivati a una regola della seconda classe, dopo npassi. Ci sono quattro possibilit�a:Se ? �e wR, si evita di introdurre A? per indebolimento, in modo da far scomparirel'applicazione di stL immediatamente sotto.Se ? �e wL, cio�e se abbiamo:�1 ` A �n2 ` A?;�n2�n2 ; A ` A?;�n2 wL(A [ �)�n2 ; A ` �n2 stL�n2 ;�1 ` �n2 cutLA54



si evita wL e si applica il taglio come segue:�1 ` A .... swapA;�(n+1)2 ` �(n+1)2�1;�(n+1)2 ` �(n+1)2 cutLAe quindi si pu�o applicare di nuovo uno \swap", applicare wL per le formule restanti� e in�ne stL a �1.Se ? �e una regola unaria o binaria che introduce un connettivo a destra, abbiamo:�1 ` A �n2 ; A ` Bi�n2 ; A ` A? �R�n2 ; A ` stL�n2 ;�1 `che si riduce come segue:�1 ` A �n2 ; A ` Bi�n2 ;�1 ` Bi cutLA�n2 ;�1 ` A? �R .... swapA? ` �?1�n2 ;�1 ` �?1�n2 ;�1 ` stL cutLA?Se ? �e una regola unaria o binaria che introduce un connettivo a sinistra, abbiamo:�1 ` A Bi ` A?;�n2A ` A?;�n2 �LA ` �n2 stL�1 ` �n2 cutLAche si riduce come segue: �1 ` A .... swapA;�n?2 ` B?i�1;�n?2 ` B?i cut1A�1;�n?2 ` A? (�L)?.... swap�1 ` A A ` �?1 ;�n2�1 ` �?1 ;�n2�1 ` �n2 stLdove (�L)? �e la regola simmetrica di �L. �Nel caso di #?BS l'eliminazione del taglio richiede un'ulteriore procedura, permessadai due lemmi seguenti. 55



Lemma 2.2.8 Se il sequente � ` #� si deriva con una prova senza tagli in #?BS,esiste una prova senza tagli �0 tale che la seguente sia una derivazione di � ` #�,per un opportuno � .... �0#�0 ` #�� ` #� wL(�)Dimostrazione. Se � ` #� �e un assioma #A ` #A, siamo gi�a a posto; negli altricasi troveremo �0 e � per induzione sulla derivazione di � ` #� dalla sua premessa�0 ` �0.Se l'ultima regola �e �R, allora �i = �, #� = #A e dunque �0i = #Bi; si ottiene cos��� ` #Bi, che, per ipotesi induttiva, �e derivabile come segue:.... �0#�0 ` #B� ` #B wL(�)Abbiamo allora: .... �0#�0 ` #B#�0 ` #Bi �R#�0 ` #A wL(�)Se l'ultima regola �e �L, allora �0i = #�, � = C da cui �0i = Di, cosicch�e �0i ` �0i�e Di ` #�. Allora, per ipotesi induttiva, Di �e #Ei per qualche formula Ei, dove#Ei ` #� si deriver�a con prova senza tagli �0. Allora �0 seguita da �L �e ci�o chevolevamo.Se l'ultima regola �e #stR, allora �0 = #�00, dato che esso �e incluso in #�, quindi siapplica l'ipotesi induttiva, ottenendo la derivazione.... �0#�00 ` #�00#�0 ` #�� ` #� wL(�) #stRSe l'ultima regola �e #stL, esiste #�00 tale che �0 = #� [ #�00, � = �0 [ #�00?. Siapplica quindi l'ipotesi induttiva e si ottiene la derivazione.... �0#�00 ` #� [ #�00#�00 [ #�00 ` #�� ` #� wL(�) #stL56



Se l'ultima regola �e wR(#�00), allora �0 �e #� e si ottiene:.... �0#�00 ` #�#�0 ` #�� ` #� wL(�) wR(#�00)Se l'ultima regola �e wL(�1), si ottiene.... �0#�00 ` #�� ` #� wL(�1 [ �) �Di conseguenza vale il seguente lemma:Lemma 2.2.9 Ogni derivazione che si conclude cos��:.... �1�1 ` #A .... �2#A;�2 ` �2�1;�2 ` �2 cutL#Asi pu�o trasformare in una derivazione che si conclude cos��:.... �01#�01 ` #A .... �2#A;�2 ` �2#�01;�2 ` �2�1;�2 ` �2 wL(�) cutL#ADimostrazione. Si applica il lemma precedente a �1 e quindi si scambia l'appli-cazione della regola di taglio con l'applicazione di wL(�). �Ora si pu�o provare l'eliminazione del taglio per #?BS:Corollario 2.2.10 Ogni derivazione in #?BS si pu�o trasformare in una derivazionesenza tagli.Dimostrazione. Per eliminare un taglio che compaia nella seguente forma:.... �1�1 ` #A .... �2#A;�2 ` �2�1;�2 ` �2 cutl#Asi applica il lemma precedente e poi la procedura di eliminazione dei tagli per ?BS.� 57



Capitolo 3Logiche asimmetricheCome si �e visto nel paragrafo 1.5, si ottengono estensioni della logica di base ag-giungendo contesti a sinistra o a destra alle regole di B. Si ottengono cos�� i calcoliBL e BR. Il calcolo BL �e riassunto in tabella, BR �e il suo esatto simmetrico, cio�eil calcolo le cui regole sono le regole simmetriche a quelle di BL. Poich�e BL non �esimmetrico, BR �e diverso da BL; si pu�o per�o provare su BR esattamente ci�o chesi prova su BL, scambiando i connettivi sinistri con quelli destri. Si osservi cheesprimere sia BL che BR �e utile per poter poi dare il calcolo BLR, che soddisfatutto ci�o che �e soddisfatto o in BL o in BR, mentre B soddisfa tutto ci�o che �esoddisfatto sia in BL che in BR. In questo modo si ottiene la logica lineare classicacome \estremo superiore" di due sistemi intuizionistici, mentre B si pu�o concepirecome il corrispondente \estremo inferiore". Tutto questo pu�o essere ripetuto ancheper i sistemi non lineari BS, BLS, BRS, BLRS.3.1 Il calcolo lineare intuizionista BL3.1.1 Principi di riessione per BLVogliamo giusti�care anche le regole di BL per mezzo di principi di riessione.Possiamo dimostrare che le regole di BL corrispondono, nel senso gi�a spiegato nelprimo capitolo, alle seguenti equivalenze fra giudizi, ottenute aggiungendo il contestoa sinistra �, dove esso non era presente, ai principi di riessione di B. Si vengonocos�� a considerare anche asserzioni del tipo �; A ` �, contenenti due parametri. Peril caso delle implicazioni, non considereremo sequenti nidi�cati, ma le equivalenzevalide in B, cui si aggiunger�a il contesto � a sinistra.Principi di Riessione per BL�; B;A ` � se e solo se �; B 
A ` � � ` A;B se e solo se � ` A &B58



Tabella 3.1: Calcolo BLAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchRRegole operazionali�; B;A ` ��; B 
A ` � f 
 L � ` A;B� ` A &B &R�1; A ` �1 �2; B ` �2�1;�2; A &B ` �1;�2 f &L �2 ` B �1 ` A�2;�1 ` B 
A 
R� ` ��; 1 ` � f1L � `� `? ? R?` ? L ` 1 1R�; B ` � �; A ` ��; B �A ` � f � L � ` A � ` B� ` A&B &R�; A ` ��; A&B ` � �; B ` ��; A&B ` � f&L � ` B� ` B �A � ` A� ` B �A �R�; 0 ` � f0L � ` > >R�; B ` A�; B A ` fl L �; A ` B� ` A!B fl!R� ` A �0; B ` ��;�0; A!B ` � fl!L � ` B �0; A `�;�0 ` B A fl R���� �; C ` D �0; A ` B�;�0; C B ` D A fl URegola di taglio�1 ` �1; A A;�2 ` �2�1;�2 ` �1;�2 fcut59



�; B ` � �; A ` � se e solo se �; B�A ` � � ` A � ` B se e solo se � ` A&B�; B ` A se e solo se �; B A ` �; A ` B se e solo se � ` A!B� ` � se e solo se �; 1 ` � � `; se e solo se � `?�; A ` � se e solo se �; A ` � �; 0 ` � � ` B se e solo se � ` B � ` >�E immediato veri�care che ai principi di riessione dati sopra corrispondono le regoledi formazione di BL, cio�e:�; B;A ` ��; B 
A ` � f 
 L �; B ` � �; A ` ��; B �A ` � f � L �; B ` A�; B A ` fl L�; 0 ` � f0L � ` ��; 1 ` � f1Lper la logica del falso, e� ` A;B� ` A &B &R � ` A � ` B� ` A&B &R �; A ` B� ` A!B fl!R� `� `? ? R � ` > >Rper la logica del vero.Per quanto riguarda le regole di riessione, la presenza di uno o due parametri non fadi�erenza, come vediamo nel seguente lemma, che �e enunciato su schemi contenentila variabile � per il segno e le variabili �V e �F per i corrispondenti connettivi.L'istanziazione precisa di tali variabili �e per�o possibile solo nel caso dei segni \;" e\;", lasciamo aperto il problema nel caso delle implicazioni.Lemma 3.1.1 Sono equivalenti:� Le regole di riessione a un parametroA �F B ` �A �B ` � � ` A �V B� ` A �B� Gli assiomi di riessioneA �B ` A �F B A �V B ` A �B60



� Le regole di riessione a due parametri�; A �F B ` ��; A �B ` � � ` A �V B;�� ` A �B;�Dimostrazione. �E su�ciente dimostrare l'equivalenza delle ultime due, dato chel'equivalenza delle prime due �e stata gi�a provata in 1.2.1 e 1.2.2. Supponiamo chesiano validi gli assiomi di riessione, allora le regole di riessione a due parametri siderivano come segue:A �B ` A �F B �; A �F B ` ��; A �B ` � cutL � ` A �V B;� A �V B ` A �B� ` A �B;� cutRViceversa, si ottengono le seguenti derivazioni degli assiomi di riessione:A �F B ` A �F BA �B ` A �F B A �V B ` A �V BA �V B ` A �B �Si dimostra lo stesso lemma per il caso delle regole di riessione per le costanti 0-ariedel linguaggioLemma 3.1.2 Sono equivalenti:� Le regole di riessione a un parametro` �1 ` � � `?� `� Gli assiomi di riessione ` 1 ?`� Le regole di riessione a due parametri�; 1 ` �� ` � � `?;�� ` �Dimostrazione. Se vale l' assioma ` 1, da �; 1 ` � si ricava � ` � per taglio.Viceversa, dall'assioma 1 ` 1 si ricava l'assioma di riessione ` 1. Il caso di ? sidiscute in modo simmetrico. �Questo lemma spiega allora perch�e le regole 1R e ? L di BL siano semplicemente` 1 e ?`, senza aggiunta di contesto a sinistra: esse, in quanto assiomi di ries-sione, rimangono invariate, indipendentemente dal numero di parametri presenti nelprincipio di riessione corrispondente. 61



Proseguendo nel lavoro di giusti�cazione delle regole di BL attraverso principi diriessione, ricordiamo che, come si �e visto, in 1.3.1, al principio�; A ` B se e solo se � ` A!Bcorrisponde la seguente regola di riessione� ` A B ` ��; A!B ` �che a sua volta, come notato nel paragrafo 1.5, equivale alla sua forma completa asinistra � ` A �0; B ` ��;�0; A!B ` � fl!Lcio�e la regola di BL. Notiamo ora che i principi di riessione per BL, contenendo, inalcuni casi, il parametro aggiuntivo �, permettono di considerare giudizi della forma� ` �, dove sia � che � contengono pi�u di una formula. Tali sequenti sarannoderivabili con le regole di BL. Ad esempio abbiamo la derivazioneC ` C B ` B A ` AB &A ` B;A &LC;C!B &A ` B;A !Lin cui l'unica di�erenza, sostanziale, rispetto alle regole diB �e la presenza di contestoa sinistra nella premessa sinistra della regola !L.A di�erenza del caso di B, la regola di taglio completa:� ` �; A A;�0 ` �0�;�0 ` �;�0 fcut(ottenuta aggiungendo contesto a sinistra al taglio cutL di B), �e eliminabile, comeviene dimostrato in [BFS] e si pu�o vedere in Appendice. Dunque tale regola sideve considerare valida in BL. La useremo per l'ulteriore discussione dei principi diriessione.Proposizione 3.1.3 Se �e valida la regola di taglio completa, le regole di riessioneper i connettivi moltiplicativi 
 e &�1 ` A �2 ` B�1;�2 ` A
B 
R A ` �1 B ` �2A &B ` �1;�2 &Lsono equivalenti alle loro forme complete�1 ` A;�1 �2 ` B;�2�1;�2 ` A
B;�1;�2 f 
R �1; A ` �1 �2; B ` �2�1;�2; A &B ` �1;�2 f &L62



Dimostrazione. Vale la seguente derivazione:�2 ` B;�2 �1 ` A;�1 A ` A B ` BA;B ` A
B�1; B ` A
B;�1 fcut�1;�2 ` A
B;�1;�2 fcute la simmetrica nel caso di &. �L'equivalenza delle regole di riessione con la loro forma completa vale anche perper i connettivi additivi, come si �e gi�a visto nel caso di B, con la proposizione 1.4.4.La scelta fatta in BL �e quella di prendere le forme complete nel caso di &L, &L, equelle visibili nel caso di 
R, �R. Come abbiamo appena detto, anche altre sceltesarebbero compatibili con i principi di riessione per BL: la scelta \aggiungere icontesti a sinistra", con cui si ottengono le regole di BL, �e quella che permette diapplicare la procedura di eliminazione del taglio data in [BFS].3.1.2 I connettivi lineari intuizionistiTorniamo alle regole di formazione dei connettivi. Come abbiamo visto nella propo-sizione 1.4.3, esse non sono equivalenti alle loro forme complete. Solo il fatto dimodi�care i principi di riessione aggiungendo un ulteriore parametro permette diottenere un'altra forma per esse. Nel caso di BL, i principi di riessione vengonoaggiornati nel caso dei connettivi sinistri 
 e �, rimangono quelli di B nel caso deiconnettivi destri &e &. Le regole di formazione &R e &R� ` A;B� ` A &B � ` A � ` B� ` A&Bsono quindi intrinsecamente limitate a destra anche in BL, esattamente come laregola di formazione!R di BL �; A ` B� ` A!Bche �e la regola dell'implicazione intuizionista, �e intrinsecamente limitata a destra.In questo senso, il connettivo &di BL �e la disgiunzione moltiplicativa intuizionistae il connettivo & di BL �e la congiunzione additiva intuizionista. Essi hanno, inBL, un comportamento non simmetrico rispetto a quello dei connettivi 
 e �.In particolare, sempre per la proposizione 1.4.3, la propriet�a associativa di 
 e lapropriet�a distributiva di 
 rispetto a � sono derivabili in BL, mentre non lo sonola propriet�a associativa di &e la distributiva di &rispetto a &.63



3.2 Il calcolo intuizionista BLSCome abbiamo gi�a osservato nel secondo capitolo, per il caso del sistema BS, leregole strutturali rendono equivalenti la formulazione additiva e moltiplicativa delleregole. In questo modo i connettivi sinistri & ed &ereditano le propriet�a dei con-nettivi destri 
 e �. In particolare, �e derivabile la forma completa della regola &R,come segue: � ` B;� � ` A;� A ` AA;B ` A wL B ` BA;B ` B wLA;B ` A&B &L�; B ` A&B;� fcut�;� ` A&B;�;�� ` A&B;� c fcutLa derivazione non �e altro che la simulazione della regola completa moltiplicativatramite la regola additiva, fcut, indebolimento e contrazione. Allo stesso modo,anche la forma completa della regola &R �e derivabile dalla forma completa dellaregola additiva f �R, indebolimento e contrazione, come segue:� ` A;B;�� ` A;A�B;� f �R� ` A�B;A�B;� f �R� ` A�B;� c A ` AA ` A;B wRA ` A &B &R B ` BB ` A;B wRB ` A &B &RA�B ` A &B �L� ` A &B;� cutricordando che f �R �e valida in B.Dalla prima delle due derivazioni date sopra si pu�o vedere che la propriet�a distribu-tiva di &rispetto a & �e derivabile in BLS: basta porre � uguale a (B &C)&(A &C)e � uguale a C per derivare (B &C)&(A &C) ` (A&B) &C, cio�e il verso della distri-butiva non derivabile n�e in B n�e in BL (cf. la 1.4.3). Dalla seconda delle due si pu�oanche facilmente vedere che la propriet�a associativa di &, che non vale in B (cf. la1.4.3), �e ugualmente derivabile in BLS.Come gi�a osservato nel caso di BS, il fatto che le regole moltiplicative ed additivesiano equivalenti identi�ca 
 con &, &con �. Conviene avere quindi un sistema conuna sola congiunzione e una sola disgiunzione, denotate rispettivamente da & e da _,che viene riportato in tabella. In tale sistema, come abbiamo visto, sono derivabilile forme complete per le regole a destra di entrambi i connettivi, ottenendo cos�� ilsistema di Dummett per un calcolo intuizionista con contesti a destra (cf. [D77]).Sono derivabili inoltre sia il sequente A&(B _C) ` (A&B)_ (A&C), sia il sequente(B _ C)&(A _ C) ` (A&B) _ C, quindi entrambe le distributive. Congiunzionee disgiunzione vengono cos�� ad avere un comportamento simmetrico l'una rispettoall'altra, anche se il sistemaBLS �e asimmetrico. Ci�o �e dovuto alle regole strutturali.Il connettivo!, al contrario, mantiene il comportamento intuizionista di BL, e non64



Tabella 3.2: Calcolo BLSAssiomiA ` ARegole strutturali�;�;�;�0 ` ��;�;�;�0 ` � exchL � ` �;�;�;�0� ` �;�;�;�0 exchR�;�0 ` ��;�;�0 ` � wL � ` �0;�� ` �0;�;� wR�;�;�;�0 ` ��;�;�0 ` � cL � ` �0;�;�;�� ` �0;�;� cRRegole operazionali�; B ` � �; A ` ��; B _ A ` � f � L � ` A � ` B� ` A&B &R�; A ` ��; A&B ` � �; B ` ��; A&B ` � f&L � ` B� ` B _A � ` A� ` B _A �R�; 0 ` � f0L � ` > >R�; B ` A�; B A ` fl L �; A ` B� ` A!B fl!R� ` A �0; B ` ��;�0; A!B ` � fl!L � ` B �0; A `�;�0 ` B A fl R���� �; C ` D �0; A ` B�;�0; C B ` D A fl URegola di taglio�1 ` �1; A A;�2 ` �2�1;�2 ` �1;�2 fcut65



�e simmetrico al connettivo . Questa situazione rispecchia quello che avviene neglispazi topologici. L'idea �e che BLS, con implicazione data da !, sia la logica degliaperti, mentreBRS, con implicazione data da , sia la logica dei chiusi. Nei framedegli aperti e nei coframe dei chiusi, al �nito, entrambe le distributive sono derivabili,mentre una sola, quella che permette di de�nire l'implicazione intuizionista, lo �e nelcaso in�nitario. In questo senso, eliminare le regole di indebolimento e contrazionepermette di dire al �nito, con i sequenti, ci�o che altrimenti si direbbe solo nel casoin�nitario.
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Appendice AVisibilit�a ed eliminazione dei tagliIn questa appendice viene riportata la procedura di eliminazione dei tagli per B e per lesue estensioni, insieme alle de�nizioni necessarie. Le de�nizioni e la procedura sono stateelaborate da da C. Faggian e G. Sambin e fanno parte del lavoro [BFS]. Non si riportanoqui la de�nizione di visibilit�a e l'esempio successivo, che sono dovuti agli stessi autori,perch�e gi�a contenuti nel paragrafo 1.4.2.Vedremo ora come la propriet�a di visibilit�a si trasformi immediatamente nell'elimi-nazione dei tagli.La visibilit�a �e determinante per la forma e la struttura delle derivazioni. Questofatto, espresso dal lemma di sostituzione e dal lemma \della storia" che seguiranno,verr�a utilizzato nella procedura di eliminazione dei tagli. Prima, �e utile introdurrela seguente de�nizione di occorrenza legata.Occorrenze legate. Informalmente, quando un'occorrenza di una formula �e lastessa in due sequenti consecutivi, diciamo che due occorrenze sono legate.Pi�u formalmente, l'occorrenza di una formula che sia introdotta da una regola o daun assioma, non �e legata ad alcuna occorrenza di formula sopra. Due occorrenzedella stessa formula si dicono legate quando esse sono nello stesso posto nelle listedi formule che nella descrizione delle regole sono denotate dalla stessa lettera nellepremesse e nella conclusione (ad es. �1 nella conclusione e �1 nelle premesse). Si notiche di conseguenza: i. nelle regole additive a due premesse le occorrenze di formulein �1 nella conclusione sono legate a quelle nello stesso luogo in �1 di entrambe lepremesse; ii. La regola di contrazione identi�ca due occorrenze di A in una sola, cherisulta legata ad entrambe le occorrenze da cui proviene.Sostituzione. L'applicabilit�a di una regola e il suo risultato sulle formule attive�e insensibile al contesto passivo. Cio�e, data l'applicazione di una regola con con-clusione � ` �, dove � �e passivo e M �e un'occorrenza in �, se nelle premesse le67



occorrenze legate a M sono sostituite da una lista di formule �, allora si pu�o ap-plicare la stessa regola, che fornisce �(�=M) ` � come conclusione. La scrittura�(�=M) sta per la lista ottenuta da � sostituendo l'occorrenza M con la lista �.L'insensibilit�a delle regole alle sostituzioni si estende immediatamente ai sottoal-beri di derivazione (cf. [T] o [Gir] per la de�nizione). Se � �e un sottoalbero diderivazione e M una occorrenza di formula che appare in uno dei sequenti di �,scriviamo �(M=�) per il risultato della sostituzione, in ogni sequente, delle occor-renze legate di M con la lista �. Inoltre, nel seguito, useremo l'espressione \a sini-stra" per abbreviare \alla sinistra dei sequenti" nella derivazione (o nel sottoalberodi derivazione).Lemma A.0.1 (Sostituzione dell'occorrenza di una formula) Sia � un sot-toalbero di derivazione in cui le sole regole applicate sono o regole con contestopassivo a sinistra o regole strutturali (i. e. solo scambio in B, anche indebolimentoe contrazione in BS).SiaM una qualsiasi occorrenza di formula a sinistra. Allora, per ogni lista di formule�, il risultato della sostituzione �=M in � �e ancora un sottoalbero di derivazione.Se � si conclude con � ` � (dunque deve essere M 2 �), allora �(�=M) si concludecon �(�=M) ` �.l'enunciato simmetrico vale per M a destra.Si noti che una delle ragioni per considerare una forma di indebolimento e con-trazione in cui si considerano liste (al posto di formule, come si fa di solito), �e perpoter enunciare il pi�u semplicemente possibile il lemma precedente.Storia di un'occorrenza di formula. Un cammino in una derivazione � �e unasuccessione di sequenti consecutivi, dalla radice (conclusione) alle foglie (assiomi).De�niamo un thread di un'occorrenza di formula M come la porzione di camminoformata da tutti i sequenti consecutivi che contengono occorrenze legate di M .De�nizione A.0.2 (Storia di M.) Se M �e un'occorrenza di formula, la Storia diM in � �e il minimo sottoalbero di derivazione �jM che contiene tutte le occorrenzelegate di M , o equivalentemente tutti i thread di quell'occorrenza.Se � �e una derivazione senza tagli con conclusione �;M ` �, andare all'ins�u �no adove M viene introdotta �e lo stesso che considerare la sua storia.Lemma A.0.3 (Storia di un'occorrenza di formula in B e BS.) se � �e unaderivazione senza tagli in B o BS, M �e un'occorrenza di formula a sinistra nellaconclusione, allora: (I) la storia �jM di M in � consiste di sole regole operazionalisenza restrizioni la contesto sinistro oppure di regole strutturali (solo scambio in B,68



anche indebolimento e contrazione in BS); (II) ogni occorrenza di M nelle foglie di�(M) �e:(a) visibile: M ` �0 per qualche �0, oppure(b) parte del contesto passivo di >R: �0 ` > per qualche �0 contenente M , oppure(c) introdotta per wL: �0;� ` �0 withM in �. A destra vale l'enunciato simmetrico.Dimostrazione. (I) Essendo M presente a sinistra, �e nel contesto sinistro.Dunque per visibilit�a non �e possibile applicare una regola con formule attive a si-nistra (salvo su M stessa, ma all'ra l'applicazione ha M come formula principale,e non �e nella storia di M). (II) Quando M �e introdotta da una regola, non hacontesto essendo la formula attiva. Quando M �e introdotta da un assioma, >R �e ilsolo assioma con contesto a sinistra. �A.0.1 Eliminazione del taglio in logica di base B e logica dibase strutturata BSRivediamo alcune de�nizioni. Il rango di un'occorrenza di formulaM in un sequentedi una derivazione �e il massimo fra le lunghezze dei thread di tale occorrenza, e cio�el'altezza della storia di M . Il rango destro (R-�) di un taglio �e il rango della formulatagliata nella premessa destra del taglio. Lo stesso per il rango sinistro L-�. Il rango� di un taglio �e la somma di rango destro e rango sinistro. Il grado di un taglio �e ilgrado della formula tagliata, e cio�e il numero dei suoi connettivi.Il teorema di eliminazione del taglio in B si ottiene come in Gentzen dalla seguente:Proposizione A.0.4 Una derivazione � in B con un'applicazione del taglio comeultima inferenza, e nessun'altra applicazione del taglio, si pu�o trasformare in unaderivazione con la stessa conclusione e senza tagli.Tale derivazione � in B �e della forma:.... �1� `M .... �2�;M ` ��;� ` � cutL or .... �1� `M;� .... �2M ` �� ` �;� cutRLa procedura di eliminazione del taglio consiste nell'applicare due passi.Riduzione del rango: La derivazione si trasforma immediatamente in una (con lastessa conclusione) in cui i tagli si fanno solo su formule principali (allora il rango �e2), e della forma: �0 `M M ` �0�0 ` �0 cutRiduzione del grado: quando � = 2, i tagli si riducono a tagli di grado minore.69



Riduzione del rango �E su�ciente provare un solo lemma, che mostra come ilrango destro di un'applicazione di cutL si riduce a 1. Infatti, l'enunciato che diceche cutR si riduce a 1 vale poi per simmetria. Dunque, il rango di ogni cutL siriduce a 2 in due passi: (1) il rango destro si riduce a 1 per applicazione del lemma;allora i tagli hanno la forma: � `M M ` �0� ` �0 cutcio�e M �e visibile anche nella premessa destra (dato che il rango destro �e 1, M deveessere principale), e dunque si pu�o procedere con il secondo passo:(2) si trattano di nuovo i tagli ottenuti al passo 1 considerandoli ora come casiparticolari di cutR, con contesto vuoto, e si procede applicando il lemma, nella suaforma simmetrica, per ridurre anche il rango sinistro a 1.La riduzione di rango di cutR �e naturalmente duale alla precedente. Allora, si devesolo provare che:Lemma A.0.5 (Riduzione a 1 del rango destro di cutL) La derivazione � sitrasforma immediatamente in una con la stessa conclusione, ma in cui la formulatagliata M �e principale (e dunque visibile) nella premessa destra.Dimostrazione. L' idea �e che �e su�ciente sollevare in un solo passo il taglio (con� ` M come premessa sinistra) �no a dove M �e principale nella premessa destra(che dunque �e M ` �0, senza contesto). Questo �e immediato, usando la storia dellaformula da tagliare e il lemma di sostituzione.Seguire la derivazione della premessa destra �no a dove M �e principale �e lo stessoche considerare le fogle della storia di M . Distinguiamo allora i casi descritti nellemma A.0.3,II:caso (a) Applichiamo il taglio a tutte le foglie M ` �0 aggiungendo � ` M comepremessa sinistra. Otteniamo cos��:� `M M ` �0� ` �0 cutQuesto d�a esattamente lo stesso risultato della sostituzione di M con � nelle foglie(M ` �0 diventa � ` �0); caso (b) Sostituiamo �0 ` > con l'assioma �0(�=M) ` >.Per i lemmi A.0.3,I e A.0.1, si pu�o operare la sostituzione M=� su �jM , ottenendocos��il sottoalbero di derivazione �(�=M) con conclusione �;� ` �. �Riduzione del grado In (1) si mostra che se una delle premesse del taglio �e unassioma, allora il taglio si elimina; in (2) si mostra che se entrambe le premesse del70



taglio sono il risultato di una regola di introduzione, la derivazione si trasforma inuna di grado minore (con la stessa conclusione).(1) L'assioma �e premessa sinistra. Dato che il rango �e 2, la formula tagliata harango 1 anche nella premessa destra del taglio, e dunque essa �e formula principale oassioma. Il caso in cui la formula da tagliare appartiene al contesto passivo di >R�e gi�a stato esaminato.(a) M `M : M `M ....M;� ` �M;� ` � cutL diventa ....M;� ` �(b) 0 ` �: 0 `M;� M ` �00 ` �;�0 diventa 0 ` �;�0(c) ` 1: 1 si pu�o introdurre a destra solo con 1 ` 1 (simmetrico di (a)), o 1L:` 1 ....` �1 ` � 1L` � cutL diventa ....` �:(d) � ` > : > si pu�o introdurre a destra solo con > ` > (simmetrico di (b)).Se l'assioma �e premessa destra del taglio, vale l'argomentazione simmetrica.(2) La derivazione ha la forma ...� `M �R ...M ` � �L� ` � cutdove M �e principale in entrambe le premesse del taglio; il grado si abbassa con leseguenti riduzioni.(a) connettivo 
:� ` A �0 ` B�;�0 ` A
B 
R A;B ` �A
B ` � 
L�;�0 ` � cut diventa �0 ` B � ` A A;B ` ��; B ` � cutL�;�0 ` � cutL(a0) connettivo &: simmetrico di (a) 71



(b) connettivo &:� ` A � ` B� ` A&B &R A ` �A&B ` � &L� ` � cut diventa � ` A A ` �� ` � cut(b0) connettivo �: simmetrico di (b)(c) connettivo !: sono possibili quattro casi:(!Uni-!Uni)A ` B C ` DB!C ` A!D !U E ` A D ` FA!D ` E!F !UB!C ` E!F cut diventa E ` A A ` BE ` B cut C ` D D ` FC ` F cutB!C ` E!F !U(!Uni-!L)A ` B C ` DB!C ` A!D !U ` A D ` �A!D ` � !LB!C ` � cut diventa ` A A ` B` B cut C ` D D ` �C ` � cutB!C ` � !L(!R-!Uni)B ` C` B!C !R A ` B C ` DB!C ` A!D !U` A!D cut diventa A ` B B ` CA ` C cut C ` DA ` D cut` A!D !R(!R-!L)A ` B` A!B !R ` A B ` �A!B ` � !L` � cut diventa ` A A ` B` B cut B ` �` � cut(c0) connettivo  : simmetrico di !Eliminazione del taglio in logica di base strutturata BSLa procedura precedente si pu�o facilmente modi�care per provare l'eliminazione deltaglio per il sistemaBS. Tuttavia, per il lemmaA.0.3, rimane ancora da considerare,per le foglie della storia di M , solo il caso (c). Naturalmente, si deve sostituire l'ap-plicazione di un'indebolimento che introduceM con uno che introduce �. Ora, ancheil caso di indebolimento e contrazione �e (automaticamente) considerato. Infatti, sinoti che la sostituzione �=M in �, signi�ca ora che un indebolimento che introduceM diventa un indebolimento che intorduce �, e lo stesso per la contrazione.72



A.0.2 Eliminazione del taglio nelle estensioni della logica dibaseVediamo ora come si applica la procedura di eliminazione del taglio alle altre esten-sioni di B 1. �E su�ciente considerare solo le estensioni di B ottenute liberalizzandoil contesto a sinistra, cio�e BL e BLS. Infatti, argomentando per simmetria, ci�osi applica automaticamente anche alle logiche simmetriche BR e BRS, rispettiva-mente.La visibilit�a �e conservata a destra, sia inBL che inBLS. Quindi a destra la strutturadi assiomi e regole, e quindi le derivazioni, rimangono le stesse che in B e BS; inparticolare, il lemma della storia di un'occorrenza di formula a destra continuaa valere, esattamente come per B e BS. Anche il lemma di sostituzione vale, omeglio, si pu�o ra�orzare estendendolo al caso di sostituzione quando il contesto asinistra �e presente, come segue. Con la scrittura M=�-� intendiamo la sostituzioneche rimpiazza l'occorrenza di formula M con � e che aggiunge � alla sinistra delsequente: cos�� � ` �(M) diventa �;� ` �(�).Lemma A.0.6 (Sostituzione di un'occorrenza di formula a destra, in BL e BLS)Sia � un sottoalbero di derivazione in cui le sole regole applicate sono o regole perconnettivi che non operano a destra o regole strutturali. Sia M una qualsiasi occor-renza di formula a destra. Allora, per ogni lista di formule � e �, il risultato dellasostituzione M=�-� in � �e di nuovo un sottoalbero di derivazione.Se � si conclude con � ` �, allora �(M=�-�) si conclude con �;� ` �(M=�).BL (e BLS) ammettono l'eliminazione della regola di taglio completa (fcut). Ilpunto fondamentale �e ridurre il problema alla eliminazione di cutL, cio�e di un tagliocon contesto a sinistra. Infatti, come in B e in BS si �e ridotta l'eliminazione deitagli all'eliminazione dei tagli senza contesto, nelle estensioni a sinistra si pu�o ridurreil problema all'eliminazione dei tagli a sinistra, cio�e cutL. Quindi, per storia esostituzione di un'occorrenza di formula a destra, abbiamo cheLemma A.0.7 (Riduzione del rango destro a 1 in BL e BLS) Una derivazione� in BL e BLS con un taglio come ultima regola, e senza altri tagli, si trasforma im-mediatamente in una derivazione con la stessa conclusione, ma in cui l'applicazionedel taglio ha la forma �0 `M �;M ` ��0;� ` � cutLdove M �e principale nella premessa sinistra.1BLR e BLRS hanno la formulazione usuale -a due parti- della logica classica e lineare, equindi l'usuale cut-elimination. 73



Proposizione A.0.8 Una derivazione in BL e BLS che si concluda con un taglio,e senza altri tagli, si pu�o trasformare in una derivazione con la stessa conclusionee senza tagli.Cenno di dimostrazione. La prova �e per induzione sul grado e sul rango (destro).Se � �e il rango, si distinguono due casi:(� = 2) Se una delle premesse del taglio �e un assioma, il taglio si elimina; se en-trambe le premesse del taglio sono il risultato di una regola per i connettivi,riducendo il grado, il taglio si elimina per induzione.(� > 2) Per prima cosa, se il rango sinistro �e L-� > 1, la derivazione si trasforma inuna derivazione con la stessa conclusione e L-� = 1. Con la riduzione appenavista.Ora i tagli ancora ad eliminare sono solo cutL, con L-� = 1. Assumendoche l'eliminazione del taglio si possa fare per lo stesso grado e rango minore,la derivazione si trasforma in una con la stessa conclusione ma con rangodestro minore. Procediamo al solito modo (stile Gentzen), alzando �0 `M , lapremessa sinistra del taglio, lungo il ramo destro: il taglio si solleva, e sotto siapplica la regola. Ci�o �e sempre possibile, dato che alzare cutL alle premessedella regola lascia inalterata la parte destra, e l'e�etto �e una sostituzioneM=�0che agisce solo a sinistra, dove la regola ha contesto libero. �
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