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(1) Sia C C P? la curva definita da V(y%22% + 2* + 2222 + 24).

(a)

S=<(0:1),1:0a1),...,(1: )} | s ==

Si determini I’aperto U piu grande di C' tale che U & una superficie di
Riemann.

Soluzione: T punti lisci di una curva algebrica formano una superficie
di Riemann (aperto) e una superficie di Riemann ¢ liscia. Quindi U
consiste dei punti di C' dove C non & singolare. I punti singolari di C
sono i punti tali che

4o + 2222 =0, 2y2%2 =0, 3y’z + 2222+ 423 = 0.

Quindi ogni punto singolare soddisfa y =0 0 z = 0. Se z = 0 allora la
prima equazione da x = 0 e troviamo il punto Py = (0:1:0).

Sey =0e z =1 allora la prima equazione diventa 2z(2z% + 1) = 0.
Cioe le possibile soluzioni sarebbero (0 : 0 : 1) e (£/—1/2: 0 : 1),
ma per tutti i tre punti la terza equazione non & soddisfatta. Cosi
troviamo che U = C'\ {(0:1:0)}.

Sia ¢ : U — P! il morfismo dato da (x : y : z) — (2 : 2). Sideterminino
il grado d di ¢ e l'insieme S := {Q € P! : #071(Q) < d}. Per ogni
Q€ S, P € ¢ Q) si determini 'indice di rammificazione ep.
Soluzione: Sia Q = (a : 1) € P, Allora ¢~ 1(Q) = {(a: 0: 1)} se
a+a?+1=0 e altrimenti ¢~}(Q) = {(a, £8 : 1) dove 3 una radice
quadrata di o* + o? + 1. Quindi d = 2.

I polinomio z* + 22 + 1 non ha radici multiple (la sua derivata &
423427 = 22(22%+1), una radice comune soddisfa z = 0 0 22 = —1/2,
che non sono zeri di z* + 22 + 1.) Oltretutto p=1((1:0)) = 0.

—1++/-3
2

Si controlla direttamente che Il punto in P; € ¢~ 1(1 : o;) soddisfa
ep, = 1.

Sia X una superficie di Riemann compatta con U C X esia ¢ : X —
P! un morfismo tale che ¥|y = p. Si determinino #(X \U), (X \U)
e g(X).

Soluzione: Sappiamo che il grado di ¢ & 2. Essendo un morfismo tra
superfici di Riemann compatte abbiamo che 1 e suriettiva, e che ogni
controimmagine consiste do due punti oppure di un punto con e, = 1.
In particolare, ¢~ 1(Q) = ¥~ 1(Q) per ogni @ della forma (1 : ).
Quindi X \ U C ¥~ 1({(0 : 1)}), L’insieme 1 ~1(1 : 0) consiste da un
punto di ramificazione oppure di due punti. Nel primo caso la formula
di Riemann-Hurwitz da

29(X)—2=-2-2+5
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e nel secondo caso da
29(X)—2=-2-2+44.

Nel primo caso abbiamo g(X) = 3/2 e nel secondo caso g(X) = 1.
Siccome ¢(X) € Z concludiamo che siamo nel secondo caso. Quindi
LX\U =20 p(X\U) = {(1:0)}.
(2) Sia X una superficie di Riemann compatta

(a) Si formuli il teorema dei residue.
Soluzione: Se w & una forma differenziale meromorfa su X, allora
> pex resp(w) = 0.

(b) Per un funzione meromorfa f : X — C si dimostri che res, % =
ord,(f).
Soluzione: Sia ¢ : U C V una carta tale che ¢(p) = 0. Allora fop™
V — C & della forma z°h(z) con e € Z, h(z) meromorfa su V e olomorfa
in 0 con h(0) # 0. Allora e = ord(f) e d(f) = d(z°h) = (2°h)'dz =
(e2°71h(z2) 4+ 2°N (2))dz.
La forma differenziale % si puo scrivere in V' come

ez th(z) + 20 (2) e  Nh(2)
e (S5

La funzione h & olomorfa e non zero in z = 0. Quindi (h(z))""' &

1.

anch’essa olomorfa in z = 0. Cosi troviamo resP(%) =e
(¢) Usando i primi due punti si dimostri che 3 ord,(f) = 0.
Soluzione:

0= res, (Cj{) =3 ord, ()

peX peX

(3) Sia X una superficie di Riemann compatta con g(X) > 2 e K una divisore

canonico su X. Siano P e ) due punti distinti di X.

(a) Si dimostri che ¢(P) = 1.
Soluzione: Abbiamo 1 € L(P). Se £(P) > 1 allora una funzione non
costante meromorfa f: X — C in L(P) si estende ad un isomorfismo
X — P!, il che contraddice g(X) > 2.

(b) Si dimostri che ¢(K — P) =g — 1.
Soluzione: Applicando Riemann-Roch troviamo

(K—-P)=deg(K—P)—g+1+4K—-(K—-P))=29g—2—-1—-g+1+1=¢g—1.

(¢) Si dimostri che da /(K — P — Q) = g — 1 segue /(P + Q) = 2.
Soluzione: Applicando Riemann-Roch troviamo

g—1=UK-P—Q) = deg(K—P—Q)—g+1+6(P+Q) = 29—2—2—g+1+L(P+Q)

Quindi /(P + Q) = 2.
(d) Sia {f1,..., fy} una base di L(K). Si dimostri che la mappa ¢ : X —
P9~1 data da P+ (f1(P) : -+ : fy(P)) & definito in ogni punto P di
X.
Soluzione: Se 1) non e definita in P allora P ¢ un punto base di |K|. I
punti di base di | K| sono i punti P tali che ¢(K —P) = ¢(K). Sappiamo
che ¢(K) = g e dal punto (2) segue che {(K — P) = g — 1 per ogni
P € X. Allora non ci sono punti di basi e ¢ & definita per ogni P € X.
(e) Si dimostra che se ¢ non & iniettiva allora X & iperellittica.
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Soluzione: Se per ogni P,Q € X con P # @ abbiamo ¢{(K — P — Q) =
L(K) —2(= g — 2), allora 1 ¢é iniettiva. Dunque, se ¥ non ¢é iniettiva
allora ci sono punti P e Q con /(K — P —Q) > g— 1.

Da /(K — P) = g — 1 segue adesso che /(K — P —Q) = g—2e
che {(P 4+ @) = 2. Allora |P + @] definisce un mappa razionale non
constante 7 : X — P!, Un punto di base R di |P + Q| ¢ un punto tale
che {(P+ Q — R) = ¢(P + Q) = 2, ma, analogamente al punto (1),
sappiamo che ¢(D) < 1 per ogni D di grado 1. Cosi non ci sono punti
di base e troviamo che 7 definisce un morfismo di grado 2 X — P!,
Percio X e iperellittica.



