
Esercizi di Fisica Matematica

A.A. 2004-2005

1 febbraio 2005

Cinematica del punto

Lunghezza di curve

[t0, t1] 3 t 7→ r(t) =

rx(t)
ry(t)
rx(t)

 ∈ R3,

l(r(·)) :=

∫ t1

t0

|ṙ(t)| dt =

∫ t1

t0

√
(r′x(t))

2 + (r′y(t))
2 + (r′z(t))

2dt.

1. r(t) = 〈2 sin t, 5t, 2 cos t〉 , −10 ≤ t ≤ 10. [R:??]

2. r(t) = 〈t2, sin t− t cos t, cos t + t sin t〉 , 0 ≤ t ≤ π. [R:??]

3. r(t) =
√

2ti + etj− etk, 0 ≤ t ≤ 1. [R:??]

4. r(t) = t2i + 2tj + ln tk, 0 ≤ t ≤ e. [R:??]

Curve a velocità unitaria

Riparametrizzare rispetto al parametro d’arco:

s = arc(t) :=

∫ t

t0

|ṙ(τ)| dτ t(s) := arc−1(s) r̃(s) := r ◦ t(s).
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Esempio Svolto

Consideriamo la curva:

R 3 t
ϕ7−→ a(cos t + t sin t, sin t− t cos t) ⊆ R2

ϕ̇ = at(cos t, sin t),

|ϕ̇| = at,

s(t) =

∫ t

0

atdt = a
t2

2
,

t(s) =

√
2s

a
, ϕ̃(s) = ϕ ◦ t(s) = . . .

Verificare anche che
∣∣dϕ̃

ds

∣∣ = 1.

Altro Esempio Svolto

Consideriamo la curva:

R 3 t
ϕ7−→ a(cos3 t, sin3 t) ⊆ R2

ϕ̇ = 3a sin t cos t(− cos t, sin t),

|ϕ̇| = 3a

2
|sin 2t|

s(t) =
3a

2

∫ t

0

|sin 2t| dt = ( se 0 ≤ t ≤ π/2) =
3a

4
(1− cos 2t),

t(s) =
1

2
arccos(1− 4

3a
s) ϕ̃(s) = ϕ ◦ t(s) = . . .

Verificare anche che
∣∣dϕ̃

ds

∣∣ = 1.

1. t 7→ a(2t, t2)

2. r(t) = et sin ti + et cos tj, 0 ≤ t. [R:??]

3. r(t) = (1 + 2t)i + (3 + t)j +−5tk, 0 ≤ t. [R:??]

4. r(t) = 3 sin ti + 4tj + +3 cos tk, 0 ≤ t. [R:??]
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Triedro di Frenet - Curvatura

Trovare i versori tangente e normale T ed N . Trovare la curvatura k.

T :=
r′

|r′|
N :=

T ′

|T ′|
B := T ∧N =

r′ ∧ r′′

|r′ ∧ r′′|
⇒ N = B ∧ T.

k :=

∣∣∣∣dT

ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣dT

dt
· dt

ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣dT

dt

∣∣∣∣ /

∣∣∣∣ds

dt

∣∣∣∣ =
|T ′|
|r′|

.

Esempio Svolto

Consideriamo la curva:

R 3 s 7−→ β(s) = (a cos
s√

a2 + b2
, a sin

s√
a2 + b2

,
bs√

a2 + b2
)

β′ 1√
a2 + b2

(−a sin
s√

a2 + b2
, a cos

s√
a2 + b2

, b),

|β′| = 1√
a2 + b2

√
a2 sin2 +a2 cos2 +b2 = 1

T = β′, s proprio il parametro d’arco,

k(s) =

∣∣∣∣dT

ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d2β

ds2

∣∣∣∣ ,

β”(s) =
1

a2 + b2
(−a cos

s
√ ,−a sin

s
√ , 0),

|β”(s)| = a

a2 + b2
= k(s) =

1

ρ
,

ρ =
a2 + b2

a
= raggio del cerchio osculatore.

N(s) =
β′′(s)

|β′′(s)|
= (− cos

s
√ ,− sin

s
√ , 0).

B(s) = T (s) ∧N(s) = . . .

1. r(t) = 〈2 sin t, 5t, 2 cos t〉. [R:??]

2. r(t) = 〈t2, sin t− t cos t, cos t + t sin t〉. [R:??]
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3. r(t) =
〈

1
3
t3, t2, 2t

〉
. [R:??]

4. r(t) = 〈t2, 2t, ln t〉. [R:??]

Trovare T, N, B per le curve assegnate:

1. r(t) =
〈
t2, 2

3
t3, t

〉
, in (1, 2

3
, 1) [R:??]

2. r(t) = 〈et, et sin t, et cos t〉 , in (1, 0, 1). [R:??]
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