ESERCIZI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. GENERALITA

1.1. Verifica delle soluzioni. Verificare se le funzioni date sono soluzioni delle equazioni
differenziali.

(1) (6)

;Cy/ = 2y’ Yy = 5;1;'2' (I - 2y>yl = 2x — Y,
2 2 2
@) x* —axy+y° = C*
1 g |
y =2+, y=-—. (z —2y)y =2z —y,
(3) § y=ux+ Ce.
w s)
erwx_O, (xy—:c)y”+a:y’2+yy'—2y’IO,

x = C coswt + C sinwt. y = log(zy).

y' =2y +y=0,

y=xze®, y=ae".

y" — ()\1 + )\g)y' + )\1)\2y = O,
y = CreM” + Cope?”

1.2. Equazioni differenziali di famiglie di curve. (1-6): Trovare '’equazione differen-
ziale soddisfatta dalla famiglia parametrica di curve data. (7-10): Trovare I'equazione dif-
ferenziale della famiglia. Determinare la soluzione particolare che soddisfa alle condizioni
iniziali indicate.
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(1) (7)

) y=_Cur. -y =C, y(0)=5.
y = Cz? (8) 93
(3) y=(Ci+ /C'ﬂ)@ )
22+ y2 — 2 y(0) =0,9/(0) = 1.
() (9) '
T y = Cysin(x — Cy),
tog = 1+av. y(m) = 1,y/(m) =0,
(5) (10)
<y B y0)2 - pr Yy = C’le_m + Cgex + 036290,
©) y(0) = 0.5/(0) = 1.y"(0) = 2.

y = (C1 4 Cox)e” + Cs.

1.3. Equazioni differenziali del 1° ordine a variabili separabili. Risolvere le seguenti
equazioni differenziali, eventualmente con l'aiuto di una sostituzione lineare y — u =
ar + by +c

(1) (7)

vy —y =y’ Yy =(z+y)”
(2) (8)

ryy =1 — 2% y = (8x + 2y + 1)
(3) (9) ,

y—xy = a(l+2%). y = Ty
dr — 2y +3

()

Y tanz = y.

(5)
(I+e")yy' =e", y(0)=1.
(6)

/- ™
ysinz =ylogy, vy (5) =1

2. L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE LINEARE DEL 1° ORDINE. VARIAZIONE DELLE
COSTANTI ARBITRARIE.
2.1. Richiamo di teoria. L’equazione del primo ordine
/
(N.0.) y + Pty =Q(t),

¢ di grado 1 nella ¢ e nella y, pertanto si chiama equazione lineare. La presenza di un
termine “noto” Q(t) la rende una equazione non omogenea (N.O.), nel senso che dato un
A € R” qualsiasi, la sostituzione y(t) — Ay(t) non restituisce una equazione equivalente.
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L’equazione si affronta prendendo prima in considerazione ’equazione omogenea associ-

ata (0.A.):
(0.A.) Y + P(t)y = 0.
In questo caso le variabili sono separabili, integrando si ottiene:
(1.G.0.A.) You(t) := Ce™ /PO
dove con [ P(t)dt si intende una primitiva qualsiasi di P(t).
L’equazione completa non omogenea (N.O.) si risolve con il metodo di Lagrange, detto
anche variazione delle costanti arbitrarie (V.C.A.). Si prende la costante C'in (I.G.0.A.) e

la si pensa come funzione della ¢ anche essa C' — C(t). Poi si sostituisce nel membro di
sinistra di (N.0.), trovando

(1) y/ + Py _ CleffP(t)dt + C(_P)effp(t)dt + PCeffP(t)dt _ CleffP(t)dt.

Questo deve essere uguagliato al membro di destra, cioe

(2) C/(t)e—fP(t)dt _ Q(t) = O/(t) _ efp(t)dtQ(t),
pertanto
3 anol(t) 1= e~ Pt el P(t)dtQ t)dt + cost | .
(3) Yioro(t)
Risolvere le seguenti equazioni: Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:
(1) (1)
y/ + gy — SI_nt (t > 0) y/ —Yy= 2t62t7 y(O) =L
t t
(2)
&) L,
3 int '+ =—, 1) =1
y’—ir;y:%, (t < 0). vri=7 v
) (3)
sin 2¢
2 "= — , 2)=m/3
Y + Y= e, (t>0). Y cos 3y y(m/2) ==/
(4) (4)
y' — tan(t)y = cost. y’+27y:t—1+%, y(1) =1/2.
(5)
2 )
Y + Y3 (5)
z ,_
y(0) =1
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3. EQUAZIONI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI DEL 2° ORDINE

Consideriamo 1’equazione lineare del secondo ordine

(4) y' + oy +qy = f(t)

dove i coefficienti p, ¢ sono costanti reali.

3.0.1. Soluzione della omogenea associata. Si risolve per cominciare I’equazione omogenea
associata:

(5) y'+py +qy =0,
per la quale si prova una soluzione della forma e*, dove A € R ¢ da determinarsi. Sos-
tituendo si arriva all’equazione (algebrica) caratteristica:

(6) e(N) =N +pr+q¢=0,

A

(laltro fattore e non si annulla mai). Qui consideriamo tre casi, (verificare le conclusioni

per esercizio):
(i) radici reali e distinte, A; # . L’integrale generale della omogenea associata ¢ allora
dato da:

(7) Yicoa ‘= CleAlt + CzeAQt-

/\1’215

(ii) radici reali e coincidenti, A\; = Ay. Le e non generano pitt uno spazio di dimensione
2. Si verifica che teM? ¢

¢ la soluzione mancante cercata:

(8) Yicoa ‘= Cle)\lt + C'2756)\11‘3
(iii) A1 radici complesse e coniugate, A o = a£if. L'integrale generale ¢ allora dato da:
(9) Yicoa = e (Cy cos(ft) + Cysin(ft)) .

3.0.2. Soluzione dell’equazione non omogenea completa. 1l metodo universale sempre valido
¢ il metodo di Lagrange della variazione delle costanti arbitrarie. Nell’integrale generale
della omogenea associata, si considerano le Cy e Cy come funzioni C(t), Cs(t) invece che
costanti. Sostituendo nell’equazione completa si ottengono delle equazioni per queste fun-
zioni. Cosl si ricava una soluzione particolare y,. L’'integrale generale della non omogenea si
ottiene allora sommando a questa soluzione particolare l'integrale generale della omogenea
associata trovato sopra.

(10) Yieno ‘= Yicoa T Yp-
[lustriamo alcune regole piu rapide per trovare la soluzione particolare che vanno sotto
il nome di metodo dei coefficienti indeterminati.
(1) f(t) = e™P,(t), con P, polinomio di grado n.
® sea # A2, cioe non risolve 'equazione caratteristica, si prova con una soluzione
della forma:

Yp = " Qn (t)
dove @, € un polinomio di grado n con coefficienti da determinarsi.
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® se a = )\, si prova con:
Yp = treath(t)

dove r ¢ la molteplicita di a come soluzione dell’equazione caratteristica.

(2) f(t) = e (P,(t) cos(bt) + Qm(t) sin(bt)).

e se a + b # )i 9, cioe non risolve l'equazione caratteristica, si prova con una

soluzione della forma:
yp = €™ (Sy(t) cos(bt) + T (t) sin(bt))

dove N = maxn,m.

e se a =+ ib sono soluzioni dell’equazione caratteristica si prova con:

yp = t"e™ (Sy(t) cos(bt) + T (t) sin(bt))

dove r ¢ la molteplicita di a + ib come soluzione dell’equazione caratteristica

(per le eq. di ordine 2 puo essere solo r = 1).

Esempio 1. Trovare 'integrale generale della seguente

2y// - y/ —y = Are®.

Svolgimento:
(0a) 2y" —y —y=0.

1
(EQ.CHAR.) 2X2 -\ —1=0, Mo =1, -5
(IGOA) yigoa(t, Cl, CQ) = C’le’” + 0267%.
f(x) = 4ze**, con 2 # 1, —%, quindi proviamo con
(11) y,(t) =e** (Az+ B), A, BER.
Sostituendo nella n.o. si trova
(12) 2y — i — yp = " (5Az + 5B + TA) .
Dovendo essere ¢** (5Az + 5B + 7A) = f(z) si trovache A= 1 e B =

z 4 28
(13) yigno(t, Cl, CQ) = Clex + 02675 —+ 62‘% (gl’ — 2—5) .
Esempio 2. Trovare l'integrale generale della seguente
(14) y' =2y +y = ze”.
Svolgimento.
1

(15) Yiano(t, C1, Co) = (Cy + Cox)e” + ELESSI.

28

—sF e in definitiva:
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Esempio 3. Trovare 'integrale generale della seguente

(16) y' 4+ y=axsinz.
Svolgimento.
(17) Yicoa(t, C1,Cy) = (Cycosx 4+ Cysinx)
Si prova con una soluzione particolare della forma:
(18) Yy, = ve" ((Az + B) cosx + (Cx + D) sinz)
in definitiva:
x? x
(19) Yieno (t, C1, Co) = (Cycosx + Cysinx) — - cose + 1 sin .
]
(3) Principio di sovrapposizione. Se il secondo membro f(t) ? somma di pi?
funzioni
(20) f@t) = fi(t) + fo(t) +- -+ full),
e se le yi(t),...,yn(t) sono soluzioni particolari delle

Y1 () + pyi (1) + qui(t) = fr(t),
Y () + pys(t) + qya(t) = fo(t),
=y () pyn () + qua(t) = fult),
allora y, = y1 + - - + y, risolve la

(21) y'(&) +py'(8) +qy(t) = fi(t) + fo(t) + - + fulD).
Esempio 4. Trovare l'integrale generale delle seguenti
(22) y" — 2y — 8y = e* — 8cos(2x).
(23) y' —y =2x—1-—3€"
3.0.3. Esercizi. Trovare gli integrali generali per le seguenti:
(1) (6) Trovare la soluzione della
y' — 4y + ay = °. S =2y = ¥ g 1,

2 . S
2) ' — +y=1°+6. che verifica le condizioni:

1
(3) y ==,y =1,perz=0.
y//+2y/+y:e2x 8
(7)

(8)

y" — 2y = 2ze”(cosx — sinx).

(4)
(5)

y" — 2y +y = sinz + sinh z.

y// + y/ . 6y _ erx. y” — Y= 2rsin x.



