ESERCIZI ASSEGNATI IN CLASSE

INGEGNERIA PER I’AMBIENTE E IL TERRITORIO A. A. 2011/2012
LUCA ROSSI

1. PRIMA SETTIMANA

Esercizio 1.1. Dimostrare che, dati due insiemi A, B, si ha:
e (leggi di De Morgan) AUB = AN B, ANB=AUB:;
e A=(ANB)U(A\B).

Esercizio 1.2. Trovare CN e CSsu p: A — B ey : B — C affinché i o p sia iniettiva
oppure suriettiva.

Esercizio 1.3. Ricordiamo che la scrittura |A| < |B| (risp. |A| > |B]|) significa: “A ha
cardinalita inferiore (risp. superiore) o uguale a B”. Dimostrare che:

o [Al < |B| < [B|=|A];

o |[A|<|B|, |B|<[C] = |A]<]CY;

e ACB = |A| < |B|.

Esercizio 1.4. Siano m,n € N, n # 0. Dimostrare che m/n ¢ un allineamento decimale
periodico.

Esercizio 1.5. Discutere la validita delle seguenti implicazioni:
a,beQ = a+b e Q, a,b € R\Q = a+b e R\Q, a€Q,beR\Q = a+tbeR\Q,
a,beQ = abeQ, a,b € R\Q = abe R\Q, a€Q, beR\Q = abeR\Q.
Esercizio 1.6. Dimostrare la disuguaglianza triangolare e la sua conseguenza:

Vo,yeR, |z+y[ < |z[+yl;

VayeR, |z =yl <z -yl
(suggerimento per la seconda: applicare la prima con x =z —y e y = y).

Esercizio 1.7. Determinare inf, sup e (se esistono) min, max dei seguenti insiemi:

A=(13, (—00,5|U(3,7),  (2,+00)U{-1}.

2. SECONDA SETTIMANA

Esercizio 2.1. Dimostrare che

spA—zeR & { x € maggiorante di A

Ve>0,da€c A : a>x—c¢.

Esercizio 2.2. Ricordando che un insieme A é denso in R se V a,b € R con a < b si ha
che (a,b) N A # (), dimostrare le seguenti equivalenze:
Aédensoin R < Va<b, (a,b)NA ¢ un insieme infinito;
Aédensoin R & V>0, U(x—5,x+5) =R.
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Esercizio 2.3. Dimostrare che Voo € R con a > 1 si ha " > n definitivamente.
(suggerimento: trovare m € N : o™ > —2-; minorare a™*"; applicare la disuguaglianza

a—17
di Bernoulli a a™; concludere).

Esercizio 2.4. Sia f(z) = 9 — 2? 4+ 2z. Trovare un intervallo I C R tale che f
siano iniettive. Determinarne le inverse.

D flR\I

Esercizio 2.5. Dimostrare che f ¢ strettamente crescente [decrescente] < f~! ¢
strettamente crescente [decrescente].

Esercizio 2.6. Dimostrare quali implicazioni valgono tra le proprieta “f iniettiva” e “ f
strettamente monotona”.

Esercizio 2.7. Dimostrare che

f crescente, g crescente |[decrescente] = go f e fo g crescenti |decrescenti.

3. TERZA SETTIMANA

Esercizio 3.1. Dimostrare che +00 € di accumulazione per £ < FE non ¢ superiormente
limitato.

Esercizio 3.2. Dimostrare usando la definizione che

|
lim — = —o0.
z—0—- T

Esercizio 3.3. Sia xg € R*. Dimostrare che

lim g(z) =m € R\{0} = lim B

T—x0 T—=x0 ( ([B)

1

—.
Esercizio 3.4. Siano f,¢g : X — R tali che lim,_,,, f(z) = 0 ed esiste un intorno U di
xq tale che g}XnU\{mo} ¢ limitata. Dimostrare che lim,_,,, f(z)g(z) = 0.

4. QUARTA SETTIMANA

Esercizio 4.1. Siano a € R e f : (a,+00) — R una funzione crescente ed inferiormente
illimitata. Dimostrare che lim, .+ f(z) = —oc.

Esercizio 4.2. Sia a € R. Sapendo che lim,_, o, ‘g—: = 0, dimostrare che

VaeR, a>1, lim x—zO.

z—+oo q¥

(suggerimento: utilizzare I'identita a® = 2%10829),



5. QUINTA SETTIMANA

Esercizio 5.1. Sapendo che lim,, ., {/n = 1, determinare, per a € R,

n

lim +/ne.
n—oo

Esercizio 5.2. In quali dei seguenti casi & possibile stabilire se la successione {x, + y,}
converga, diverga o non ammetta limite?

(1) {x,} converge, {y,} non ammette limite;
(2) {z,} diverge, {y,} non ammette limite;
(3) {z,} converge, {y,} ¢ limitata;

(4) {z,} diverge, {y,} & limitata;

(5) {xn} e {yn} non ammettono limite.

Dimostrarlo.

6. SESTA SETTIMANA

Esercizio 6.1. Dimostrare che non esiste

lim cos —.
z—0T T

Esercizio 6.2. Dimostrare o falsificare la seguente implicazione:

# lim a,, limb,=0 = lim a,b, = 0.
n—oo n—oo n—oo

7. SETTIMA SETTIMANA

Esercizio 7.1. Determinare il carattere della serie
k3 — Tksink

e
p KoInk +5

Esercizio 7.2. Determinare, giustificandolo, i punti di discontinuita della funzione indi-
catrice di Q.

Esercizio 7.3. Sia [ un intervallo e f : I — R continua. Dimostrare che

f(I) > (inff, supf) .
I I

8. OTTAVA SETTIMANA

Esercizio 8.1. Sia f : [a,b] — [a, b] continua. Dimostrare che ammette almeno un punto
fisso, cio¢ che 3z € [a, b] tale che f(z) = .

Esercizio 8.2. dimostrare che se f e g sono derivabili in x allora lo é anche f + g e vale
(f +9)(x0) = f'(20) + g'(20).

Esercizio 8.3. Calcolare la derivata delle funzioni arcsin e arccos.



9. NONA SETTIMANA

Esercizio 9.1. Mostrare che se f ¢ strettamente monotona e derivabile in (a,b) non
necessariamente f' > 0in (a,b).
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Esercizio 9.2. Definire la funzione z“sin - in £ = 0 in modo da ottenere una funzione

continua. Tale funzione & derivabile in 07

10. DECIMA SETTIMANA

Esercizio 10.1. Dimostrare o falsificare la seguente implicazione:

lim M =a € R\{0} = y = ax + b ¢ asintoto obliquo destro per f.
x

T—r—+00

Esercizio 10.2. Dimostrare che il polinomo di McLaurin della funzione sin é dato da

Pay1(2) = Pogalw) = Y ﬁx%“,

—~ (2k + 1)!
e quello della funzione cos da
~ (=1*
PQH(ZL') = PQn_H(ZE) = % (2k)' T .

Esercizio 10.3. Ritrovare, usando i limiti notevoli, i seguenti sviluppi:
2
sinx = x4+ o(x), COSZE:l—%—}—O(fL‘Q), e’ =1+z+o(x), In(14x)z+o(x).

Esercizio 10.4. Siano «, 8 € R. Dimostrare che

o Vk #0, ko((x — x0)*) = o(k(x — x9)*) = o((x — x0)?);
(x — wo)*0((x — 20)”) = o((x — x0)**7);
o((x — m9)™)o((x — 20)7) = o((x — w9)**7);
se 8> 0 allora (o((x — x0)%))” = o((x — x0)%");
o((z — 20)") + of (& — 20)") = o{(x — o))
Esercizio 10.5. Trovare k,a € R, con k # 0, tali che

(2% + 2* + zo(2*))? = kx® + o(2®).

11. UNDICESIMA SETTIMANA

Esercizio 11.1. Trovare l'intervallo pitt grande in cui f € analitica, nei casi
f polinomio, f(z)=sinz, f(z)=cosz, [f(x)=1In(l+x).

Esercizio 11.2. Dimostrare che i polinomi di I grado sono integrabili. Calcolarne I'inte-
grale da a a b.

(suggerimento: calcolare le somme inferiore e superiore relative alla suddivisione in n
intervalli di uguale lunghezza e far tendere n ad infinito.)
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Esercizio 11.3. Dimostrare che f(x) = x* ¢ integrabile in (0, 1).

Esercizio 11.4. Dimostrare che

inf(f 4+ ¢g) > inf f +inf g, sup(f +g) <sup f +supg.
A A A A A A



