Metodi e Modelli per I’'Ottimizzazione Combinatoria

Il problema del flusso di costo minimo

L. De Giovanni G. Zambelli

1 Problema del flusso a costo minimo

Il problema del flusso a costo minimo é definito come segue.

Dato un grafo orientato D = (V, A), sia n = |V|, m = |A|. Sono dati costi ¢, per ogni
arco e € A, capacitd u, per ogni e € A, e richieste b, su ogni nodo v € V.

Un flusso ammissibile in D é un vettore (x.)ecq tale che x, > 0, x, non eccede la
capacita u, e, per ogni v € V, il flusso portato dagli archi che entrano in v meno il flusso
che esce da v sia uguale a b,. Il flusso z, sull’arco e incorre un costo c.z.. Il problema
del flusso a costo minimo consiste nel determinare un flusso ammissibile di costo totale
minimo.

Formalmente, il problema del flusso a costo minimo ¢ il seguente:

min Z(U,w)EA CowLow
Zw H(w,w)eA Lwo — Zw :(v,w)€A Lyw — bv veV (1)
0 < 2y < Upwy (v,w) € A

I vincoli di uguaglianza sono detti vincoli di bilanciamento sui nods.

Se, inoltre, aggiungiamo vincoli di interezza x,, € Z per ogni (v,w) € A, allora
parleremo del problema del flusso intero a costo minimo. Vedremo che i vincoli di interezza
non rappresentano una ulteriore difficolta, poiché descriveremo un algoritmo per risolvere
il problema del flusso a costo minimo che, qualora b, € Z per ogni v € V e u, € Z per
ogni e € A, determina una soluzione ottima per (5) che ¢ intera.

Il problema del flusso a costo minimo generalizza svariati problemi di ottimizzazione
combinatoria. Ne menzioniamo due.

1.1 Problemi di cammini minimi

Dato un grafo orientato D = (V, A), due nodi s,t € V| s # t, e lunghezze £, su ogni arco
e € A, vogliamo trovare il cammino da s a t di lunghezza minima. Definiamo variabili
binarie x. per ogni e € A, ove

ee€ A.

1 se e é nel cammino minimo da s a t,
Te = . .
0 altrimenti



Il problema del flusso di costo minimo

Il problema del cammino minimo diventa dunque

min 2, ea lowlow
Zw:(w,v)eA Lwv — Zw:(v,w)eA Ty = 0 veV \ {87 t}

Zw (w,s)€A Tws — Zw (s,w)EA Tow = —1
w:(wt)eA Lwt — Zw:(t,w)eA Tt = +1
Loyw Z 0 (’U,U}) - A
Tyw € Z (’U,U}) cA

che é un problema di flusso (intero) di costo minimo.

I problema del cammino minimo pué essere risolto in tempo O(nm) usando 'algoritmo
di Bellman-Ford. Ricordiamo che tale algoritmo risolve il seguente problema pit generale:
dato r € V, trova i cammini di lunghezza minima da r a v per ogni v € V. L’algoritmo
di Bellman-Ford ¢ in grado di risolvere tale problema se D non contiene cicli di lunghezza
negativa. Quando termina, l’algoritmo di Bellman-Ford pué dare uno dei due output
seguenti:

1. per ogni v € V| la distanza minima y, da r a v,

oppure
2. un ciclo C' di lunghezza negativa, cioé un ciclo C' tale che ) .. /f. <0.

L’algoritmo fornisce 'output 1. solo se non ci sono cicli negativi, poiché altrimenti
la lunghezza minima di un cammino da r a v non é ben definita. Se non ci sono cicli
negativi, allora gli elementi y,, v € V', soddisfano le seguenti condizioni, dette condizion:
di Ford:

Yw — Yo < lyw,  per ogni (v,w) € A. (2)

Infatti, per ogni arco (v, w), dato un cammino da r a v di lunghezza vy, allora, poiché w
puo essere raggiunto da v mediante un arco di lunghezza ¢, e poiché non vi sono cicli
negativi, esiste un cammino da r a w di lunghezza al pit y, + lyw, € dunque v, < y, + low.

1.2 Problema del flusso massimo

Dato un grafo orientato D = (V, A), due nodi s,t € V', s # t, e capacitd ¢, su ogni arco
e € A, un flusso da s at é un vettore (f,)ccq tale che 0 < f, < u, e che il flusso che entra
in ogni nodo v € V'\ {s,t} sia uguale al flusso che esce.
11 walore del flusso f da s a t, denotato da val(f), é il flusso totale uscente da s meno
il flusso che entra in s (che é uguale al flusso che entra in ¢ meno il flusso che esce).
Dunque, dobbiamo risolvere il seguente problema.

max Zw ((s,w)eA fsw - Zw s (w,s)€A fws
Zw:(w,v)eA fuw - Zw:(v,w)eA fvw = 0 veV \ {Svt} (3)

ngvwguvw (va)EA
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Possiamo costruire un problema di flusso a costo minimo in un qualche grafo diretto, la
cui soluzione fornisce una soluzione al problema del flusso massimo. La costruzione é la
seguente.

Consideriamo il grafo D = (V, A), con gli stessi nodi di D, e in cui A = AU {é}, ove
¢ é un arco da t ad s. Definiamo costi ¢,, e € A, come segue

- —1 see=ce, ce i
10 altrimenti ’

Definiamo richieste b, = 0 per ogni v € V. Il problema di flusso a costo minimo cosi
definito in D é

min —x;z
Zw:(w,v)eA Lwv — Zw:(v,w)eA Tow = 0 veV \ {S’ t}
w: (w,s)€EA Lws + Te — Zw:(s7w)€A LTsw = 0
_ (4)
w:(w,t)EA Lwt — Zw S(tw)€A Tpw —Te = 0
0 < Ty < Uy (v,w) € A

l’éZO

Si noti che, data una soluzione x di (4), allora il vettore f definito da f. = z., e € A
definisce un flusso da s a t in D, il cui valore é uguale a x;.
Viceversa, dato un flusso f da s a t, se definiamo z, = f, per ogni e € A e xz; =
Zw:(&w)eA fsw — Zw:(w’s)eA fuws, allora x é una soluzione ammissibile per (4) di costo

—val(f).

Dunque, il valore ottimo di (3) é uguale a meno il valore ottimo di (4).

2 L’algoritmo di cycle canceling

Descriviamo ora un algoritmo per risolvere il problema del flusso a costo minimo (5). Tale
algoritmo partird da un qualche flusso ammissibile, e ad ogni iterazione cerca un flusso
ammissibile di costo minore fino ad arrivare all’ottimo.

Supponiamo di avere un flusso ammissibile Z. Discuteremo il problema di trovare un
flusso ammissibile da cui iniziare nella Sezione 2.1.

Un ciclo non orientato C' di D é una sequenza alternata di nodi ed archi

C = vy, e1,v1,€2,02,. .., V1, €k, Vg

tale che vg = v, e, peri =1,...,k, e; € un arco con estremi v;_; e v;.

Se e; = (v;i_1,v;), allora diciamo che e; é un arco forward, se e; = (v;,v;_1), allora
diciamo che e; é un arco backward.

Definiamo un nuovo flusso = a partire da T come segue:

ZT.+ € see éforward in C,
Te =14 T.— € seeébackward in C, e € A.

Te see ¢ C,
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Il problema del flusso di costo minimo

Si noti che, se T cosi definito soddisfa i vincoli di bilanciamento sui nodi. Affinché 0 <
Z. < u, per ogni e € A, dobbiamo avere

€ <u.— T, perogniarco e forward in C,
e <1, per ogni arco e backward in C, ’

e dunque il valore massimo che possiamo assegnare a € é
¢ := min {min{u, — Z. : e forward in C}, min{Z. : e backward in C'}}.

Diremo che Z é ottenuto aumentando  lungo C.
Si noti che la differenza tra il costo di z e il costo di T é

E Cow(Te — Te) = €( E Ce — E Ce)
ecA ecA e€A
e forward e backward

Dunque Z ¢ una soluzione di costo minore di Z se e solo se € > 0 e

Z Ce — Z c. < 0.

ecA ecA
e forward e backward

Definizione 1 Dato un flusso ammissibile T, un ciclo non orientato C' di D ¢é detto un
ciclo migliorante per = se

Ue — Te > 0 per ogni arco e forward in C,

Te >0 per ogni arco e backward in C',’
e se
E Ce — g c. < 0.
ecA ecA
e forward e backward

Abbiamo dunque visto che, se aumentiamo Z lungo un ciclo migliorante, otteniamo un
nuovo flusso ammissibile di costo strettamente minore del precedente. Questo suggerisce
il seguente algoritmo, detto di cycle canceling.

Algoritmo di cycle canceling

Sia dato un flusso ammissibile 7.
Finché esiste un ciclo migliorante C' per 7,
aumenta Z lungo C;

Vi sono due problemi da considerare:
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Il problema del flusso di costo minimo

e Come trovare un ciclo migliorante,

e Dimostrare che, se non ci sono cicli miglioranti per Z, allora £ é un flusso di costo
minimo.

Per trovare un ciclo migliorante per Z, costruiamo un nuovo grafo orientato D(Z) =
(V, A(Z)), detto grafo residuo.

Definiamo gli archi in D(Z) e costi ¢ su tali archi come segue. Per ogni arco (v, w) € A,
il grafo residuo D(Z) contiene gli archi

(U, W) 8 Uyy — Ty > 0, di costo ¢, =
(w,v) 8€ Ty >0, di costo ¢, = —Cpw-

Proposizione 1 D contiene un ciclo migliorante per T se e solo se D(T) contiene un
ciclo orientato di costo negativo.

Pertanto, trovare un ciclo migliorante consiste nel trovare un ciclo orientato di costo
negativo in D(Z). Questo pué essere fatto applicando 'algoritmo di Bellman-Ford.
[Mustriamo 'algoritmo di cycle canceling nell’esempio in Figura 1.

Osserviamo che, se b, € Z per ogni v € V e u, € Z per ogni e € A, ed eseguiamo
I’algoritmo di cycle canceling a partire da un flusso ammissibile Z intero, allora ad ogni
iterazione il flusso su ogni arco cambiera di una quantita intera, e dunque la soluzione
ottima finale sard intera. Nella sezione 2, mostreremo come utilizzare ’algoritmo di cycle
canceling per ottenere un flusso ammissibile, e osserveremo che, se b, € Z per ogni v € V
e u, € Z per ogni e € A, allora il flusso ammissibile che otterremo sard intero. Questo
dimostra dunque il fatto seguente.

Teorema 1 Se b, € Z per ogni v € V, u. € Z per ogni e € A, e se il problema di
minimum cost flow (5) ammette una soluzione ottima, allora esiste una soluzione ottima
che € intera.

Dunque l'algoritmo di cycle canceling pué essere utilizzato anche per risolvere il
problema del flusso intero di costo minimo.

Per quanto riguarda il running-time dell’algoritmo di cycle canceling, si osservi che
ogni iterazione richiede la costruzione del grafo residuo, che richiede tempo O(n+m), e la
ricerca di un ciclo orientato di costo costo negativo nel grafo residuo, che richiede tempo
O(nm) usando 'algoritmo di Bellman-Ford. Pertanto, ogni iterazione richiede tempo
O(nm). Se b, € Z per ogni v € V', c.,u. € Z per ogni e € A, allora ad ogni iterazione il
costo del flusso decresce almeno di 1 unita, pertanto, se ¢* é il costo minimo di un flusso e =
¢ il flusso ammissibile di partenza, 'algoritmo termina in al pit ) _ , cee — ¢* iterazioni.
Si noti che, se U = max{|u.| : e € A} e C = max{|c.| : e € A}, allora ) _, c.Te —
¢ < 2mCU, e dunque il running time dell’algoritmo ¢ O(nm?CU). Questo non é un
bound polinomiale nella taglia dell’input, tuttavia accorgimenti ulteriori nella scelta del
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Il problema del flusso di costo minimo

D D(x)

(a) Aumenta x lungo il ciclo migliorante b-c-d-b (e = 2).
b(@)=0

(¢) D(z) non contiene cicli orientati di costo negativo. Il flusso trovato é di costo minimo.

Figura 1: Esecuzione dell’algoritmo di cycle canceling: la colonna a sinistra rappresenta il
grafo originale con il flusso ad ogni iterazione, quella a destra rappresenta il grafo residuo
relativo al flusso corrente, con i costi ¢ sugli archi.
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Il problema del flusso di costo minimo

ciclo migliorante permettono di ridurre la complessita ’algoritmo di cycle canceling a

O(nmlog(n)log(nC)).

Vogliamo ora dimostrare che ’algoritmo é corretto, ovvero che, se non ci sono cicli
) )
miglioranti per i’, allora Z é un flusso di costo minimo.

Teorema 2 Sia & un flusso ammissibile. Allora T € ottimo se e solo se non esistono cicli
maglioranti per T

Dimostrazione: Abbiamo gia dimostrato che, se esiste un ciclo migliorante per z, allora
Z non ¢é ottima.

Dimostriamo ora che, se non ci sono cicli miglioranti per z, allora  é un flusso di
costo minimo.

La dimostrazione utilizza le condizioni di ottimalitd per (5) che si evincono dal duale.
Il problema di flusso a costo minimo puo essere scritto come segue

min Z(v,w)eA CowTow

(yU) Zw;(w,y)eA Loy — Zw:(uw)eA Tow — bv NS Vv (5)
(ZUU)) — Ty = —Upw ('U,’UJ) €A
Ty 2> 0 (U, 'lU) €A

ove abbiamo scritto, a sinistra di ogni vincolo, la corrispondente variabile duale. Dunque
Y, ¢ la variabile duale relativa al vincolo di bilanciamento per v, v € V| mentre z. ¢é la
variabile duale corrispondente al vincolo —z, > —u,, e € A. 1l problema duale é dunque

max ZUEV bvyv - Z(v,w)eA Uyw Row
Yw — Yo — Zow < Cow (U, ’UJ) €A (6)
Zyw = 0 (U,’UJ) € A.

Si noti che le variabili z., e € A, sono in qualche misura “inutili”, nel senso che in una
soluzione ammissibile duale (y, z) deve valere
Per il Teorema di Dualita forte, & é ottimo se e solo esiste una soluzione ammissibile

per il duale (g, 2) tale che Z(v,w)eA CowTow = Y _pey bolo — Z(v,w)eA U 2ot -
Ricordiamo che questo avviene se e solo se T e (7,Z) soddisfano le condizioni di
ortogonalita. Per tale problema, le condizioni di ortogonalita sono le seguenti:

(1) Per ogni (v, w) € A tale che Z,, > 0, vale 9y, — Uy — Zow = Cow,
i1) Per ogni (v, w) € A tale che Z,, > 0, vale Ty = Uyy-

La condizione (i) implica che ¢, — ¥y, > Cypw, poiché Z,, > 0.
La condizione (ii) é equivalente alla seguente: per ogni (v,w) € A tale che Ty < Uy,
vale Z,, = 0. Questa condizione, implica che, 7, — 7, < Cpp-
Dunque, se Z é una soluzione ottima, allora esiste y che soddisfa
Jw — Yo = Cow  Per ogni (v, w) € A tale che T, > 0 (7)
Jw — To < o Per ogni (v, w) € A tale che Ty < Uy (8)
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Il problema del flusso di costo minimo

Viceversa, dato un flusso ammissibile Z e dato gy che soddisfi (7) e (8), allora se
definiamo Z,,, = min{0, ¢, — ¥, — Cu } non é difficile verificare che (7, ) é ammissibile per
il duale e che Z e (7, Z) soddisfano le condizioni di ortogonalita (i),(i7), e che dunque Z é
un flusso ottimo.

Pertanto, & ¢ un flusso ottimo se e solo se esiste § € RY che soddisfa le condizioni (7)
e (8).

Ora, supponiamo che non esista un ciclo migliorante per #, ovvero che D(Z) non
contenga un ciclo di costo negativo. Allora, fissato un qualunque nodo r € V, se definiamo
¥y il costo minimo di un cammino da r a v in D(Z) rispetto ai costi ¢, e € A(Z) definiti
in precedenza, abbiamo visto nella Sezione 1.1 che § soddisfa le condizioni di Ford (2).
Le condizioni di Ford nel nostro caso sono:

Uw — Jo < ¢, perogni (v,w) € A(Z).

Notiamo che tali condizioni implicano che g soddisfa (7) e (8), e che dunque & é un flusso
ottimo. Infatti, dato (v,w) € A, se Z,,, > 0 allora (w,v) € A(Z) e ¢, = —Cpw, pertanto
la condizione di Ford diviene g, — g, < —Cyy, che é equivalente a (7); se invece Ty < Uy
allora (v,w) € A(Z) e ¢, = cyw, pertanto la condizione di Ford diviene g, — 9, < Cyu,
che ¢ (8). O

2.1 Trovare un flusso ammaissibile

Rimane da considerare il problema di come determinare un flusso ammissibile per iniziare
I’algoritmo di cycle canceling.

Si noti, prima di tutto, che affinché (5) ammetta soluzione, é necessario che ) _ b, =
0. Infatti, se x é un flusso ammissibile, allora x soddisfa

)OI (D DRI SR B o

veV \w: (w,w)EA w: (v,w)eA veV

Si pu6 verificare che il right-hand-side della precedente equazione ¢ 0, e dunque ) b, =
0.

Vediamo ora che il problema di trovare un flusso ammissibile é equivalente a trovare
un flusso ammissibile di costo minimo in un grafo orientato “ausiliario”.

Definiamo il grafo orientato D = (V, A) come segue:

e V=V U{r}, over éun nuovo nodo “dummy”,
e A=AU{(r,v) : v eV taleche b, > 0} U{(v,7) : v €V tale che b, < 0}.
Le richieste l~)v sui nodi di v € V sono definite da

P b, sev#r,
Y10 sev#r
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Il problema del flusso di costo minimo
Le capacita u,. sugli archi e € A sono definite da

- u. seeé€ A,
Ue = ~
‘ +0o see€ AN A.

I costi & sugli archi e € A sono definiti da

_— { 0 see€A,
11 seee AN A

Si noti che ogni flusso ammissibile ottimo z* in D (rispetto alle capacita @, richieste
sui nodi b, e costi ¢) ha costo non-negativo, ed ha costo 0 se e solo se ¥ = 0 per ogni
e € A~ A. In tal caso, il flusso determinato da z* sugli archi del grafo originale D ¢é un
flusso ammissibile.

Viceversa, dato un flusso ammissibile z per D, il flusso x* definito da

. T, see€ A,
k= ~
¢ 0 seee AN A

é ammissibile in D ed ha costo 0 rispetto a ¢, ed é pertanto ottimo. .
Dunque esiste un flusso ammissibile per D se e solo se il flusso di costo minimo in D
(rispetto ai costi ¢) ha costo 0.

Per trovare un flusso ammissibile in D dobbiamo dunque risolvere un problema di
flusso a costo minimo in D rispetto ai costi ¢ con capacitd @ e richieste b. Basterd
dunque applicare 1'algoritmo di cycle canceling a tale problema, partendo dal seguente
flusso ammissibile in D rispetto alle capacitd @ e richieste sui nodi b:

0 see€ A,
Te=¢% b, see=(rv),
—b, see=(v,r).

Un esempio é mostrato in Figura 2.
Si noti che, poiché le capacita sugli archi e le richieste sui nodi del grafo ausiliario sono
intere, allora il flusso ottimo finale é intero.
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Il problema del flusso di costo minimo

b(r)=0

(a) Trovato flusso ammissibile per D (il flusso di partenza in Figura 1(a)).

Figura 2: La colonna di sinistra mostra il grafo ausiliare D e il flusso corrente. La colonna
di destra mostra il grafo residuo del grafo ausiliario e i costi corrispondenti sugli archi.
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