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Metodi Risolutivi per Programmazione Lineare Intera

1 Definizioni preliminari

Un problema di programmazione lineare intera € una problema della forma

z; =maxcle
Ax <b
>0 (1)
x; € 4, 1€ 1.
ove Ae R beR" ce R"elI C{l,...,n} ¢ linsieme degli indici delle variabili
intere. Le variabili z;, i ¢ I sono invece dette variabili continue. Se il problema ha sia
variabili intere che variabili continue, allora ¢ detto un problema di programmazione lineare

intera mista, mentre se tutte le variabili sono intere, il problema e detto di programmazione
lineare intera pura.

L’insieme
X={zeR"|Ax <b,x>0,x;, €Zperogniiecl}
e la regione ammissibile del problema.

T

Zp = maxc'
Az <b (2)
x>0

e detto il rilassamento lineare di (1).

Si noti il seguente facile fatto:
Zr S ZL- (3)

Infatti, se x! & la soluzione ottima di (1) e z¥ & la soluzione ottima di (2), allora a!

soddisfa i vincoli di (2), e dunque z; = T2’ < Tal = 2.

Di seguito daremo i fondamenti di due dei metodi su cui si basano gli attuali solver di
programmazione a numeri interi: il metodo del Branch-and-Bound e il metodo dei piani
di taglio.

2 Branch and Bound per programmazione lineare
intera

Il metodo piu comune per risolvere problemi di programmagzione lineare ¢ il metodo
cosiddetto di Branch and Bound. 11 metodo si basa sulla seguente semplice osservazione:

Data una partizione della regione ammissibile X in insiemi Xy, ..., X,, sia

z§k) =max{c’z |z € X},}. Allora

o (k)
;= max z; .
k=1,...,n
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Dunque il metodo di Branch and Bound procede partizionando X in sottoinsiemi piu
piccoli, e risolvendo il problema max ¢’z su ogni sotto-insieme. Questo viene fatto ricor-
sivamente, dividendo a loro volta le regioni ammissibili dei sotto-problemi in sottoinsiemi.
Se tale ricorsione venisse svolta completamente, alla fine enumereremmo tutte le possibili
soluzioni intere del problema. Questo ovviamente presenta due problemi: prima di tutto,
se il problema ha infinite soluzioni ’enumerazione completa non e possibile, e anche se
la regione ammissibile contenesse un numero finito di punti, tale numero potrebbe essere
esponenzialmente grande, e quindi enumerare richiederebbe un tempo eccessivo.

L’algoritmo di Branch and Bound cerca di esplorare solo aree “promettenti” della regione
ammissibile, mantenendo upper e lower bounds al valore ottimo della soluzione in una
certa area, e cercando di utilizzare tali bounds per escludere a priori certi sotto-problemi.

Di seguito, esponiamo il metodo con un esempio. I principi generali, validi per una classe di
problemi di ottimizzazione combinatoria pit ampia della programmazione lineare intera,
saranno illustrati successivamente.

Esempio Si consideri il problema (Fp):

Z? =max br;+ %xg

1+ Ty < 5)
101'1 + 6.’13'2 < 45 (Po)

1,22 = 0

T1,To € Z

La regione ammissibile di (Fy) e del suo rilassamento lineare e rappresentato nella figura
successiva.

Risolvendo il rilassamento lineare di (Fp), otteniamo la soluzione ottima x; = 3.75, xy =
1.75, con valore 29 = 24.06.

Dunque abbiamo ottenuto un upper bound per il valore ottimo 29 di (), ovvero 29 <
24.06. Ora, poiché in una soluzione ottima di (Fy) x; avra valore intero, allora la soluzione
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ottima soddisfera z; < 3 oppure x; > 4. Dunque la soluzione ottima di (F) sara la
soluzione migliore tra le due soluzioni dei problemi (P;) e (P) cosl definiti:

2z =max bxy + Ly 2} =max bzy + Ly
rT1+xy <5 Ti+x2 <05
10x; + 622 < 45 10z + 62, < 45
r < 3 (Pl) > z, > 4 (P2>
T, = 0 T, = 0
1,12 € Z 21,29 € 7

Diremo che abbiamo fatto branching sulla variabile x1. Si noti che in questo modo la
soluzione (3.75,1.25) non appartiene al rilassamento lineare di (P;) o (P%). Possiamo
rappresentare graficamente i sotto-problemi e i rispettivi bounds mediante un albero,
detto albero di Branch-and-Bound.

2% =-24.06
X, =3.75,%,= 1.25

[ problemi attivi sono le foglie dell’albero, nella fattispecie (P;) e (P,).

Consideriamo il problema (P;), rappresentato in figura.

La soluzione ottima del rilassamento lineare di (P;) ¢ z; = 3, x5 = 2, con valore z; = 23.5.
Si noti che tale soluzione ¢ intera, e dunque, poiché z! < 2! in tal caso (3,2) & anche la
soluzione ottima intera. Dunque non occorre fare ulteriore branching per il nodo (P;), che
puo dunque essere potato. Diciamo che (P;) e potato per ottimalita. Si noti inoltre che la
soluzione ottima di (Py) avra valore 29 > 2] = 23.5. Dunque LB = 23.5 ¢ un lower-bound
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al valore ottimo, e (3,2) ¢ la soluzione intera corrente, ovvero la miglior soluzione intera
trovata fino a questo punto (detta anche incumbent solution).

L’albero di Branch-and-Bound e ora il seguente.

LB=23.5
Zo|_ =24.06

X, =3.75, x, = 1.25
X, <3 X, 24

L’unica foglia non potata ¢ (P2) che ¢ 'unico problema attivo, ed ¢ rappresentato nella

figura successiva.

La soluzione ottima del rilassamento lineare di (P) ¢ 1 = 4, 2 = 0.83, con valore
22 = 23.54. Dunque z? < 23.54, e dunque 23.54 ¢ un upper-bound al valore ottimo di
(P,). Sinoti che LB = 23.5 < 23.54, dunque (P;) potrebbe avere soluzione migliore
della soluzione intera corrente. Poiché la componente x5 della soluzione ottima di (F2)
ha valore 0.83, facciamo branching su x,, ottenendo i seguenti due sotto-problemi (Ps) e

(Py) di (P).

2} =max  bxy + L, 2? = max
i} -+ )

].Oxl + 6%2

T

T2

L1, T2

T1,T2

M IV IAN IV INIA
B~ Ot
>

NE=I =N

o1 + 11751;2
T + T2
101‘1 + 61’2
T

T2

T, T2

T1, T2

m IV IV IV IAIA
NS~ ks
&
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L’albero di Branch-and-Bound ¢ ora il seguente.

LB=23.5
ZOL =24.06
x,=3.75,x,=1.25
X, <3 X, 24

Z1|_= -23.54
X, =4, x,=0.83

I nodi attivi sono (P3) e (P,). Risolviamo il rilassamento lineare di (P;) (rappresentato
in figura),

© 0 o0 o0 o o

ottenendo soluzione ottima e xy = 4.5, x5 = 0, con valore zi = 22.5. Dunque la soluzione
ottima intera di (P3) avra valore z7 < 22.5, ma poiché abbiamo gia determinato una
soluzione ottima intera con valore 23.5 (corrispondente a un Lower Bound), ¢ inutile
esplorare ulteriormente la regione ammissibile di (P3) poiché sappiamo che non vi sara
nessuna soluzione intera di valore maggiore di 22.5 < 23.5. Possiamo dunque potare il
nodo (P3) per bound (nodo non migliorante). L’albero di Branch-and-Bound corrente,

rappresentato nella figura successiva, contiene un unico problema attivo, ovvero (Py).
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LB=235

20 = 24.06

X, =3.75,%,= 1.25
X, <3 X, 24

z' =235
X, =3,X,=2

Bound =22.5
X, =4.5,x,=0

Risolvendo il rilassamento lineare di (P;), si determina che tale rilassamento non ha alcuna

soluzione ammissibile, e dunque (P) non ha neppure soluzioni intere, come evidente nella
seguente figura.

Possiamo dunque potare il nodo (Py) per inammissibilita. L’albero di Branch-and-Bound
corrente, rappresentato nella figura successiva, non ha alcun problema attivo, e dunque
la soluzione intera corrente ¢ la migliore possibile: (3,2) ¢ la soluzione ottima di (FPp)

LB=23.5
ZOL =24.06

X, =3.75,%, = 1.25
X, 24

7% =23.54
X, =4,%x,=0.83
Z1L =235 X, =1
X, =3,X,=2
Bound = 22.5 Problema non
X, =4.5,x,= ammissibile
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Il metodo del Branch-and-Bound per programmazione lineare intera (mista)
In quanto segue, esponiamo il metodo di Branch-and-Bound in maniera formale. Vogliamo
risolvere il problema (F)
27 =maxcle
Az <b
>0
x; € 4, 1€ 1.

ove I come al solito ¢ 'insieme di indici delle variabili intere.

L’algoritmo manterra un lower-bound LB sul valore ottimo z; e manterra 1'incumbent
solution, cioe la miglior soluzione ammissibile z* per (F) trovata fino a questo punto (e
dunque z} € Z per ogni i € I, e c'z* = LB). 1l metodo manterra un albero di Branch-
and-Bound 7 in cui le foglie non potate sono i nodi attivi. Denoteremo con ¢ 'indice
massimo di un nodo (P;) nell’albero di Branch-and-Bound.

Metodo di Branch-and-Bound

Inizializzazione: T := {(F)}, ¢ := 0, LB := —o0, * non definita,

1. Se esiste un nodo attivo in 7, scegli un nodo attivo (Py), altrimenti ritorna la
soluzione ottima z*, STOP;

2. Risolvi il rilassamento lineare di (P,), determinando o una soluzione ottima (¥,

di valore z(Lk), oppure che il rilassamento lineare di (FP;) ¢ inammissibile.

(a) Se il rilassamento lineare di (Py) & inammissibile: pota (Py) da T (potatura
per inammissibilita);

(b) Se z(Lk) < LB, allora (Py) non puo avere soluzioni migliori di quella corrente
x*: pota (P;) da T (potatura per bound);

(c) Se :ng) € Z per ogni i € I, allora z®) & una soluzione ottima per (P;) (ed
ammissibile per (F)), dunque

e Se c'z™ > LB, poni z* := 2® e LB := 2™,
e Pota (Py) da T (potatura per ottimialita);

3. Se nessuno dei casi (a), (b), (c¢) si verifica, allora scegli un indice h € I tale

che xgk) ¢ 7, fai branching sulla variabile xj, ponendo come figli di (Pg) in T i
problemi

(Prv1) == (P) N{an < |27} 0 (Pera) = (Po) 0 {ag > [P}

(Pry1) € (Ppyo) sono nodi attivi, (Pg) non e attivo. Poni ¢ := ¢ + 2, torna ad 1.
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Vi sono molti dettagli fondamentali per rendere efficiente un metodo di Branch-and-
Bound. Ci soffermiamo sui seguenti aspetti.

Soluzione del rilassamento ad ogni nodo Osserviamo che il rilassamento lineare da
calcolare ad un nodo corrisponde al rilassamento lineare del nodo padre con I'aggiunta di
un vincolo. Se abbiamo risolto il rilassamento del nodo padre con il metodo del simplesso,
abbiamo a disposizione una soluzione ottima di base per il nodo padre. Come abbiamo
visto nell’esempio di applicazione del metodo del simplesso duale, tale metodo puo essere
sfruttato per ottenere in modo molto efficiente la soluzione ottima di un problema a cui e
stato aggiunto un vincolo, a partire dalla soluzione ottima prima dell’aggiunta del vincolo
stesso. E quindi possibile applicare il simplesso duale a partire dalla soluzione del nodo
padre per ottenere, in modo molto efficiente, la soluzione del rilassamento per ogni nodo
figlio. Questo ¢ uno dei fattori implementativi che accelera ’esplorazione dei vari nodi
dell’albero di Branch-and-Bound per problemi di programmazione lineare intera (mista).

Scelta del nodo attivo 1l passo 1 dell’algoritmo sopra esposto estre un nodo dalla lista
dei nodi attivi. Il numero di nodi che verranno aperti complessivamente dipende dalla
gestione di questa lista e, in particolare, dai criteri di estrazione. Vi sono in effetti due
obiettivi contrastanti che concorrono alla scelta del nodo attivo:

- trovare rapidamente una (buona) soluzione intera ammissibile. Questo ha due van-
taggi: una soluzione intera fornisce un lower bound al valore ottimo del problema,
e avere un buon lower bound aumenta le possiblita di potare un nodo per bound.
Inoltre, qualora si decidesse di interrompere prematuramente il processo, abbiamo
comunque determinato una soluzione ammissibile per il nostro problema iniziale;

- visitare il minor numero possibile di nodi.
Questi due obiettivi suggeriscono le seguenti strategie:

Depth-First-Search Questa strategia corrisponde ad una gestione LIFO (Last In
First Out) della lista dei nodi attivi e ha il vantaggio che, poiché fissa le variabili
I'una dopo I’altra fino a potare un nodo, tipicamente si arriva presto ad una soluzione
intera. Un altro vantaggio e che vengono mantenuti pochi nodi attivi, e quindi
mantenere la lista dei nodi attivi richiede poca memoria. Lo svantaggio e che si
possono visitare nodi “poco promettenti”, ove non vi siano soluzioni ottime o vicine
all’ottimo;

Best-Node Per evitare di visitare nodi dove non vi siano buone soluzioni intere,
una strategia ¢ invece quella di scegliere un nodo attivo (P) con upper-bound z¥
pitt grande possibile, ovvero z¥ = max; z{ ove il massimo & preso tra gli indici dei
nodi attivi. In tal modo, siamo sicuri di non dividere un nodo il cui upper bound
2% & minore dell’ottimo valore z; di (Py). Uno svantaggio di questa strategia & che

richiede di mantenere molti nodi attivi, e quindi richiede molta memoria.
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In pratica, una strategia ibrida e di applicare inizialmente Depth-First-Search per deter-
minare in fretta una soluzione intera, e poi passare ad una strategia di Best-Node. Inoltre,
i solver di programmazione a numeri interi implementano solitamente euristiche per de-
terminare in fretta una soluzione intera, prima di iniziare il procedimento di Branch and
Bound.

Valutazione di soluzioni ammissibili Per applicare efficacemente le regole di chiusura
dei nodi, e necessario disporre di soluzioni ammissibili di buona qualita. Nella predispo-
sizione di un algoritmo di Branch-and-Bound, bisogna quindi stabilire come e quando
calcolare soluzioni ammissibili. Tra le varie possibilita, citiamo:

- aspettare semplicemente che I’enumerazione generi un nodo foglia ammissibile;

- implementare un algoritmo euristico che valuti una buona soluzione all’inizio, prima
dell’esplorazione;

- sfruttare, con frequenza da determinare in base al tipo di problema da risolvere,
I'informazione raccolta durante 1’esplorazione dell’albero per costruire soluzioni am-
missibili sempre migliori (ad esempio arrotondando la soluzione del rilassamento
continuo in modo che risulti ammissibile).

In ogni caso, bisogna sempre valutare il compromesso tra la qualita della soluzione
ammissibile corrente e lo sforzo computazionale per ottenerla.

Criteri di arresto Il metodo del Branch-and-Bound si arresta quando tutti i nodi
sono dichiarati chiusi, cioe la lista dei nodi attivi e vuota. In questo caso, la soluzione
ammissibile corrente corrisponde ad una soluzione ottima. Possono anche essere adottati
criteri relativi a limiti computazionali, come ad esempio raggiunti limiti di tempo di
calcolo o di memoria, ma non ¢ garantito che ’eventuale soluzione ammissibile corrente
sia ottima: in questo caso, la differenza tra il valore dell’incumbent solution e il bound
LB valutato al passo 2(c) fornisce una stima della qualita della soluzione ammissibile a
disposizione. Sfruttando proprio il fatto che si ha sempre a disposizione sia un upper
bound (incument solution) che un lower bound (LB), si potrebbe adottare un criterio di
arresto basato sulla differenza tra questi bound: ci si ferma quando si ritiene “sufficiente”
la qualita della soluzione disponibile, cioe la differenza percentuale tra upper e lower
bound ¢ sotto una soglia predefinita.

Scelta della variabile di branching Anche in questo caso, vi sono svariate strategie

applicabili. Una strategia comune ¢ quella di scegliere come variabile di branching quella

pit, frazionaria, ciod la cui parte frazionaria sia piul vicina a 0,5. Ovvero, posto! f; =
(k) (k)j, scegliamo h € I tale che

x; — |
h = argmin{min{f;, 1 — fi}}.

)

!Dato un numero a denotiamo con |a] I'arrotondamento per difetto di a, ovvero |a| & 'intero minore
o uguale ad a piu vicino ad a stesso.
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2.1 Branch and bound: principi generali

Il metodo del branch and bound per programmazione lineare intera mista sopra esposto e
un’applicazione di uno schema piu generale, valido per tutti i problemi di ottimizzazione
combinatoria.

Un problema di ottimizzazione combinatoria ¢ definito come:
min /max f(x)
s.t. reX

dove X & un insieme FINITO di punti e f(x) ¢ una generica funzione obiettivo. Esempi
di problemi di ottimizzazione combinatoria sono:

e problema del cammino minimo:
X = {tutti i possibili cammini da s a t}, f(x): costo del cammino z € X.

e colorazione di un grafo:
X = {tutte le combinazioni ammissibili di colori assegnati ai vertici}, f(x): numero
di colori utilizzati dalla combinazione z € X.

e programmagzione lineare:
X = {tutte le soluzioni ammissibili di base}, f(x) = c’z.

e programmazione lineare intera mista:
X={zeR"|Ax <b,2>0,z; € Zperogniicl}
ove Ae R™™ beR™ ceR"el C{l,...,n} e insieme degli indici delle variabili
intere.

e etc. etc. etc.

Un metodo generale che permette di trovare una soluzione ottima tra tutte quelle di X
si basa su uno schema enumerativo che sfrutta la finitezza dello spazio delle soluzioni
ammissibili. Lo schema e detto Algoritmo universale per ottimizzazione combinatoria:

1. genero tutte le possibili soluzioni x;
2. verifico I’ammissibilita della soluzione x € X
3. valuto f(x)

4. scelgo la x ammissibile cui corrisponde la migliore f(x).

Ovviamente, lo schema e molto semplice ma soffre di due evidenti problemi. Il primo, e
che la valutazione di f(x) potrebbe non essere banale (ad es. potrebbe essere necessaria
una simulazione per valutare la “bonta” di una soluzione). Il secondo, piu generale, & che
la cardinalita di X potrebbe essere molto elevata. In particolare, la seconda osservazione
pone due questioni:
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1. come genero lo spazio delle soluzioni (ammissibili)?
2. come esploro efficientemente lo spazio delle soluzioni?

L’algoritmo del branch-and-bound implementa lo schema dell’enumerazione sopra visto
cercando di dare una risposta a queste esigenze.

Generazione delle soluzioni: operazione di branch Per capire come generare le
soluzioni ammissibili, osserviamo che:

Dato un problema di ottimizzazione combinatoria z = max /min{f(z) : x €
X} e data una suddivisione della regione ammissibile X in insiemi X1, ..., X, :
UL, Xi = X, sia 2®) = max/min{f(z) : € X;.}. Allora la soluzione del
problema z = max / ming_y__, 2(k)

Possiamo quindi applicare il principio diwvide et impera: si suddivide X in sottoinsiemi
piu piccoli, e si risolve il problema su ogni sotto-insieme. Questo viene fatto ricorsiva-
mente, dividendo a loro volta le regioni ammissibili dei sotto-problemi in sottoinsiemi.
Se tale ricorsione venisse svolta completamente, alla fine enumereremmo tutte le possibili
soluzioni ammissibili del problema. La divisione ricorsiva dell’insieme delle soluzioni del
problema di partenza (insieme X) da luogo ad un albero delle soluzioni ammissibili, come

rappresentato in Figura 1.

Figura 1: Generazione delle soluzioni: operazione di Branch.

Sia F il problema di ottimizzazione combinatoria in esame cui corrisponde 'insieme delle
soluzioni Fy = X. Ej e la radice dell’albero e, in generale, E; ¢ 'insieme delle soluzioni
associate al nodo i. L’operazione di suddivisione di un nodo E; da luogo a dei nodi figli.
Tale suddivisione deve garantire che

E= |J E
7 figlio di ¢
ciog, le soluzioni presenti nel nodo padre devono essere presenti in (almeno) uno dei suoi

figli. In altre parole, nello sviluppo dell’albero devo garantire di non perdere soluzioni
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(altrimenti I'osservazione sopra riportata non sarebbe valida). Una caratteristica auspica-
bile, ma non necessaria, della suddivisione di un nodo E; ¢ la disgiunzione dei sottoinsiemi
figli (la suddivisione sarebbe in questo caso una partizione in senso insiemistico):

E;NE, =0,V jk figlio di i

L’operazione di suddivisione si fermerebbe nel momento in cui ogni nodo contiene una
sola soluzione. Pertanto, se £y ¢ un nodo foglia, si ha |Ef| = 1.

La fase di costruzione di nodi figli per partizione di un nodo padre e detta
BRANCH: un insieme di livello h viene suddiviso in ¢ insiemi di livello A + 1.

Esempio 1 Si consideri un problema di ottimizzazione combinatoria con n variabili binarie
T; € {0, 1},i =1..n.

In questo caso, dato un problema P; e il corrispondente insieme di soluzioni ammissibili Fj;
possiamo facilmente ottenere due sotto-problemi e due sottoinsiemi di FE; fissando una delle
variabili binarie a 0 per un sotto-problema e a 1 per ’altro sotto-problema. Utilizzando questa
regola di branch binario (ogni nodo ¢ suddiviso in due nodi figli), otterremmo 1’albero delle
soluzioni in Figura 2.

Livello O

Livello 1

Livello 2

Livello n

Figura 2: Branch binario.

Ad ogni livello viene fissato a 0 o a 1 il valore di una delle variabili. Un nodo di livello h, quindi,
contiene tutte le soluzioni ammissibili con le variabili z7 ...z} fissate ad un preciso valore e,
pertanto, tutti i nodi sono disgiunti. Le foglie si trovano pertanto al livello n, dove tutte le
variabili sono state fissate: ogni foglia rappresenta una delle possibili stringhe binarie di n bit e,
quindi, una (ed una sola) possibile soluzione del problema in questione. Si noti come il numero
di foglie ¢ 2™ e il numero di livelli € n + 1 (incluso il livello 0 della radice).
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Esplorazione efficiente: operazione di bound In generale, il numero di foglie ot-
tenute con un’operazione di branch e esponenziale. L’esplosione completa di un albero
di soluzioni, corrispondente all’enumerazione di tutte le soluzioni in X & pertanto non
praticabile come metodo risolutivo. Cerchiamo quindi un metodo che ci permetta di es-
plorare solo aree “buone” della regione ammissibile, cercando di escludere a priori che la
soluzione ottima del problema si possa trovare in altre aree. Per fare questo, consideriamo,
per ogni nodo dell’albero, un BOUND, ossia una valutazione ottimistica (non peggiore)
del valore che la funzione obiettivo puo assumere in ciascuna delle soluzioni rappresentate
dal nodo stesso. Ad esempio, consideriamo un problema di minimizzazione con variabili
binarie e supponiamo di disporre di una soluzione ammissibile di valore 10. Supponiamo
di associare, all’insieme delle soluzioni ammissibili per il problema di partenza, il nodo Ej
e di sviluppare il primo livello dell’albero di branching, fissando la variabile x; a 0 e a 1
e ottenendo due nodi figli £y ed Ey (vedi Figura 3).

Bound B, = 9 Bound B, = 11

Figura 3: Uso dei Bound.

Chiamiamo z( il valore ottimo della funzione obiettivo nel sottoinsieme F; e 22 il
valore ottimo della funzione obiettivo nel sottoinsieme F,. Ricordiamo che, come prece-
dentemente osservato, il valore ottimo della funzione obiettivo del problema in esame

N

(S

z = min{z, 2}

Supponiamo ora di riuscire a stabilire, con qualche ragionamento e senza considerare ad
una ad una le soluzioni, che il valore delle soluzioni ammissibili per il problema, una volta
fissato a 0 il valore di x; non possa essere minore di 9. In altre parole, il valore della
funzione obiettivo in corrispondenza di ciascuna delle soluzioni rappresentare dal nodo
FE e sicuramente non inferiore a 9. 9 rappresenta quindi una valutazione ottimistica
della funzione obiettivo per il sottoinsieme £, un limite inferiore (lower bound) sotto il
quale il valore della funzione obiettivo non puo scendere, se consideriamo solo soluzioni
in Fy: cioe 2V > 9. Analogamente, supponiamo di disporre di un lower bound per F,
e sia tale bound pari a 11: nessuna della soluzioni con z; = 1 (soluzioni in Fj) ha un
valore della funzione obiettivo pilt basso di 11: cioe 2(!) > 11. Ora, secondo la nostra
prima osservazione, z = min{z(l), 2(2)}. Inoltre, utilizzando 'informazione sulla soluzione
ammissibile a disposizione, z < 10 e, pertanto 22 > 11 > 10, cioe, non ¢ possibile trovare
una soluzione con valore migliore di 10 tra le soluzioni nel nodo E,. Pertanto,
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E5 non contiene sicuramente la soluzione ottima ed e wnutile sviluppare ed
esplorare il sotto-albero con radice Es.

Lo stesso ragionamento non vale per il nodo E;: una delle soluzioni in questo nodo potrebbe
avere valore inferiore a 10 e, pertanto, tale nodo potrebbe contenere la soluzione ottima.

In generale, se & nota una soluzione ammissibile Z di valore f(Z) = f, la disponibilita di
un bound associato ai nodi dell’albero di branch ci permette di “potare” (non sviluppare)
sotto-alberi che sicuramente non contengono la soluzione ottima, cioe i sotto-alberi radicati

in un nodo con bound non migliore di f.

Osserviamo che, anche se non abbiamo esplicitato tutti i nodi foglia del sotto-albero di
FE5, siamo comunque in grado di stabilire che il valore di ciascuno di essi non e migliore di
11 e, grazie alla soluzione ammissibile, tale informazione ¢ sufficiente per escluderli come
soluzioni ottime: & come se avessimo esplorato tutto il sotto-albero in maniera implicita.
Attraverso I'operazione di bound e quindi possibile effettuare una enumerazione implicita
di tutte le soluzioni di un problema di ottimizzazione combinatoria.

Il metodo del Branch and Bound (B&B): schema generale Dalle osservazioni
precedenti, & possible definire il metodo del Branch and Bound (B&B) per la soluzione di
problemi di ottimizzazione combinatoria. Si tratta di un metodo che enumera in modo
esplicito o implicito tutte le soluzioni del problema, basandosi sui seguenti elementi:

e operazione di branch: costruzione dell’albero delle soluzioni ammissibili;
e disponibilita di una soluzione ammissibile di valore f;

e operazione di bound: valutazione ottimistica della funzione obiettivo per le soluzioni
rappresentate da ciascun nodo (bound), per evitare lo sviluppo completo di sotto-
alberi (enumerazione implicita delle soluzioni rappresentate dai nodi con bound non

migliore di f).

Il metodo del Branch-and-Bound puo essere schematizzato come segue. Dato un
problema di ottimizzazione combinatoria z = min / max{f(x) : x € X}, sia:

e Fy: problema di ottimizzazione iniziale;

e [: lista dei nodi aperti. Ogni nodo & una coppia (F;, B;), dove P; ¢ il sotto-problema
e B; e il relativo bound;

[ ]
|

valore della migliore soluzione ammissibile.

: migliore soluzione ammissibile corrente;

°
Kl
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Metodo di Branch-and-Bound

0. Inizializzazione:  Esegui una stima ottimistica B, della funzione obiettivo
e poni L = {(Py, By)}, =0, Z = +oo(min)[—oo(max)]

1. Criterio di Stop: Se L = (), allora STOP: Z ¢ la soluzione ottima.
Se superati limiti di tempo, nodi esplorati, nodi aperti |L| etc.
STOP: Z ¢ una soluzione (non necessariamente ottima).

2. Selezione nodo:  Seleziona (P;, B;) € L per effettuare il branch

3. Branching: Dividi P; in ¢ sotto-problemi P,;,j = 1..t (U;P; = P;)

4.  Bounding: Valuta una stima ottimistica B;; (in corrispondenza di una
soluzione non necessariamente ammissibile :cfj) per
ciascun sotto-problema Pj;

5. Fathoming: Se P;; non ¢ ammissibile, vai a 1.
Se B;; non ¢ migliore di z ammissibile, vai a 1.

R » . .y . N . . . o P _ R.
Se x;; ¢ ammissibile ed ¢ migliore di z, poni Z <— By;, T < ;3;

elimina da L tutti i nodi £ con L; non migliore di z; vai a 1.

Altrimenti, aggiungi (P,;, B;j) a L e vai a 1.

Quello sopra esposto e uno schema di principio per la soluzione di problemi di ottimiz-
zazione combinatoria. Per implementare un algoritmo B&B per uno specifico problema,
come abbiamo fatto prima per i problemi di programmazione lineare intera mista, bisogna
determinare i seguenti elementi essenziali:

1) Regole di Branching: come costruire ’albero delle soluzioni.

2) Calcolo del Bound: come valutare 1 nodi.

4

(1)

(2)

(3) Regole di Fathoming: come chiudere e dichiarare sondati (fathomed) i nodi.
(4) Regole di esplorazione dell’albero: definire le priorita di visita dei nodi aperti.
()

5) Come valutare una o piu soluzioni ammissibili (soluzioni da confrontare con i bound
per chiudere nodi).

(6) Criteri di stop: condizioni di terminazione dell’algoritmo.
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3 Formulazioni alternative
Si consideri un problema di programmazione a numeri interi

27 = maxcla
Az <b
v 0 (4)
neZ,  iel

ove A e QM be Q" ceQ"el C{l,...,n} e l'insieme degli indici delle variabili

intere?. Sia
X={zeR"|Ax <b, x>0,z € Zperogniicl}

la regione ammissibile del problema, e sia

zr, =maxclx

Az <b (5)
z >0

il rilassamento lineare di (4).

Si noti che il rilassamento lineare non & unico. Infatti, data una matrice A’ € R™*" ¢ un
vettore b’ € R™, diciamo che
Az <V
z >0

e una formulazione per X se vale
X={zeR"|Azx<V,z>0,x; €7Zperogniicl}.
In tal caso, il problema di programmazione lineare
2 =maxclx
Alx <V (6)

x>0

¢ anch’esso un rilassamento lineare di (4). Chiaramente, X puo avere infinite possibili
formulazioni, e dunque vi sono infiniti possibili rilassamenti per (4).

2Da adesso in poi i coefficienti saranno considerati razionali in quanto da questa condizione dipendono
molte delle proprieta di seguito illustrate, che non possono essere dimostrate se si ammettono coefficienti
irrazionali. Del resto, siamo interessati a implementazioni su calcolatore degli algortmi che sfruttano tali
proprieta e, di conseguenza, ’assunzione di razionalita non risulta limitativa nella pratica.
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3.1 Buone formulazioni

Date due formulazioni per X,

Ax<b x>0,
diciamo che la prima formulazione ¢ migliore della seconda se
{r eR"| Az <b, 2 >0} C{z eR"| Az <V, x>0}

La precedente nozione e giustificata dal fatto che, se Az < b, x > 0 & una formulazione
migliore di A’z <V, x > 0, allora

21 < zp < 2,

e dunque il rilassamento lineare dato da Ax < b, x > 0 da un bound piu stretto sul valore
ottimo del problema intero rispetto al rilassamento lineare determinato da A’z < ¥, = > 0.

Si noti che ottenere buoni bounds e fondamentale al fine di visitare pochi nodi nell’albero
di Branch-and-Bound.

Esempio 2 Fuacility location.

Sono dati n possibili siti ove aprire delle facilities (centri che erogano un servizio/prodot-
to), e m clienti. Aprire la facility 4, « = 1,...,n, incorre un costo fisso f;. Il costo di far
servire il cliente j dalla facility i ¢ ¢;;, ¢ =1,...,n, 7 =1,...,m. Ogni cliente deve essere
servito da esattamente una facility. Il problema e quello di decidere quale facilities aprire
e assegnare ogni cliente ad una facility che lo serva, minimizzando il costo totale.

Abbiamo le seguenti variabili decisionali:

~_J 1 sefacility 7 apre,
Y'=1 0 altrimenti,

. 1 se facility ¢ serve cliente 7,
Y1 0 altrimenti

Il costo totale sara dunque dato

Z Jiyi + Z Z CijTij
i=1

i=1 j=1

che € quindi la funzione obiettivo che dobbiamo minimizzare.
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Il fatto che ogni cliente deve essere servito da esattamente una facility puo essere espresso

con i vincoli
n
E ;=1 g=1,...,m.
i=1

Infine il cliente j puo essere servito dalla facility ¢ solo se ¢ viene aperta, e dunque dobbiamo
avere vincoli che esprimono il seguente fatto:

yi:O:>xij:0, 1=1,...,n,5=1,...,m.
Questo fatto puo essere espresso attraverso vincoli lineari in due modi:

Modo 1:

T <y, t=1,...,n,7=1...,m.
Dunque, se y; = 0, allora z;; = 0 per ogni j, mentre se y; = 1, tali vincoli non pongono
alcuna restrizione su x;;.

Modo 2:

m
E xijgmyi, z:l,,n
j=1

Si noti che, se y; = 0, allora z;; = 0 per ogni j, mentre se y; = 1 allora il vincolo diventa
Z;.”:l x;; < m, che non pone alcuna restrizione sugli x;; poiché le m ¢ il numero totale dei
clienti, e dunque alla facility 7 possono venire assegnati al piu m clienti.

I vincoli ottenuti con il Modo 1 sono detti vincoli non aggregati, quelli ottenuti con il
Modo 2 wvincoli aggregati. Abbiamo dunque due possibili formulazioni per il problema di
facility location.

Con i vincoli ottenuti nel primo modo otteniamo:

min y 7 fiyi + >, Z;nzl CijTij

Z?:lxijzl, ]:1,,m,
wijgyi, 1= s ,Tl,jzl, ., (7>
0 <z <1, 1=1,...,n,5=1,...,m;
0<y <1, i=1,....n;
T € L, y; € L 1=1,...,n,7=1,...,m

Con 1 vineoli ottenuti nel secondo modo otteniamo:

min Y 0 fiyi + D000, D0 ci;

Yo i =1, j=1,...,m;

Z;n:ll'wgmyl, Z:L,n, (8)
ngijgl, izl,...,n,jzl,...,m;

0<y <1, i=1,...,n;

xijEZ,yiEZ 1=1,....,n,7=1,...,m.
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Si noti che la prima formulazione ha piu vincoli della seconda (infatti i vincoli non aggre-
gati sono mn, mentre i vincoli aggregati sono solo n). Tuttavia la prima formulazione &
migliore della seconda. Infatti, siano P; I'insieme dei punti (z,y) che soddisfano

Z?:lxijzl, ]:1,,771,
l’ijgyi, 7;:1,...,71
Ogl’l‘jél, z'zl,...,n,
0<y <1, i=1,....n

e P, l'insieme dei punti (x,y) che soddisfano

Yomgry=1, j=1,...,m;

Yo Ty <my;, = 10m;

0<uwy; <1, 1=1,....n,7=1,...,m;
0<y<1, i=1,.. n

Dimostreremo che P, C P,.

Prima di tutto dimostriamo che P, C P,. A tal fine, dimostriamo che, dato (z,y) € P,
allora (z,y) € P,. Se (z,y) € Py, allora z;; < y; perognii =1,...,n,j =1,...,m.
Dunque, dato ¢ € {1,...,n}, sommando le precedenti m disuguaglianze x;; < y;, j =
1,...,m, otteniamo > ™| x;; < my;, e dunque (z,y) € P,.

Infine, per far vedere che P; # P, esibiamo un punto in P \ P;. Sian =2, m =4, e
consideriamo il punto dato da

rn=1mz1p=1 213=0, 14 = 0;

To1 =0, w0 =0, 223 =1, x4 = 1;
1 1

y1:§,92:§-

Si noti che tale punto soddisfa i vincoli aggregati ma non quelli non aggregati, poiché
l=zy £y =5 A

Esempio 3 Produzione multi-periodo.

Un’azienda deve pianificare la propria produzione in un orizzonte temporale suddiviso in
n periodi. Per ciascun periodo t = 1,...,n, 'azienda ha una stima della domanda d;
di quel prodotto. Se l'azienda decide di produrre nel periodo t, essa incorre in un costo
fisso f; (indipendente dalla quantita prodotta nel periodo ¢) e da un costo ¢; per unita
prodotta. Inoltre, 'azienda puo mantenere in magazzino parte di quanto gia prodotto. Il
costo di mantenere una unita di prodotto in magazzino dal periodo t al periodo t + 1 e
heyyt=1,...,n—1.
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L’azienda vuole decidere, quanto produrre in ciascun periodo ¢ e quanto mettere in mag-
azzino alla fine di ogni periodo, in modo da soddisfare la domanda in ogni periodo e di
minimizzare il costo totale.

Per ogni periodo t = 1,...,n, sia x; la variabile che rappresenta il numero di unita
prodotte nel periodo t. Sia y; una variabile binaria che assume valore 1 se nel periodo ¢ si
produce qualcosa, 0 altrimenti. Sia infine s; il numero di unita mantenute in magazzino
dal periodo t al periodo t + 1. Per facilitare la notazione, poniamo sq = 0.

Il costo totale e dunque

n n n—1
Z Ty + Z Jeye + Z hysy
t=1 t=1

t=1
che ¢ la funzione obiettivo da minimizzare.

In un certo periodo t, t = 1,...,n, la quantita di prodotto disponibile e s;_1 + x;. Di
questa, d; unita andranno a soddisfare la domanda per il periodo ¢, mentre il rimanente
vera messo in magazzino fino al prossimo periodo. Dunque

3t71+xt:dt+5t7 t:1,...,n.

Naturalmente,
>0, t=1,....n—1; x,>0,t=1,... n.

Infine, dobbiamo garantire che, se produciamo in un certo periodo t, allora ¥, assuma
valore 1. Questo viene garantito dai vincoli seguenti:

< My, t=1,...,n,

ove M sia un upper bound al valore massimo di x;. Ad esempio, M = >")" | d;. Natural-
mente, dobbiamo poi imporre

0<y, <1 t=1,....n

thZ tzl,...,n.

Si puo vedere che in generale la soluzione ottima del rilassamento lineare dato da tale
formulazione puo avere soluzioni frazionarie. Ad esempio, supponiamo che i costi di
magazzino siano molto elevati rispetto a tutti gli altri costi. Allora nella soluzione ottima

avremo s; = 0 per ogni t = 1,...,n — 1. Pertanto, per soddisfare la domanda dovremo
produrre in ogni periodo esattamente la quantita necessaria a soddisfare la domanda in
quel periodo. Pertanto z; = d; t = 1,...,n. Si noti a questo punto che, nella soluzione
ottima intera, dovremmo avere y; = 1, t = 1,...,n. Tuttavia, nel rilassamento lineare

possiamo porre y; = dy/M < 1.

E possibile dare una formulazione migliore, utilizzando delle variabili supplementari. Per
ogni periodo ¢, ¢ = 1...,n, e per ogni periodo j = ¢,...,n, sia w;; la quantita prodotta
nel periodo i che viene venduta nel periodo j.
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Dunque, la quantita totale prodotta per essere venduta nel periodo t sara 2;1 Wit
pertanto dobbiamo avere

t
ZwitZdt t:1,...,n.
i=1

Chiaramente

n
Ty = E wy; t=1,...,n.
j=t

t
Stzzzn:wij tzl,,n—l

i=1 j=t+1

Infine, dobbiamo avere
wijgdjy,-, izl,...,n,]:z,...,n.

Naturalmente, abbiamo sempre y; € {0,1}, t = 1,...,n. Tali vincoli forzano la variabile
yr ad 1 ogniqualvolta z; > 0.

Siano P; l'insieme dei punti (z,y, s) che soddisfano

S;1taxi=di+s; t=1,...,n;
xy < My, t=1,...,n;
x>0 t=1,...,n;

s¢ >0 t=1,....,n—1;
0<y, <1 t=1,...,n

e P, 'insieme dei punti (z,y,s) che soddisfano per cui esiste un w tale che (z,y,s,w)

soddisfi .
Zi:1wit2dt t=1,...,n;

Ty =Y Wi t=1,...,m
8t=Z§:12§;t+1wij t=1,...,n—1;
w;; < djy;, i=1,....,n, =1,...,n;
wi; > 0 1=1,...,n,7=1,...,1;
0<y <1 t=1,...,n.

Non e difficile verificare che ogni punto di P, soddisfa i vincoli di P; e dunque P, C P;.
D’altra parte, il punto s, =0 (t =1,...,n—1), 2, = d; (t=1,..., n), y, = d;/M (t=1,...,
n) & contenuto in P; ma non in P. Infatti, I'unico w che soddisfi i vincoli z; = Z?:t Wyj
(t=1,...,n)ewy=dypert=1,...,n, w;; =0 per 1 <i < j<mn. Tuttavia tale punto
viola il vincolo wy; < dyy;. Pertanto P, C P B
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3.2 Formulazioni ideali

Ha quindi senso considerare la formulazione ideale per X, ovvero la formulazione lin-
eare per X il cui rilassamento lineare abbia la regione ammissibile minimale (rispetto
all'inclusione). In quanto segue cerchiamo di rendere formale questo concetto.

Definizione 1 Un insieme P C R" ¢ detto un poliedro se esiste un sistema di vincoli
Cx <d, x>0 (ove C € R"*" deR™) tale che P ={x|Cz <d, z > 0}.

Diremo quindi che un poliedro P ¢ una formulazione per l'insieme X se
X={zxePlzx; € ZViel}.

Dunque, dati due poliedri P e P’ che siano una formulazione per X, P sara una formu-
lazione migliore di P’ se P C P'.

Ricordiamo che un insieme C' C R"™ & convesso se, per ogni coppia di punti x,y € C, il
segmento di retta che unisce x e y & tutto contenuto in C' (Figura 4). E’ facile vedere che
ogni poliedro ¢ un insieme convesso.

Figura 4: Un insieme non convesso ed uno convesso.

Dato un qualunque insieme X C R" (nella fattispecie X e l'insieme delle soluzioni am-
missibili di un problema di programmazione a numeri interi) denotiamo con conv(X)
Vinviluppo convesso di X, ovvero l'insieme convesso minimale contenente X (Figura 5).
In altri termini, conv(X) e l'unico insieme convesso di R™ tale che X C conv(X) e
conv(X) C C per ogni insieme convesso C' che contenga X.

Dunque, data una formulazione P = {x|Cx < d, x > 0} per X, allora, poiché P ¢ un
insieme convesso contenente X, avremo che

X Cconv(X) C P.
Dunque conv(X) deve essere contenuto nella regione ammissibile del rilassamento lineare

di qualunque formulazione per X.
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¢ ° conv(,
S [ ]
[ ] o ) °
° * ¢ °

Figura 5: Un insieme ed il suo inviluppo convesso.

Il seguente e un teorema fondamentale in programmazione a numeri interi, e mostra
che esiste una formulazione lineare per X il cui rilassamento lineare ha come regione
ammissibile esattamente conv(X).

Teorema 1 (Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare Intera) Dati A €
QM ebe Qm, sia X ={x € R"|Azx < b,z > 0,x; € Z per ogni i € I}. Allora
conv(X) ¢ un poliedro.

Ovvero, esistono una matrice A e Q™" ¢ un vettore b € Q™ tale che

conv(X) = {z € R"| Az < b, z > 0}.

Dati A € Q™" e Z~)~€ Q™ tali che conv(X) = {z € R"| Az < b,z > 0},
diremo dunque che Az < b,z > 0 ¢ la formulazione tideale per X. 11
teorema precedente dimostra che tale formulazione ideale esiste.

Figura 6: Una formulazione per un insieme di punti interi e la formulazione ideale.

Torniamo al problema a numeri interi:
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27 = maxclx
' rze X (9)

ove X = {2z € R"|Az < b,x > 0,x; € Zperognii € I}, per una certa matrice
A e Qm*" e vettore b € Q™ dati.

Sia Az < b la formulazione ideale per X, e consideriamo il problema di programmazione

lineare

Z=maxclx

Az <b (10)
x > 0.

Aggiungendo variabili di scarto, otteniamo

Z=maxclx

Az 4+ 1s=1b (11)
z>0,s>0.

Sappiamo, dalla teoria della programmazione lineare, che esiste una soluzione ottima
(x*, s*) per (11) che sia di base per Az + Is = b, x,5 > 0. Si noti che, per costruzione
s* = b— Ax*. Se (z*,s* = b— Ax*) & una soluzione di base di Az +1Is=b, z,s > 0, allora
diremo che z* ¢ una soluzione di base per Az < b, x> 0. Dunque esiste una soluzione
ottima di (10) che sia di base per Az < b, = > 0.

Teorema 2 Sia X = {z € R*|Ax < b, 2 >0, x; € Z per ogni i € I}. Il sistem Az < b,
x >0 ¢ la formulazione ideale per X se e solo tutte le sue soluzione di base sono elementi
di X. Pertanto, per ogni c € R", vale z; = Z.

Dunque, il teorema precedente implica che risolvere il problema (10) ¢ equivalente a
risolvere (9). Infatti, data una soluzione ottima di base z* per (10) (e dunque abbiamo z =
cT'z*), allora per il teorema precedente x* € X, e dunque z* & una soluzione ammissibile
per il problema di programmazione a numeri interi (9), pertanto Z = ¢’ 2* < z;, ma poiché
(10) & un rilassamento lineare di (9), vale anche z; < Z, e dunque Z = zj, pertanto z* &
ottima anche per (9).

Dunque, in linea di principio, risolvere un problema di programmagzione lineare intera e
equivalente a risolvere un problema di programmazione lineare in cui il sistema dei vincoli
dia la formulazione ideale. Ci sono pero due problemi, che rendono la programmazione
lineare intera piu difficile della programmazione lineare:

e La formulazione ideale non € nota a priori, e puo essere assai difficile da determinare,

e Anche qualora fosse nota, la formulazione ideale potrebbe avere un numero assai
elevato di vincoli, e dunque il problema (10) non puo essere risolto direttamente con
i normali algoritmi per la programmazione lineare (come ad esempio l'algoritmo del
simplesso).
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Esempio 4 Matching perfetto di peso minimo.

Sia G = (V, E) un grafo non orientato. Un matching di G' & un insieme di spigoli M C F
tale che gli elementi di M sono a due a due non-adiacenti. In altre parole, M C E ¢ un
matching se ogni nodo di G ¢ estremo di al piti uno spigolo di G. Un matching M si dice
perfetto se ogni nodo di GG appartiene ad almeno uno spigolo.

Il problema del matching di peso massimo e il seguente: dato un grafo non orientato
G = (V, E), e pesi sugli spigoli w,, e € F, determinare un matching M di G di peso totale
Y ecns We minimo possibile.

Possiamo scrivere il problema del matching di peso massimo come un problema di pro-
grammazione lineare intera come segue. Avremo una variabile decisionale binaria x, per
ogni e € I/, ove
1 se e e nel matchin
T = { & ccE.

0 altrimenti,

Sia M = {e € |z. = 1}. Il peso di M sara dunque dato da

g WeLe.

eckE

Affinché M sia un matching, dobbiamo garantire che, per ogni nodo v € V, vi sia almeno
uno spigolo e € E avente v come estremo tale che ., = 1. Questo puo essere espresso
mediante il vincolo lineare

Z Tiuwr < 1, velV.

ueVit.c {uv}ek

Dunque il problema del matching di peso massimo puo essere espresso mediante il prob-
lema
min ). p Wee
Y wver Tuv < 1, veV
0<z, <1, ec b
Te € 7, ee b

Si noti che tale formulazione non ¢ ideale. Ad esempio, si consideri il caso in cui G sia
un “triangolo”, ovvero V' = {a,b,c} e E = {ab,ac,bc}. Siano wy = wee = wpe = 1.
Chiaramente tale grafo non ha alcun matching perfetto. Tuttavia x}, = x. = x}. =
un soluzione ammissibile del rilassamento lineare di (12).

Possiamo tuttavia ottenere una formulazione migliore della precedente aggiungendo delle
disuguaglianze “ad-hoc” che possiamo ottenere guardando piu attentamente alla struttura
del problema.

Si consideri un insieme di nodi U C V' contenente un numero dispari di elementi (ovvero
|U| dispari). Dato un qualunque matching M di G, ogni nodo in U & estremo di al piu
un elemento di M, e ogni elemento di M ha al piu due estremi in U. Dunque, il numero
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di spigoli in M con entrambi gli estremi in U ¢ al piu |U|/2. Poiché |U| ¢ dispari, e il
numero di spigoli in M con entrambi gli estremi in U e un intero, allora M puo contenere
al piu (JU| —1)/2 spigoli con entrambi gli estremi in U. Dunque, ogni punto intero z che
soddisfa i vincoli di (12) deve anche soddisfare

Ul—1
Z Ty < | |2 , per ogni U CV tale che |U| sia dispari.

wekl
u,velU

Tali disuguaglianze sono dette odd cut inequalities.

Ad esempio, nell’esempio precedente del triangolo, V' stesso ha cardinalita dispari, e
quindi, poiché (|V| —1)/2 = 1, vale la disuguaglianza

Tfab) T T{ac} + Tfpey < L.
Si noti che il punto z* non soddisfa tale disuguaglianza, poiché x’fab}+x?ac}+x?bc} = % £ 1.

Dunque la seguente ¢ una formulazione del problema del matching perfetto di peso minimo
migliore di (12)

min ). _p Wee

Zue\/t.c. {uw}eE Tiuv} = # veV
—1 . .
Z{U,U}GE,t.c. wwet T{uv} < % UCV ‘U\ dispari, (13)
0 S Le S 15 ec F
Te € ZJ e e E.

In effetti, & possibile dimostrare che (13) e la formulazione ideale per il problema del
matching perfetto di peso minimo, e che dunque sarebbe sufficiente risolvere il rilassamen-
to lineare di tale formulazione per ottenere I'ottimo del problema intero. Naturalmente,
in questo caso il rilassamento lineare ha un numero esponenziale di vincoli (infatti c¢i sono
2IVI=1 sottoinsiemi di V' di cardinalita dispari) ed & dunque impossibile dal punto di vista
pratico risolvere il problema con tutte le odd-cut inequalities (si pensi che per un grafo
con soli 40 nodi vi sarebbero gia piu di 500 miliardi di odd-cut inequalities). Una strategia
migliore ¢ quella di risolvere una sequenza di rilassamenti lineari, a partire dal problema
(12), aggiungendo una o pit odd-cut inequalities alla volta che taglino la soluzione ottima
corrente, fino a che non si trovi una soluzione ottima intera.
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4 Il metodo dei piani di taglio

L’idea del metodo dei piani di taglio ¢ quella di risolvere una serie di rilassamenti lineari
che approssimino via via sempre meglio 'inviluppo convesso della regione ammissibile
intorno alla soluzione ottima.

Piu formalmente, vogliamo come al solito risolvere il problema di programmazione a
numeri interi (Pr)

max CTZL'

reX (Fr)

ove X = {zr € R"|Az < b,x > 0,x; € Zperognii € I}, per una certa matrice
A€ QM e vettore b € Q™ dati.

Diremo che una disuguaglianza lineare a’z < 3, ove « € R* e B € R, ¢ valida per X
se, per ogni x € X, Tz < B ¢ soddisfatta. Si noti dunque che, se A’z < ¥, x > 0,
e una qualunque formulazione per X, allora anche il sistema ottenuto aggiungendo una
disuguaglianza per valida o’z < 8 & una formulazione per X.

Dato z* ¢ conv(X), diremo che una disuguaglianza valida per X o’z < B taglia (o
separa) x* se axr® > . Dunque, se A’z <V, x > 0 & una qualunque formulazione per X,
e x* ¢ un punto che soddisfa A’x* < V', z* > 0, allora data una qualunque disuguaglianza
alfx < B valida per X che tagli z*, anche il sistema A’z < ¥, aT2 < B, x > 0 ¢ una
formulazione per X.

Metodo dei piani di taglio
Considera come rilassamento lineare iniziale max{c’x | Az < b, x > 0}.
1. Risolvi il rilassamento lineare corrente, e sia x* la soluzione ottima di base;
2. Se z* € X, allora z* & una soluzione ottima di (P;), STOP.
3. Altrimenti, determina una disuguaglianza o’z < 8 valida per X che tagli a*;

4. Aggiungi il vincolo o’z < f al rilassamento lineare corrente e torna ad 1.

Naturalmente, il metodo dei piani di taglio descritto ¢ un modo generale per affrontare
problemi di programmazione lineare intera, ma per implementarlo & necessario fornire un
modo automatico per determinare disuguaglianze che taglino la soluzione ottima corrente.
Di seguito ne esponiamo uno.
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4.1 Tagli di Gomory

Il metodo dei tagli di Gomory ¢ applicabile solo a problemi di programmagzione lineare
intera pura. Ovvero, consideriamo il problema

zr =minclx
Ar =b
x>0
x ez

(14)

ove A € QM e vettore b € Q™ dati. Sia X ={z|Az =b, 2 >0, x € Z"}.

Si risolva il rilassamento lineare di tale problema con il metodo del simplesso, ottenendo
alla fine il problema in forma tableau rispetto alla base ottima B (ove con N denotiamo
'insieme di indici delle variabili fuori base)

min =z
—2 T2 jenCiTi = —Zp
T4 "’ZjeNaijij = b, 1=1,...,m
T > 0.

Poiché B ¢ una base ottima, i costi ridotti sono tutti non-negativi, ovvero ¢; > 0, j € V.
La soluzione ottima x* di base rispetto alla base B e data da

z; = 0, jeN;

pertanto z* € Z" se e solose b; € Z per i =1,...,m.
Se cid non avviene, sia h € {1,...,m} un indice tale che b, ¢ Z.

Si noti che ogni punto x che soddisfa Az = b, > 0, soddisfa anche
Tamy + > Langla; < b
JEN

poiché
bn = Tgp + > njay > Tap + > Lan |

JEN JEN

ove la disuguaglianza vale poiché z; > 0 e ap; > |an;| per ogni j.

Ora, poiché stiamo risolvendo un problema lineare intero puro, ogni soluzione intera
ammissibile di Az = b, x > 0 soddisfa

Topy + Y _lanslz; < i) (15)

JEN
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poiché ) + D e[ @nj)a; € un numero intero.

La disuguaglianza (15) ¢ detta taglio di Gomory. Dalla precedente discussione, il taglio di
Gomory (15) & valido per X, e inoltre si puo vedere che taglia la soluzione ottima corrente
x*, poiché
gy + Y Lang 5 = whypy = b > [ba)
JEN
ove il fatto che by, > |by] discende dal fatto che b, non & intero.

Risulta conveniente scrivere il taglio di Gomory (15) in forma equivalente. Aggiungendo
una variabile di scarto s, il taglio di Gomory (15) diventa

Zgln) + thhjjxj +s=lby], s=>0.

JEN

Si noti che, poiché tutti i coefficienti nell’equazione ottenuta sono interi, allora se x e
un vettore con componenti intere, allora anche s deve essere intero. Possiamo dunque
richiedere che s sia anch’essa una variabile intera.

Ora, sottraendo alla precedente I’equazione del tableau
xﬁ[h] + ZC_L}L]'Z‘]‘ = [_)h,
jEN

si ottiene

> (lan;) — anj)z; + s = [bn) — bn.

JEN

Quest’ultima disuguaglianza e detto taglio di Gomory in forma frazionaria.

Aggiungendo tale vincolo al tableau ottimo precedente, otteniamo

min z
—2 + 2 jen G = ~%B
Lo+ D jen QT = b i=1....m
>jen(lani] —anj)z; +s = [bn] — by
x, s > 0.

Si noti che il problema e gia in forma tableau rispetto alla base in cui le variabili in base
siano gy, - .., Tgm|, S, € che tale base ¢ ammissibile nel duale poiché i costi ridotti sono
non-negativi (visto che sono i costi ridotti del tableau ottimo del problema precedente,
senza il nuovo vincolo).

Si noti inoltre che b; >0,i=1,...,m, mentre il termine noto del vincolo in cui s compare
e |bn] —bp < 0. Possiamo dunque risolvere il problema con il metodo del simplesso duale,
ed alla prima iterazione dovremo far uscire la variabile s.
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Esempio 5 Si risolva il sequente problema con il metodo dei piani di taglio di Gomory.

min z = —1lxy — 4.2z,
—x1+x2 < 2
8ry + 2z < 17 (16)
r1,T9 > 0 intere.

La regione ammissibile del relativo rilassamento lineare ¢ rappresentata nella seguente
figura:

Aggiungiamo variabili di scarto x3 e x4 per portare il problema in forma standard:

—Z — 11331 — 42372 = 0
—X1 + T2 + Trs = 2
81‘1 + 21‘2 + 2y 17

T1,To, 23,4 > 0 intere.

Risolvendo il rilassamento lineare, otteniamo il tableau:

—z +1.1623 +1.52x, = 28.16
T —021'3 +01I4 = 1.3
La soluzione di base corrispondente ¢ 3 = x4 = 0, ;1 = 1.3, x5 = 3.3 con valore
obiettivo z = —28.16. Poiché i valori di z; e x5 non sono interi, questa non ¢ una

soluzione ammissibile di (16). Possiamo ottenere un taglio di Gomory dall’equazione
T9 + 0.823 + 0.1z4 = 3.3, ottenendo
i) S 3

Aggiungendo questo taglio al rilassamento lineare originario, otteniamo una nuova formu-
lazione.
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—r+ 19 <2
81’1 + 21’2 S 17
) S 3
T1,T2 Z 0.
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la cui regione ammissibile e la seguente

taglio 1

v

Per risolvere questo problema, otteniamo il taglio di Gomory in forma frazionaria, con

variabile di scarto x5, ovvero

—O.8ZL'3 — 011’4 + x5 = —0.3.

Aggiungendolo al tableau ottimo precedente

—z +1.16x3 +1.52z4 = 28.16
1 —0.223 +0.1x4 = 1.3
—0.8z3 —0.1z4 +z5 = —-0.3

Risolvendo con il simplesso duale, facciamo uscire di base x5, mentre entra in base x3,
poiché min{1.16/0.8,1.52/0.1} = 1.16/0.8.

Otteniamo il tableau ottimo

—z
T2
Iy
T3

+1.375x4 +1.45x5 = 27.725
+xrs = 3
+0.125z4 —1.252z5 = 0.375
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La soluzione di base € 1 = 1.375, x5 = 3 x3 = 0.375, con valore z = 27.725.

Dall’equazione x5 + 0.125x4 — 1.2525 = 0.375 del tableau, otteniamo il taglio di Gomory

T3 — 225 <0

che, poiché w3 = 2+ z1 — x5 € x5 = 3 — X9, nello spazio (1, z5) & espresso da

T+ 1o < 4.

Aggiungendo questo vincolo al problema originale, otteniamo il nuovo rilassamento lineare

max 11z + 4.2x9
—r+ 19 <2
81’1 + 21’2 S 17
) S 3
T+ 19 <4
Ty, x9 > 0.

rappresentato nella seguente figura

taglio 1

- v

o

taglio 2

Il taglio di Gomory in forma frazionaria e

Aggiungendo il taglio al tableau ottimo precedente, otteniamo

—Z —|—1375l‘4
o)

T +0125$4

r3 +0.12524

—0.12524

+1.45x5 = 27.725
+xs5 = 3
—0.2525 = 1.375
—1.25z5 = 0.375
—0.751’5 +rg = —0.375
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Dobbiamo far uscire di base xg, e far entrare in base x5, ottenendo il tableau ottimo

—Z +17/15z4 +29/15z = 27
T —1/6x4 +4/3z¢ = 2.5
) +1/6x4 —1/3z¢ = 1.5

T3 +xg = 0

]./61‘4 +Z5 —4/31’6 = 0.5
Dunque la soluzione ottima e x1 = 1.5, x5 = 2.5 con valore z = 27.

Dall’equazione 1/6x4 + x5 — 4/3x¢ = 0.5 del tableau, otteniamo il taglio di Gomory
x5 — 2xg < 0 che, poiché x5 = 3 — x5 e x5 = 4 — 21 — 9, nello spazio (z1,x2) & espresso
da 2z + x93 < 5. Il nuovo rilassamento lineare e

max 11z, + 4.2x5
—Z1 + T2 S 2
81‘1 + 21’2 S 17
) S 3
Ty +mxe < 4
2561 + X9 < 5
T1,T9 2 0.

in figura

taglio 1

- oy

o

taglio 2

taglio 3

/o .\\u

Il taglio di Gomory in forma frazionaria e
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Per risolvere il nuovo rilassamento, aggiungiamo il taglio al tableau ottimo precedente,

ottenendo

—z +17/15x4
) —1/6ZE4
X1 +1/6I4
€3
1/6334
—1/6!174

+xs5

+29/152¢
—|—4/3$6
—1/3ZL‘6
+Zg
—4/31’6
—2/31’6 +x7

27
2.5
1.5

0

0.5
—0.5

Dobbiamo fare due iterazioni dell’algoritmo del simplesso duale per arrivare all’ottimo:
nella prima esce di base x7 ed entra xg, nella seconda esce x3 ed entra x4, ottenendo cosi

il tableau ottimo:

—z +13/15x3

) +2/3ZL’3

T —1/31‘3
4/3x3 +x4

—2/3.1'3

—1/31’4

+xs5

+76/1527
—|—1/3I7
+1/3£L‘7
—10/31’7
—1/31’7

T —2/3x;

1
OO W w

23,6

Dunque la soluzione ottima ¢ xy = 1, x5 = 3 con valore z = 23.6. Questa ¢ dunque la

soluzione ottima intera del problema.
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