Ricerca Operativa
A.A. 2007/2008

6. Metodo del simplesso

" SN
Metodo del simplesso: ingredienti

1. Generare una soluzione ammissibile
di base di partenza

2. Verificare I'ottimalita della
soluzione corrente

3. Se la soluzione non e ottima,
generare una soluzione di base
(“vicina”) che migliora la
funzione obiettivo

4. Iterareipassi2e 3
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Costi ridotti

o [] - [ me]

IF Ip
z=clr= [cg, c}".] [EB] =cLB b — LB 'Frp+ cLap =
F
T -1 —
= cgB™b + (cg —cEB 1F) Tp
costante (zg)
Definizione: vettore deil costi ridotti rispetto alla base B:

d=c' —EB A=k —cLBB,ck — cLB1F) = |07, &)

Scriviamo la funzione obiettivo in funzione del valore zg e dei costi ridotti:

z=zpg +0TIB+EE:.‘:F —zgt+élz
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Test di ottimalita

Osservazioni

m | costi ridotti delle variabili fuori base dicono quanto varia Z al variare
della corrispondente variabile

m | costi ridotti delle variabili in base sono nulli

Teorema
" B: base ammissibile . Th la. soluzione di base associata
Plel=cT - cEB1A > 07 a B & ottima.

Dim: n

T =T =
z=clz=1z = iTi = Yr>0

Bt ZB+Z.C%I$,_ZB r =
i=1 =0
>0

0
Attenzione! Non vale O (contro-esempio: soluzioni di base degeneri).
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Miglioramento della funzione obiettivo

e Cerchiamo soluzione di base:

— “vicina”: scambio una variabile di base con una fuori base;

— “migliorante”: faccio entrare una variabile fuori base con costo
ridotto negativo T : ¢y < 0.

e Conviene porre xp, al valore piti alto possibile.
Le altre variabili

e Ma... cosa succede alle altre variabili in base? fuori base restano

al valore 0
zp= B0 — B 'Fzp = B~'b— B 'Apz +0
b Q1p Zap
ponendo: b= Bl = 5. X Ap =B 14 = ﬁ;;. , B = "“”-‘;F]
b mh mxa‘[ml
Vogliamo, per 'ammissibilta: zg=>b— Apzp, >0
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Massimo miglioramento
Per esteso:
zppy) = by — @ =0 anra < b

zp[i) = by — @nzp >0 = Q apnzn < b

Zgm] = bm — @mazn = 0 GmnTh < by
e <0 = xp puo crescere indefinitamente;
e a; >0 — &, pud crescere fino a L,

Quindi, per 'ammissibilita devo porre:

Th =1 = min {_b—a}
i=1..m \%h
0

ain =
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Osservazioni

1. Se zj, = 9, la funzione obiettivo migliora di & < 0.

2.5e a;;, <0, Vi =1...m, z}, puo crescere indefinitamente
rendendo il problema ILLIMITATO. Attenzione: basta,
che cio si verifichi per una qualsiasi variabile fuori base.

3. Se la soluzione di base xp € degenere e, in corrispon-
denza di b; = 0, si ha a; > 0, allora ¥ = 0: non si ottiene
miglioramento della funzione obiettivo.
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Cambiamento di base

e Se t = argmin;_j. m g,;,>0 {%} allora
i - b
Tgl = by — Gthﬁ =0

Tg|y] esce dalla base e z, entra in base (al posto di xﬁ[t])'

B= {Aﬁ[l],...,A@.,Aﬁ[mﬂ w B = [AS[Hjh, ...,Aﬁ[m]]

e B & una base (det-(B) # 0) adiacente a B.

Possiamo passare da una soluzione di base ad un’altra (in
generale migliorando la funzione obiettivo): abbiamo un
(buon) metodo per esplorare lo spazio delle soluzioni di
base alla ricerca della soluzione (di base) ottima.
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Algoritmo del simplesso
(forma matriciale)

[a—

. Siano 3[1], ..., B[m] gli indici delle colonne di una base iniziale.
.Poni B = [Agpj|...| Agim)] € calcola B™! e u” = cfB™!

3. Calcola i costi ridotti: & = c; — ul Ay per le variabili z; fuori
base.

4. Se &, > 0 per ogni xp, fuori base, STOP: B ¢ OTTIMA.
5. Scegli una qualsiasi xp, fuori base con &, < 0.

6.Caleola b = B~ lhe Ay, = B1A,;

7.Se a;p <0, Vi =1...m, STOP: problema ILLIMITATO.
8. Calcola t = arg min;—; o, {Ei/ﬁm, aip > 0}.

9. Aggiorna la base corrente: 3[t] «— h.

b2

10. Torna al passo 2.
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Sistema in forma matriciale: tableau

e Funzione obiettivo come ulteriore equazione nella variabile: =

z=clr=0=c"z— =z

e Sistema complessivo in forma di matrice: tableau del simplesso:

Ty ... Tp| 2
riga 0 |0 el -1
riga 1 0

b A :
riga. m 0

e Data una base B (A = [B|F])

Tl e T | Tl ... Tm| Z
riga 0 |0 cg cg -1
riga. 1 0

b B F :
riga m 0
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Tableau in forma canonica

e Sistema in forma canonica rispetto alla base B:

z= cgB b+ (cg — cEB‘lF)a:p =25+ 0Tz + épzp
rg = B_lb—B_l.Fl'p :E—FIF

e Tablean in forma canonica rispetto alla base B:

Lana] - Tgpm] | LEm+1] - Tgn] | F

—z | —zpm 0? ek -1
Tapy | _ _ 0
: b I F :
L5m] 0

o Osservazioni:
- Portare in forma canonica equivale a pre-moltiplicare il tableau originario per B~1.
- La colonna z rimane invariata e pud essere omessa.

- 11 valore in alto a sinistra riporta l'opposto del valore della funzione obiettivo per la base
corrente.
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Operazione di Pivot

e [l tableau in forma canonica contiene tutti gli elementi necessari:

Top - Toiml | Topmrn) o Th - Tgn)
z —ZB 0T Cglm+1] --- Ch --- Cg[n
g | b ) ) .
H _' I A,@[m+1] Ah Aﬁ[n]
T5pm] | bm

e [l tableau in forma canonica & ottenibile con operazioni elementari
sul tableau del simplesso (Gauss-Jordan).

e Per passare dalla forma canonica rispetto a una base B alla forma
canonica rispetto ad una base adiacente B = B \ Agy U Ap, le op-
erazioni sono equivalenti all'operazione di pivot sull’elemento a:

_ (2531
Qg ~— ——
Qth _
_ _ A _
@jj +— Q4 — — CQ4jp
Ath
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