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Equazioni differenziali alle derivate parziali

1. Risoluzione di equazioni alle derivate parziali con il metodo della separazione
delle variabili: esercizi facoltativi

1) Determinare le soluzioni dei seguenti problemi:

u(x,t) = uge(x,t), t>0,z€l0,7]
u(z,0) = cosz/2, x€l0,7]
us(0,8) = 0, £>0
u(m,t) = 0, t>0.
(soluzione: u(x,t) = e t/*cosz/2)
ut(z,t) = ugg(z,t), t>0,zel0,5]
u(z,0) = 10sin(4nrz), =z € ]0,5]
u(0,8) = 0, £>0
u(b,t) = 0, t>0.

ug(x,t) = ugx(z,t), teRO0O<z<m
u(0,t) = wu(mt)=0, teR,
u(z,0) = sindz, O<z<m
ut(xz,0) = 0, O<z<m

(sugg.: usare la formula di De Moivre per esprimere sin®

risultato: u(x,t) = 3/4costsinx — 1/4 cos 3tsin 3z)

2) (La risoluzione del seguente esercizio ¢ difficile. Non preoccuparsi se non si riesce.)
Risolvere il problema

x in funzione di sinz e sin 3x;

u(z,t) + 2u(z,t) +u(x,t) = ugq(x,t), t>0,zel0,m7]
u(z,0) = cosx/2, z € [0,7]
ut(z,0) = 0, x € [0,7]
u(0,t) = e '(cost/2+ 2sint/2), x € |0,
u(m,t) = 0, t>0.

(soluzione: u(x,t) = e *(cost/2 + 2sint/2) cosxz/2)

L’equazione si chiama “del telegrafo”, e modella la trasmissione di impulsi elettrici in un
cavo con certe proprieta fisiche. Svolgimento guidato:

a) Cercare soluzioni della forma u(x,t) = T'(¢t)X (x): risultano due equazioni differenziali
ordinarie: esiste A € R tale che

T"(t) 4+ 2T"(t) + (1 = N)T'(t) = 0, (1)



X"(z) = AX(2). 2)

b) Adesso bisogna risolvere (1) e (2) con le condizioni al contorno appropriate: il problema
daT'(0) =0e X(m) = 0. A queste aggiungiamo T'(0) = 1 e X(0) = 1 (in realta il problema
suggerisce solo T'(0) # 0 e X(0) # 0).

c¢) Uno sguardo alle condizioni u(x,0) = cosxz/2 e u(0,t) = e (cost/2 + 2sint/2) cosz/2
suggerisce di scegliere, tra le varie possibilita, A = —w?, con w := wy, = 1/2+km, k € Z, cioe
X(z) = ¢y coswpx+cysinwgr, T(t) = cre” ! coswyt + et sinwyt, k € Z. Una soluzione del
problema per X & X (z) = cosx/2, mentre di quello per T & T'(t) = e *(cost/2 + 2sint/2).
d) u(x,t) =T(t) X (z), con X e T dati sopra, & una soluzione.

2. Risoluzione di equazioni alle derivate parziali con la trasformata di Fourier :
esercizi facoltativi

1) Determinare le soluzioni del seguente problema:

ur(z,t) = ugg(z,t), t>0, zeR
w(z,0) = e, zeR

Si richiede di esprimere la soluzione nella forma pit esplicita possibile e di giustificare i
calcoli effettuati. (soluzione: u(x,t) = e~="/(H40) /\/T 1 4¢t).
2) Dato il problema

u(x,t) = uge(x,t), x€R,t>0

u(z,0) = el r € R,

si indichi con u la sua soluzione. Si provi che, per ogni fissato t > 0, la funzione = +— u(z,t)
appartiene a L?(R). Si dia un’espressione di u usando una convoluzione.



