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TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione
. 1
f(z) =log (sm(2az) + 2)

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f’ se
significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

(e) Facoltativo: calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e
convessita con eventuali punti di flesso.

Svolgimento:
a) La funzione & periodica di periodo = infatti f(z + ) = f(z), quindi la studieremo in [0, 7].
Dominio: dobbiamo risolvere la disequazione sin(2m) +1/2 > 0 che, in [0, 7], ha come soluzioni
[0, Tm) U (37, 7] e in tutto R il dominio & [k, 57 + k) U (327 + km, S + kn).
Da ora in poi studieremo la funzione in D = [0, 172 )uU (gw 7r] e poi la estenderemo tenendo
conto della periodicita.
Segno: f(x) > 0sesin(2z) +1/2 > 1, quindi sin 295) 1/2 Risolto in D si ottiene x € [, &)
b)i limiti significativi sono lim,, ( ( —00.
Inoltre f(0) = f(m) = —log2 < 0.
¢) La funzione dove ¢ definita & continua e derivabile.

1my = —00, lim,_, 11r)
12 12

f(x) = %, che si annulla in D solo se z = /4 (notare che 27 non appartiene al dominio).
uindi per i punti di D si ha che f & crescente in (0,7/4) decrescente in (7/4, -57) e crescente
12

in (gﬂ' 7). Quindi = 7/4 & un punto di massimo relativo e dal segno della funzione si deduce

che & anche un punto di massimo assoluto con f(w/4) = log(3/2).
Non ci sono limiti di f/ significativi perché in x = 0 e in & = 7 la funzione ¢ derivabile e si attacca

attraverso la sua periodicita.
o _ 4 cos?(2z) 4 sin(2z) 4 1 S
Facoltativo: f"(x) = — FnE /9 bln(2$)+1/2 S CTCDES VAL (1+ 5sin(22)) da cui si osserva

che f”(z) < 0 nel suo dominio, cio¢ la f & sempre concava.







Esercizio 2 Si consideri la successione
an = n%(3sin(1/n?) — log(1 + 3/n?))

(a) Discutere per quali a € R la successione tende a zero.

(b) Discutere per quali o € R converge la serie Y a,,.

Svolgimento: (cenno)
Poiche per z — 0 vale:
22
log(l+z)=a— 5 +o(z?), sin(z) =z + o(z?),
possiamo riscrivere la successione come:
1 1 3 9 1
an =n <3ng tolg)—5+5a +0(n4))> ;

9 1
2n4—a + 0(

Gy, = n4_a).

(a)

Utilizzando lo sviluppo precedente abbiamo:

0 a<4
li li ) +o( ! ) ] a
m a, = lim 1 tolog=) = 5 =
n—-+o0o n——+oo 2n n loo a>4

(b)
Se a > 4 la serie non converge poicheé non ¢ infinitesima. Se a < 4 la serie ¢ asintotica alla
serie armonica generalizzata con esponente 4 — « che converge se e solo se

4—a>1 =a<d.

Esercizio 3 Data la funzione
flz) = (2% +1) ™.

(a) Determinarne una primitiva

(b) Calcolare 'area della regione del piano definita da

A:{(:L‘,y)GR2|Z‘E[O,1], 1<y < f().}.

Svolgimento: (cenno)

(a)
Per trovare una primitiva di f determiniamo [ f(x)dz, che si calcola utilizzando la tecnica
di integrazione per parti per due passaggi.

/ (2 +1) e = %e% (2 +1) - %/62z(2x)dx =



e® J;Q;— L /er’” = 62”01:2;— L Bxeh — ;/eZIdx] =

241 - 1
e [W + 4] + cost.

222 — 2z + 3
/ (mQ + 1) et = 62$% + cost.

(b) Si ha che f(0) =1 ese z > 0 allora 2 +1 > 1 e anche €?* > 1, da cui f(z) > 1 per ogni
x € 10,1]. Quindi

Area A = /1(f(x) — 1)dx = /1 f(x)dx — /1 ldx = e%%
0 0 0

1 1
_x‘ _
0

0

5 [(2—2+3 3 32 -7
e|l—— )| —=-—-1= .
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Esercizio 4 Si consideri la funzione di due variabili
1
log(¥)

(a) Determinare il dominio di f e disegnarlo. Dire se & chiuso e limitato.

flz,y) =

(b) Determinare, se esiste, il piano tangente al grafico di f in (1,e, f(1,e)), giustificando la
risposta.

Svolgimento: (cenno) (a) Il dominio &

D=A{(z,y): =z #0, y/xz >0, log(y/x) # 0} = {(z,y) : (z,y >00z,y <0)ey # x}, cioe
il primo ed il terzo quadrante esclusi gli assi e la prima bisettrice, y = x. D quindi e aperto e
illimitato.

(b) (1,e) € D, dove f & continua e differenziabile, perché composizione di funzioni derivabili
con derivate continue. Quindi esiste il piano tangente in (1, e, f(1,¢€)). Siha: f(1,e) =1/log(e) =
1 e le derivate parziali sono:

1 =z
e
log™(%) v
1 x/1 1

Ty =——5——| — = l,e) = —-.
) =~z () fulte) =~

Quindi ’equazione del piano tangente richiesta e

falw,y) = (-%) = &le=1

z=1+x—1—y_e:m—g+1.
e e




