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Esercizio 1

(7 punti) Si consideri la funzione
f(ZE) — xsin 3z

Determinare il dominio di f e il segno.

T ®

Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.
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)
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¢) Studiare la continuita ed eventuali estendibilita per continuita.
) Studiare la derivabilita di f; calcolare f'.

)

—
@

Calcolare il limite di f'(z) agli estremi del dominio.

Soluzione. Per risolvere ’esercizio conviene riscrivere la funzione nella forma
f($) — esin 3z logx

da cui si vede subito che il dominio ¢ D = (0, + co) e che la funzione ¢ definita strettamente posi-
tiva in D. Osserviamo che la funzione non ammette limite per z — + co. Inoltre

lim sin3zlogx = lim sin 3z 3rlogz=0
z—0t r—0T x
in quanto _
im S0 1 i 32loga =0,
z—0t 3T z—0t

Possiamo allora concludere che
lim f(z)=e"=1.

z—07t

La funzione non ammette asintoti verticali, orizzontali e obliqui. La funzione é continua nel suo
dominio e puo essere estesa per continuita su [0, + 0o0) ponendo f(0)=1.
La derivata I di f(x) é

f’(x) esin3mlogm<3cos3xlogz +$)

da cui concludiamo che la funzione & derivabile in D. Per concludere 'esercizio osserviamo che

lim <3c0s3zlogx+w> =3 lim cos3zlogr+3=— 0
r—0t X rz—0t
e, ricordato che
Jim f(a)=1

si ha

lim f/(z)= lim f(x)(Bcos?;xlongrsmxgx)oo_

z—0t z—0t

Esercizio 2

(6 punti) Si consideri la funzione

axr

f(x) :arctan(x — 1)



2 SECTION

e si determinino i valori di @ > 0 in modo che essa abbia un punto di flesso in x =1/2. Scrivere
I'equazione della retta tangente nel punto di flesso.

Soluzione. La derivata I di f(z) &

Fia) = 1 az—a(z—1) « _ !
71+(171)2 a?z? a2+ (r—-1)2 a2x2+a2-22+1

ed ¢ definita per ogni z € R*. La derivata II di f(z) ¢

20(@?r+2—1)
a?x?+ 2?2 —2x+1)2

fa)=-+
e si annulla in £ =1/2 quando
a?—-1=0.
ossia, ricordato che o >0, solo per @« =1. In corrispondenza di tale valore si ha

neon 4x —2
@)=~ GE e

fL>O = z<l
(222 —2x+1)2 2

Possiamo allora concludere che esiste un intorno sinistro di = 1/2 in cui si ha f”(z) > 0 e un
intorno destro di z =1/2 in cui f”(x) <0 e cio conferma che x=1/2 ¢ un punto di flesso.

Esercizio 3

(7 punti) Studiare il comportamento della serie

Ji:.o et/™ —1 —log(1+sin(1/n))
— arctann

Soluzione. Nel limite di n — + 0o si ha

(L)1, (L n_qplo 1 (1
n) TR\ BT TR W)

da cui, sostituendo, possiamo concludere che

61/"71710g 1+ sin 1 :1+L+0 1 71+L+0 1 :i+0 1
n n = 2n? n? n  2n? n? n2 n2 )’

Il numeratore & asintotico a 1/n? e quindi ¢ definitivamente positivo per n — + oco. In altri ter-
mini, per n “grande”, la serie & a termini positivi. Posto

et/™ — 1 —log(1+sin(1/n))
arctann

O, =
e ricordato che
. ™
lim arctann=—
n—-+oo 2
si ha
2 1
a AN — o ——
"7 on?
da cui, sapendo che la serie armonica generalizzata di termine generico 1/n? converge, per il Cri-
terio del confronto asintotico si ha che la serie di partenza converge.



Esercizio 5

Esercizio 4

(7 punti) Calcolare il seguente integrale definito

2
/ sin(log z)d .
1

Soluzione. Utilizziamo la sostituzione

y=logzx dy:édz y1=0 yo =log 2

2 log 2
/ sin(log ac)d:z::/ e¥sin ydy.
1 0

da cui

Integrando per parti

log 2 i log2 log 2
/ eYsin ydy = [e¥sin y]00g2—/ e¥ cos ydy =2sin(log 2) —/ e¥ cos ydy
0 0 0
e quindi

log2 log 2 log 2
/ e¥sin ydy =2sin(log2) — [e¥ cos y] * 7/ eYsin ydy
da cui 0 0

log 2
/ e¥sin ydy = sin(log 2) — % (2 cos (log 2) — 1) =sin(log 2) — cos (log 2) + %
0

Esercizio 5
(5 punti) Si consideri la funzione in due variabili
flx,y)=vy?+2y +2®+7—2log .

Determinare i punti critici di f e specificarne il tipo.

Soluzione. La funzione & definita in

D={(z,y) eR*:2>0}.

Per determinare i punti critici calcoliamo innanzitutto il gradiente della funzione

_(9of 0F\_ 2
Vf—(%,a—y)—(Qx—E,Qy—l—Q)

2x72:0

X
2y+2=0

$1:1 .T2:—1
y1=—1 Yyo=—1"

L’unico punto critico in D ¢ P= (1, —1). La matrice hessiana risulta

242 0
H(w,y)=< j:)wz 2)

H(l,—l):(é g)

il determinante della matrice hessiana ¢ 8 > 0 e osservato che

2
%(1,71):»0

possiamo concludere che il punto critico ¢ un minimo locale.

quindi risolviamo il sistema

le cui soluzioni sono



