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Esercizio 1 (7 punti) Si consideri la funzione
f(x) =arctan(\/z ) —log(1+ x)

(a) Determinare il dominio di f e i limiti agli estremi del dominio.

(b) Determinare gli intervalli di monotonia, gli eventuali punti di estremo (massimo e
minimo) relativo e assoluto di f, i limiti di f’ se significativi.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non @ richiesto lo studio della convessita.

(Facoltativo) Tenuto conto anche delle informazioni ricavate dai punti precedenti, dire
se esistono e quanti sono gli zeri della funzione g(x)= f(x) —27z.

Soluzione. Il dominio di f & D=[0,+00), f(0)=0, e

lim f(z)=—oc.

r—+00

La derivata prima di f &

N 1 (1 1 1-2ya
f(x)_2\/5'1+x1+x_<2\/51>

14z 2yz(1+2)
ed ¢ definita in (0, + oc). Lo studio del segno della derivata prima si riduce allo studio
della disequazione

1-2y/z>0 & 0<z<

N

da cui concludiamo che la funzione ¢ monotona strettamente crescente in (0, 1/4) e
monotona strettamente decrescente in (1/4, + oc). Il punto x = 1/4 & di massimo rela-
tivo e assoluto

f(1/4) =arctan(1/2) —log 5 +log 4
L’unico limite significativo della derivata prima é

lim f'(z)=+ co.

z—0t



Figura 1. Grafico di f

(Facoltativo) La funzione g(z) ¢ definita continua in D e ha uno zero in z = 0. Per
vedere se ci sono altri zeri in D osserviamo che

g(x)=0 & fx)=r(x) (1)
dove r(x) =27x. Per quanto visto sopra la funzione f(x) & limitata superiormente e

T 27
(Sflfo)é) f:f(1/4)<z+2<7“(1/4)zz. (2)

Da (2) e dal fatto che r(x) & monotona strettamente crescente possiamo concludere che
g(x) <0

per ogni x € [1/4, 4+ o0) e quindi che, se esistono altri zeri di g oltre x =0, questi devono

cadere nell’'intervallo (0,1/4). Per x — 0%

1
e quindi g(z) ¢ definitivamente positiva per x — 07. Per il Teorema degli zeri esiste
allora almeno un valore di « € (0,1/4) tale che g(a) =0 e quindi g ammette almeno due

zeri. Si pud dimostrare che « € unico osservando che la derivata prima

§'() = fw) — 27 = (ﬁ—l) L

¢ continua e monotona strettamente decrescente in (0, 1/4] con

lim ¢'(x)=+ o0 g'(1/4)=—21.

z—0t
Dal Teorema degli zeri, tenuto conto anche della monotonia di ¢’, possiamo concludere
che esiste unico 3 € (0, 1/4) tale che ¢’(8) = 0. Quindi g(z) ¢ monotona strettamente
crescente in [0, ) e strettamente decrescente in (3, 1/4]. Il punto z = 5 ¢ di massimo
assoluto e g(/) >0. Quindi o € (3,1/4) ¢ l'unico zero di g oltre a = =0.

Esercizio 2 (7 punti) Calcolare il seguente limite al variare del parametro reale o > 0:

i (x — arcsin )% — log(1 + sin’z)
z—0+ x4z log(1+ z)



Soluzione. Il limite si presenta come forma indeterminata del tipo [0/0]. Per z — 0T si

ha
2

arcsinz = x + o(z?) log(l+xz)=2— % + o(x?) sin(x) = + o(x?)
da cui
lim (z — arcsinx)? — log(1 +sin%z) I — 224 o(z?)
0t 2@+ zlog(1+ ) a0+ 20+ 224 o(x?)
Distinguiamo i seguenti casi:
1. 0<a<?2 allora
—2?+o(z?) i = 2?2+ o(2?)

o0+ 7O+ 22 o(x?) o0+ 2O o(z®)
2. =2 allora

m —22+o(z?) I —x?+o(z?) 1
o0t T+ 22 +o(2?) o+ 222+o0(2z2) 2

3. a>2 allora
_ 2 2 2 2
om0t T+ 224 0(22) o+ a2+ o0(x?)

Esercizio 3 (6 punti) Calcolare il seguente integrale definito

7'('/6 1
/ dz.
o cos?xy/1—tanz

. . . /4 1
(Facoltativo) Discutere la convergenza di 0 mdw

Soluzione. Si ha direttamente

/W/6 ! do=[—2yT—fanz]/0=2—2,/1- Y3
o cos2zy/1—tanzx 0 3

(Facoltativo) Il modo piu semplice di studiare la convergenza é

w/4 1 y 1
dr= lim dr=2+ lim —21—tany=2
/0 cos?zy/1—tanx y—2~Jo cos 2zy/1 —tanx y—7 Y

da cui si vede che l'integrale converge.
Nota 1. L’integrale di partenza di pud risolvere con la sostituzione y=1—tan x.

Esercizio 4 (7 punti) Studiare la convergenza della serie

= logn +2n'°8" 4 sinn \"
> T

n=2

Soluzione. La serie ¢ a termini positivi. Per discutere la convergenza ricorriamo al Cri-
terio della radice e calcoliamo il limite:

logn + 2n'°8™ + sinn elog”n < logn sinn ) (3)

lim =2 lim ——s-
n— 400 3n n—+oo e" log3 inogn 2n10gn



ora

2
log?n < log™n _ log3>
e . 2, _ .
= lim elogm—nlogd— |iym ¢ " =0

lim ——a=
nlog3 n—-+00 n—-+00

n—-—+oo €
2
lim n<10g n —log3> = —00.
n— -+oo n

Allora il limite (3) vale 0 <1 e quindi per il Criterio della radice la serie converge.

dove si & utilizzato

Esercizio 5 (5 punti) Determinare per quali valori del parametro reale a € R, la fun-
zione

Fr) = (302~ 1)eo+?

ha derivata seconda nulla in = 0. Determinare inoltre I’equazione della retta tangente
in tale punto.

(Facoltativo) Per tali valori del parametro «, determinare gli intervalli di convessita di

I

Soluzione. La funzione é derivabile e
f(z)=(3az*+6x — a)e*® T2
inoltre

f"(0)=€*(6—a?).

I valori di « che annullano la derivata seconda sono a = + /6. L’equazione delle tan-
genti corrispondenti a tali valori sono

y:—\/geQxfeQ y:\/EeQxfeQ.

(Facoltativo) Nel caso a =+/6 si ha
f(@) = (3a% = 1)evort?
che é definita su tutto R. La derivata prima di f ¢
fl(@)=(6z+ (322 —1)V/6)eV0o+2
e la derivata seconda di f €&
f(x) =62 (3z +2v/6) eV0r+2,

Lo studio del segno della derivata seconda si riduce alla disequazione

x(3m+2\/6)>0 = x<—§\/6 vV x>0

da cui

f"(x)>0 ze < — 00, — % \/6> f strettamente convessa

f"(x)<0 z€ < - % V6, 0) f strettamente concava

["(x)>0 ze(0,+00) [ strettamente convessa

eipuntiz=0ex=— 2\/6/3 sono punti di flesso. Il caso o= — /6 & del tutto analogo.



