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Risoluzione TEMA 1
Esercizio 1

Data la 1-forma differenziale lineare definita da
T do — 20+

=L -2y

(i) determinare e disegnare il dominio A di w e verificare che la forma differenziale w ¢ chiusa
In esso.

(ii) Dimostrare che w ¢ esatta in A e determinare una primitiva di w in tale insieme.

(iii) Calcolare I'integrale fv w dove v & I'arco della curva definita implicitamente da x? —y? = 1,

ly| <1 contenuto in A e percorso nel verso delle y decrescenti.

Sol. (i) A={(x,y): z+y >0}, quindi A ¢ il semipiano aperto y > —z, sopra alla seconda
bisettrice. La forma ¢ chiusa, perche:
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(ii) A e convesso e w ¢ chiusa per (i), quindi w € esatta per un teorema noto. Con il metodo
diretto, una primitiva f(z,y) deve verificare:
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Integrando la seconda equazione in y e osservando che x +y > 0 in A si ottiene
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dove gli ultimi due integrali possono essere risolti per esempio usando per entrambi la sosti-
tuzione s = x +y (da cui: ds = dy, y = s —x e \/Jx +y = s/2...). Derivando I’espressione
appena ottenuta in x ed eguagliando alla prima equazione quanto ottenuto si ha

of

9. Y = "2Vety+ ety ta
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per cui ¢'(x) = 0 e dunque g(z) = cost. In conclusione, la primitiva cercata e

4
flz,y) = =gz + y)*/? + 22\/T + y + cost.

Si noti che, nella ricerca della primitiva, se partiamo integrando la prima equazione
of x
5 DY) =
T Ve +y

in x e poi completiamo il ragionamento derivando ’espressione trovata in y e uguagliando a

2+
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si trova

2
flx,y) = g(iﬂ + Z/)g/2 — 2y\/x + y + cost.

Questa e un altro modo per scrivere I’ espressione di f trovata sopra, infatti e facile verificare
che per ogni = e y si ha

4 2
fly) = =g @+y)* + 22/ +y = S(@+9)"* =207 +y.

(iii) Per una nota proprieta delle forme esatte, per calcolare l'integrale f7 w basta determinare
i due estremi della curva orientata v, Py e Py, poiche vale

[w=t®) - ().

~

La curva «y & un arco appartenente al braccio dell'iperbole di equazione 22 —y? = 1 nel semipiano
x > 0 compreso tra i punti corrispondenti a y = —1 ey =1, e orientatoday =1 ay = —1
(fare il disegno!) per cui Py = (v/2,1) e P, = (v/2, —1). Quindi

/wz—g(\/ﬁ—1)3/2+2\/§ \/5—1+§(\/§+1)3/2—2¢§\/\/§+1.
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Esercizio 2
Si consideri I'insieme
E={(z,y): 2 +y"—20<0, 2°+y*—3z+2>0}.
(i) Disegnare E e calcolare
ly|dx dy.

E

(ii) Determinare il volume del solido ottenuto da una rotazione completa attorno all’asse x
della porzione di E contenuta nel primo quadrante.

Sol. (i) L'insieme E ¢ dato dai punti interni alla circonferenza di centro Cy = (1,0) e di raggio
R = 1, esclusi quelli interni alla circonferenza piu piccola, di centro Cy = (3/2,0) e raggio
r = 1/2 (fare il disegno!).

Nonostante siano coinvolti dei cerchi, non € conveniente ricorrere al cambiamento di variabili
in coordinate polari, ma ¢ preferibile scrivere £’ come unione di domini normali. In effetti, £



¢ simmetrico rispetto all’asse = e la funzione da integrare, |y|, € pari rispetto alla variabile y,
per cui basta calcolare 'integrale su E* = EN{(z,y) : y > 0} e moltiplicare per 2. Possiamo
rappresentare ET come segue

E+:{(x,y): x € [0,1], OSyS\/W}U
U{(z,y): x € [1,2], mgyﬁm}.

Quindi per le formule di riduzione l'integrale diventa

1 V2zx—1x2 2 V2x—x2 7
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(ii) Detto S il solido considerato, per il Teorema di Guldino si ha

Vol(S) = 27T/ ydx dy = Zﬂ',

E+ 6

grazie al punto (i).

Esercizio 3

Data la funzione
F(z,y,2) =vy* + a2+ 2* — e — 4,

(i) verificare che in un intorno di p = (0, e, 2) 'equazione F(x,y, z) = 0 definisce implicitamente
una funzione z = f(x,y).

(ii) Calcolare f,(0,e).

(iii) Determinare tutti i punti (2o, 5o, z0) € R® per i quali I'equazione F(x,y, z) = 0 definisce
implicitamente una funzione in due variabili in un intorno di (g, yo, 20)-

Sol. (i) Si ha che F(0,¢e,2) = 0 e F,(0,e,2) = 4 —e? # 0. Essendo la funzione F(z,y, z)
una funzione C! si puo applicare il Teorema del Dini e dire che esiste una funzione implicita
z = f(z,y) definita in un intorno di (0, e), tale che F(z,y, f(z,y)) = 0 per ogni (z,y) di tale
intorno.

(ii) Si ha che f.(0,e) = —?:Egzg Quindi F,(z,y,z) = z e allora F,(0,e,2) = 2 da cui
f+(0,€) = 2.

(iii) In base al Teorema del Dini, I'equazione F(xq,yo,20) = 0 definisce implicitamente una
funzione in due variabili in tutti i punti (xo,yo,20) € IR* per i quali sono verificate le due
condizioni

F($07y07 ZO) =0 e VF(Q:anOa ZO) 7& (07070)7

dove la seconda significa che almeno una delle tre derivate parziali di F' in (x¢, yo, 20) € diversa
da zero.

Risolvendo Fy(z,y,2) = 2 =0, Fy(z,y,2) =2y =0, F,(z,y,2) =  + 2z — € = 0 si ottiene
che 'unico punto dove si annulla VF' ¢ il punto (¢, yo, 20) = (1,0,0) ma in tale punto la prima
condizione F' = (0 non & verificata, infatti £'(1,0,0) = —5. Quindi F(xq, yo,20) = 0 definisce
implicitamente una funzione in due variabili in un intorno di tutti i punti (z, yo, z0) € IR* che
risolvono I'equazione F(xq, yo, z0) = 0.

TEMA 2



Esercizio 1

Data la 1-forma differenziale lineare definita da

2x 4y Y
- 7
w(x,y) Tty T+ Tty Y,

(i) determinare e disegnare il dominio A di w e verificare che la forma differenziale w ¢ chiusa

in esso.

(ii) Dimostrare che w ¢ esatta in A e determinare una primitiva di w in tale insieme.

iii) Calcolare I'integrale [ w dove 7 & I’arco della curva definita implicitamente da y — 2% = 1,
gl

|z| <1 contenuto in A e percorso nel verso delle z decrescenti.

Risultati

A ={y > —a}.

i) f(z,y) = —3(z+y)*? 4+ 2y\/z + y+cost. = 2(x +y)3? — 2u/x + y + cost. = 2\/x + y(y —

2x) + cost.

111fw— -1,2) — f(1,2) = 8/3

Esercizio 2
Si consideri l'insieme

D={(zy): 2®+y*—2y<0, 2°+y*—3y+2>0}.

/ |z|dz dy.
D

(ii)) Determinare il volume del solido ottenuto da una rotazione completa attorno all’asse y
della porzione di D contenuta nel primo quadrante.

Risultati

D & la regione compresa tra le due circonferenze rispettivamente di centro (1,0) e raggio 1 e di
centro (3/2,0) e raggio 1/2.

(i) Disegnare D e calcolare

/D |z|dx dy = 7/6.
(i) V(S) =

[N EN]

™

Esercizio 3

Data la funzione
F(z,y,2) =2+ oy +2° —e" -9,

(i) verificare che in un intorno di P = (3,0, e) 'equazione F'(z,y, z) = 0 definisce implicitamente
una funzione z = f(z,y).

(ii) Calcolare f,(3,0).

(iii) Determinare tutti i punti (z9, %o, 20) € R® per i quali I'equazione F(z,y, z) = 0 definisce
implicitamente una funzione in due variabili in un intorno di (xg, Yo, 20)-

Risultati

FI 3,0,6 33—
f2(3,0) = _Fzé:s,o,eg = T’ZG




