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TEMA 1

Esercizio 1

Si consideri la forma differenziale lineare definita da
-y
= dx +
3{[‘2 + yQ € 35(72 + y2

w(z,y) dy.

(i) Si provi che w & chiusa in IR*\ {(0,0)} e che & esatta in Q = {(z,y) € R*: 2 > 0,y > 0}.

(ii) Se ne calcoli una primitiva.
(iii) Calcolare f7 w dove v & lellisse di equazione 322 + y? = 1.

—3z%4y?
(Bz2+y2)2
b, quindi la forma & chiusa in IR? \ {(0,0)} ed & esatta in Q che ¢ un dominio semplicemente

connesso. (ii) Integrando il coefficiente a rispetto a x si ottiene f(z,y) = —\/Lg arctan(\/gi) +

Svolgimento: (i)Indicando con a e b i coefficienti della forma si ottiene che a, =

g(y). Derivando tale espressione rispetto a y e uguagliando al secondo coefficiente si ottiene che
g(y) = costante, quindi le primitive della forma sono del tipo f(z,y) = —\/ig arctan(\/gi) +C

o equivalentemente f(z,y) = \/ig arctan(\%%) + g(y). (iii) La forma non ¢ detto che sia esatta

in IR*\ {(0,0)} perché tale dominio non & semplicemente connesso. La curva vy contiene nel suo
interno il punto (0,0) quindi dobbiamo calcolare esplicitamente l'integrale con la definizione.
Conviene parametrizzare la curva chiusa che e un’ ellisse, con le coordinate ellittiche z =

\/Lg cosf), y = sinf, cosi si ottiene [ w = OZW \%(sinZ 0 + cos®0)do = \2/—%

Esercizio 2

Si consideri nel piano (y,z) la regione D compresa tra 'asse z = 1 e la curva di equazione
z=+/y—2con3 <y<6.

(i) Si calcoli la coordinata y del baricentro di D.

(ii) Si determini il volume del solido ottenuto ruotando D attorno all’asse z.

Svolgimento: (i)Il dominio D si puo scrivere in forma normale: (y, z) tali che 3 <y <6 e
1 < z < /y —2. Quindi l'area di D si ottiene cosl: A(D) = f;(@ —1)dy =5/3.
La coordinata g del baricentro si ottiene cosi: 3o = ﬁ f36 ydy fl‘/yTQ dz = f36 y(vy —2—1)dy.
Tale integrale si risolve integrando per parti ottenendo cosl: yo = 2(30 —313) — 2.
(ii) Si usa il Teorema di Guldino : V(S) = 2myoA(D).

Esercizio 3

Si consideri la superficie ¥ = {(z,y,2) : 2 > V3, 2> +y* + % =9}
(i) Si abbozzi un disegno di X.



(ii) Si calcoli il seguente integrale di superficie

/ zdo.
b

Svolgimento: La superficie si puo esprimere in forma cartesiana nel seguente modo:
z = /27 — 3(22 + y2) con (z,y) € D = {2® +y* < 8}. Quindi I'elemento d’area per le superfici

cartesiane & /14 f2 + f2 = %ﬁzz;-

Per definizione di integrale di superficie si ha

27+ 6(2? + ) //
do = 27 — 3(22 + ¢ dudy = 27 + 6(22 + y?)dady.
/EZU //D\/ (x +y)\/27_3(x2+y2)wy D\/ +6(22 + y?)dady

Questo integrale doppio si puo calcolare passando a coordinate polari: = fo\/g OQW /27 + 6p%pdpdl =
T((27 + 48)%/2 — (27)%/2).




