ANALISI MATEMATICA |
Universita di Padova

Lauree in Fisica e Astronomia - A.A. 2014/15
Lezione di mercoledi 22/10/2014



FspowE W NALE NATURAUE

L\M;hil,'},o ([3_., h?-x)

x\" SR A

bnj\u XEIQ j E'hl.'a{h'ahu-,ﬂ.‘sh\(%'-w&_ eh(x):: (/1_‘,;) ) B i 1
oot fom eapn 1 Bt dsdels Luapi 47,

n2toe

Teoms ((Ecpemsnch wabinds )

[Wh'lq

———-R Lﬂ_‘gu‘,cwh-@ Calr) o éiqﬁmhﬁ s ﬂ;w\;rlqu/
b Gnvnge @ tn Gl ninas b oxp(x) = J [4es]),

W 4o
b e o 2ap RO e g
() xp(x)>0  ¥xel

(2) ,u(:(-;q = {ﬁ(:} relr (i rhl. “TM‘ 4)

* - 3 b x4y )= 2xp(X) . = {-U
(3) (Popdc i omenehom) 2%} (x9) b(x) - e<p
i 2xp (R4 ) = (Ryn,0) & medim b i

exrft)

{ (4,) (D\'f&&ug\[ﬂ_aak wl’?"(") Ffﬁ?\_’\ b | j X Fo L(['\‘t

|
Atx < ﬂxF[x) <,1—_—;

At»

Vi
—_— V&J‘W:._u/' A [""“’ J"'“ﬂ') ‘
A < 2xpls) who VA€ R, & | 8 ?

(5) (Steae cuscnre ) Lo xe x| alka axp(x) < axplx!) .

Bimk Nl wie dd cons .

Nunfite

Tn t_'.,_F}_,,L«.; i “ Mw-x.u.r e .Q)CP“) = 2}?‘183‘3 G a HEPELS

Lez 141022mer Pagina 1



Lb{\.‘rﬂ wlah (4) ,_,!4:2..“ e
\ — L B e
Pavel.” L;cr: R — l?s:,, £ shet cmed g switthive P

= 2 b M‘\w— fg Sue IO erie Lta = [K —"'> IR
(ctf- j;,rg. ,;wﬁ e y{-u,tt cw..ﬁ_ in 7‘-\&'\ L oaversa b -ﬁ 2. shull. c..,.,,_fc)

Lo Jeim LoGALTN MAMUAR
EM\D) ok aell e Q=e, Mw'st- A J;‘bm.( na‘rvl—h:

oTE Ml
x& : lK)o — W’)a} (2 ‘9“!’("‘ lﬂx) PR}EAU{

ESeovtrleatl
R —— Ry, , A% e (xle) SR
(d../'q, olbae, Lo n..-la‘iml- edlevaabhie e:(____ m},(‘) )

’£J nL AR>0 LQ#’L,

L’ﬁn - |R>o — Il‘lf L‘a‘“(x]:: E_:‘.

I
Prfre o 4 ol Gt Ao |v~;,m&l»\' b Coasmai e 4_0’1’,(,6;;‘_

. e ASE
Pape | 3 sccmn & oS
(ﬂ) (e t,uuﬂ s C”l i A chrupan 1’" A < b A cbe Tide o %o

e 1'2 d- a:.:w-i'.u A = ] swee. & ol 42 A
@ S e g s obven e o
che Tende a ¥,
(3 A ¢ empille < A k&’m’l,af.vwrk &m}»afﬂ oVt
) t‘ 8»« Sulepm—t Ot donJi ok Tamwidrc
U [, Ing ‘SHEU;H-A-' cL-Os‘""“‘a/' Q L~ )&""‘r‘ﬂ .

'Dia (f{) Ihil;&hnﬂ 0{4—1 C tn e~ X EIR ¢
y. & dwran f"" A & Vevo w he. B (S) nA ¢
a A av\c/etzaﬂ—["va‘“‘?“a“b"x“ ¢
=y fnel ¢he By.(w)0A$ ?‘

an" / C.'— hell Ruwe o= Last

= ¥nelh 7 QheA [ 2a-¥.l< &,

Lez 141022mer Pagina 2



=y T swcame e Aohemgtan X

Sepmi LA wh care adl b XS ‘:0\9 :
— Qo i,L c(m‘w:-bvx \cﬂ* A =) A 2 t“(' [&WHYJU =>
Vmel) JaEA T Qulom & 3 e A che it a -0,

(2] ]}\w-nh’a?’-/" MW" .s-\‘-w&

) Gonn (68 e gtk o). -

n?ﬂ s gl FunTe b Sacetminnd

T s ns

MWM—L D&na& &r\.h-c ,MJJ{ZW_'m& iz L /\—cﬁ._,_.,}_\‘ .

Doode et WA Joo ST z
v(“‘—' r A phe P

¢

"/
SIS Gl A A ST PR

M R S - o0
( “n nL,jl:L_' LL. )
adent Lo oim:
Vale L

L. i (CESA%) Se d, > e omre /?_:,Q-'m d(;q;\ ! alhse .efb-:f(_
ik o d, ¢ vole auoh’emm 'z

T)MNV. }"‘h" ‘Dh: ’J'

Lez 141022mer Pagina 3



!Es&rtm;n@ bo- W 3nela” -3 (4eR)

n b

S

{ .
b dofoqpn— i e con lalcif lat=1, [a[>1.

fe [dlet (w«%_{,‘t ¢ 2¢) s ,&lh—-%o‘L

b s % ‘;MJ el a1 — 4
h -H&) ’ \‘-r}‘-;jaf

: e 1 K ({'9’4'-)
5 [af= 1 (V= a-_iq) Vi bk ID": Ihel — ¢

g (alsa (v & @<-t)u (ax1))

bl (4] 4 1R — la
" tlir\“ (v(.fr-":!‘--. )
\__7,1})9

a
" AN +o w B3 o4 (ove &>2)
M (?g’?‘) —) [ P

A R.P:FSU.—_“ (DVV‘-J.=‘“)
ot “w Tg:}“<1 (- 3<o )
bwu}_L’ }»’V L, L»."I-'*-of
k. = 4 14 0O —o0 ~% - N
Lhﬂ ’ 2] f 1 { 7 ol
-1 o A

NGy L8~ (*00)

Lez 141022mer Pagina 4



[ fo 2ok DESL AL ESBLCH
PlaPosTN PEL (AA (ERU 21[ 10

EJEQL.'L‘ ch Oﬁ}'dr ) Mcrm.h;a.., ;E /Qmﬂ.tu J.Ualfgs [cttm
A vran dl pm.,J;. aciik

A/
gl‘ihuafd.
a
(3 = MR
a -m
dv A" e i L
((‘) dﬁ?-'—; (""“*‘-“9‘3L=1 ,45)
d,
n

_ arcly (€% 2)

[a)"+n

-2 & 2
Q) 4o 2R

w41

)

~j=

(1nitan e~ A Z ;2}

"

[ L

(%)

[1m‘y.&c-— A= _2‘,

2)

Lez 141022mer Pagina 5




. Per Cy -

78 M . - »
AachmJura.,qu 0‘-‘-1«2,-_51.:@ (e;-.s‘owwa 2 ©,

oppes Aa,>0) Tmnf' [as[~ 4= . (A2 .tvf«mz.«*- emaale
|="f ﬂt J'ucc.{fpu-v- Lo Pt a/( 2. Ay (—* 3) .’J‘( km" _co-cul‘ fhd.l.r!-rwl'l*‘(l/
in rt-UE daVM.?L Mu& ﬁ“"“‘ Lie A-U'- Teran i,

l.xmfo oﬂuan el & 4, € QI b,— o
m e fotmme (A de Hoe te Akt
L.. fig ™ __,o). & aih
v alhe lq'f‘gh”l 3 I yb.,‘ & /I,L-l /

N ee (oo B[
s P( L a b= /ﬂ‘ . B Y
A Lo / /Q.V(H“ 0 ;o)' Queds b L2

AL
K u-e}{ . 3 ruf{(.ﬂ/‘” [°\I<1 (%"F‘&)A
vime wjole . .

Nella successione a., l(lf“,% si intende che & # 0. o Se |a| < 1, ovvero se || > 1, si ha a, =
n? no—2 -
()i:li n )) da cui (notando che a@ — 2 < —1 e ricordando che se |y| > 1 allora lim ;‘—ﬂ = () per ogni
= @

z € R) si ha che il limite di an & 0. ® Se |ar| > 1 con a # 2, si ha che a ™ tende a 0, dunque (raccogliendo

al numeratore la potenza pit grande tra n® e n®, e al denominatore n) il limite di an & 400 se & < 2,

oppure —oo se & > 2. » Infine, nel caso a = 2 si ottiene a,, = ;='— = #L =, che tende a —1.
i 55

Por ﬂla

Discuteremo da subito il caso generale a € R, lasciando a = 3 e o = —3 come casi particolari.
Sia ha an = by — ¢n con by, := 2" e ¢, 1= 1—% La successione b, tende a +oosea >0, alsea=_0e
a 0" se @ < 0. D'altra parte, la successione c, tende a 0 per ogni a € R: se |a| < 1 cid & chiaro (infatti il

numeratore & finito e il denominatore infinito), mentre se |a| > 1 si ha 0 < |en| < ZE‘— e basta applicare

i carabinieri (infatti 2‘“‘ tende a 0 per il criterio del rapporto). Pertanto a. si comporta come by, ovvero
tmdea+mseﬂ>0(admemplusea—3) tende a 1 se @ = 0 e tende a 0" se @ < 0 (ad esempio se

= —%).

2 Pﬁr ﬁn i

Seriviamo a,, = b,, —¢,, con b, = Iul’?ﬁ e ¢, = arctg(e”" +2). ¢ Se & < 0 la successione b,, tende sempre

a 0, mentre ¢, tende a arctg 2, dunque a,, tende a —arctg2. ® Se a =0 si ha a,, = 1 — arctg3, che tende a
—arctg3. e Se 0 < a < 1si hacheb, = m tende a 0, mentre c,, tende a 7, dunque a, tendea —7.
e Se o = 1si haa, = ;2; —arctg(e"” +2), chetendea 1 — %. o Infine, se a > 1 si hache b, = r'u‘[—'"?n—f‘,ﬁ

tende a 0 (infatti inTﬂ tende a 0 per il criterio del rapporto), mentre c. tende a §, dunque a, tende a —7
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° Pﬂ'r ,l:u

Esa.minia.mnillimil;edja lﬂl“_ﬂ(ﬂimneit.recmi1'ichim|.i oSea:—Esihaa.,—’—n‘*“mA=

"2‘:1 (14 2ein2n_n 2 “*): notando che 2 ;257 tende a oo (criterio del rapporto) mentre W e 28227 tendono a 0
(limitata su infinita), si ha che a, tende a +00. ® Sea = } si haa, = i"__f‘_“__‘_‘:j;" =2 :;_;_ﬂ‘i%i_l)‘

che tende & —1. ® Se =1 si ha g, = 1=2sinnn® _ n% (1 _ 2sian _ 1) che tende a —oo.
Pasmamooraaﬂadlscnmmnedelh}mtea.lvmrechaelﬂ.cSe|az|>1(cmésea<—10ppuresea>l)

conviene raccogliere |a|" sopra, ottenendo an = A +1(l M"—ﬂ H—-). poiché allora J;_ﬁ tende a +oo e
% tende a 0 (eriterio del rapporto) e 2sinlan) tende a 0 (hrmtata. su infinita), si ha che an tende a +oc0. ®

la]™
Sea=—-1sihaa, = JM , che tende a 0 (limitata su infinita). ® Se —1 < @ < 0 tende ana]ogamente
al (pera=0¢e 1dent|camente nulla).  Sia ora 0 < @ < 1. In questo caso converrd raccogliere n°“ sopra,
ottenendo a,, = %}}(Ir—:',l; - %‘-‘}Eﬂl —1): la parentesi tende a —1, mentre la frazione %‘-;'—} =npPa-l +i7 tende
alse2a—1<0,alse2x~1=0ea+o0se2x— 1> 0. Pertanto la successione tende a 0 se 0 < a < 1 2
tende & —1 se @ = }, e tende & —00 se } < a < 1. e Infine, se @ = 1 si ha a, = 'Q:i%,cheteudea
—00.

’ Fw %_“-

Esaminiamo il limite di a, = w nei tre casi richiesti, ricordando che per ogni 8 > 1 e ¥ > 0 si

ha che % F e %l’ tendono a 0 (criterio del rapporto). e Se «a = —2si haa, = ) ¥ = 3% mklﬁ"'

dunque il limite vale 07, o Se a = % si otti Oy = . !J é" ,qu’ e poiché il denominatore tende a 0 il
n

limite risulta —cc. @ Se @ =2 8l ha an = -ty = ,"‘“ i —L, dunque il limite & 0%,

Passiamo ora alla discussione del limite al variare di & € R e Se a < —1 raccogliamo |a|"*! sotto, ed &
chiaro che a,, tende a 0~,  Se & = —1 il denominatore tende a —2, dunque a, tende a —00. e Se -1 < a < 1
il denominatore tende a 0, dunque a, tende a —cc.  Se & = 1 il denominatore vale —1, dunque an tende

ancora a —co. e Infine, se @ > 1 raccogliamo (n!)*~' sotto, ottenendo a, = Wr—_,_rr' poiché
Whe=T

- S
Ja™ :[|¢X"_‘|")n—1 e
mhe—1 n!

—A_
r=("5-)*"" tendono a 0, la successione tende a 0,

n
(nl)a—
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