ANALISI MATEMATICA |
Universita di Padova

Lauree in Fisica e Astronomia - A.A. 2014/15
Lezione di mercoledi 05/11/2014



Leilins bl o Jljﬂ- T a)w;mff‘ﬁ' e

fioss xm_ _(xﬂ.JJ—;(

X 0,k (’xuﬁ)d

(%)

g Qb e o

(=]

2aa Ase comn ool Py [k T
Tz Ao H Pb- d meim. o deneinn.

V.t pfirx - #l% 2 @ (alx) , de bEo& -2dx
Dlnsh. : x+lx o w2 (H_,,r;)"‘,,,o(ﬁ)"': x s

T )(*10{?. L -t -L\Ml(\f‘-" f;i d—a s 25 0

YRS Y R LT e
W i = mle e
— 00 e 234
’ g_g Lo a=A
o~ oo A€t

In xa4w0 T nuw 0 = [0, -0 Povsvm Lo gea b
x v - Grr)lx = xJx F‘gf:ax ¥ -2f% P
(o Ao 0 ) e ey
Y- e enl(B) %

d o
‘b‘-k‘k' x'h}: oo K= [("LJ: J N%—-)( 7 ! Q e J.*:f/?_
- "’3/ J\)‘ L (,1 */z_'i - {/—?/7_ I g\:;aa
AP L — /Q—- z = : = -
PJ 2 +o0 %>+ X'l Koo ¢ ) —0o0d Le d_(!é
3
-
L i+ aox —Ze
(24) W*‘ oL k1
X970 f‘t‘w X

x-—)o+ Lo, ¥ F{\M d-2 ) 0‘-1/. oAt kae (e f oot

atl
o™ .
L. a<-~-1 = D e U S
¢é Q_fi“l e X3 0°

Lez 141105mer Pagina 1



e J==L 3 al :}/LL—P&.

£

1. %o s
-2
~ecde T el =)
feay-l 2T 7/ G e /EZ
. A7 2 3 ld“m LS ﬁ[,n?o p)}_ = % oo
R,) i
<k am a=72 : Kz'+?,f%n:¢-2 — o
L Srezel Rl

'
TR 64.2(/—1"#1‘—,4&9(,&)) ) (M) et (x +9n(x'63)
+ = 3(1-8 t.s)-i-Z,x~>( +6(K)No 2)(
P KA e 3

3
%
P“R"‘r‘ /ﬁ-l Y4 lenw 26 pa 2% 9
- = o _
49 x’.g x40 )LS
|
Ll P g
CL g, imfmile % R "
. + - o 2 X
X2 foo Muw ~ KL 2y é X tdenyr~Ze . Q —
= X7 bo o +1 X o
Q. A-4 ot e axt
¥ 2 1 Moz A s
R +oo L 2<4

sy b= e i

e e bl ﬁ——*tu = oo [ o
e ;'l*' (h&-rv(aue_ "L‘}:,m L.avfﬂ ‘ siéfﬂ)
: o
yo-m o be-wn b ee by o Lo £l ke Yaer
e by o
(o0)
) 1*‘ L on! L =0, S_\‘M d<o ](__“_J_ 000
[ a4
S . i
= R ek Lo L" paert -t [y (aeE
foom boxet, = e ™ i WA 1 Ty
JJ-/ 0 e-y<dxe
Le [Teb L/J(m: - L JE.l: Sk ﬂd ==l
fa ot ""ur_ - ey ot L__“ .
g Lﬂmk o K-l(-f/z

(3) fl=tgx Fxve o osalppe an tu tecmind fpoifel
'erﬁraba M AT VO J

Facersmn ol Lotimhy S ot Al prept.

S bl .FCx)—' i xwo* i e Tt ;;T,,r]ﬁu'[:;ﬂ

4-x

Lez 141105mer Pagina 2



SPMA ol Lﬁ‘ah Lo sehe Ll f--rt—«m fhi‘M! ya L‘oT‘c.ru che {(")3 "'/2/ Cave
rr—‘{L:HQ)

—;(x) = -d:‘!- P BD(J(L) l,ar cerhl QKL,C elll da dSer minst
(inreta’ g (o che Q-‘*"rz! ma o pteves. )

—— . a+bx+ ¢,¢1+9_[,ﬁ)

= ‘ - - T es I A [
¥=t = (qj‘g L eﬂ[.‘ ) ) g % I—Z.E-—..A- ’ S‘-'\E‘%"T:P» mt‘h*-}:‘;,‘-

~{+x = (Q*Lifl’—r’-l-l-‘ Q-[L‘JJAZ ‘1")% £ [&+Lx+c;"+_q[w).

Lae
- (et eolen)-2 (441(5) (-3)"00%)

z
 (adksrer’s 000) (2% ~ K +0.4%)

[

2&4—(2,5'%))( +(-§‘E_L/q+ac)xl+9°[¥_\)

(=2
-1=2a a=-lr
1 ZZ,L«"'!/L’ oV n l,-_:"",qé
c- 43
0 = -Q/gqbfr,;‘ tlc 1156

C l.\..‘ W I ﬁ#ﬁ) shesie wafods @ Ccnufa.” law cleAan /AJU:&H,C,
i . " N . 6"\““\
ok ij b gwp i R jal“:"’“ '“Wﬁ“’r""“”“" ‘*‘SPMI d
tf ax + E{x+ c xg + 6(&‘) %’” et 4"5, ¢ ¢l da diltwa s,
¥ o= .

3 5 é
DAL L ek DY) ) B (eee bret () ) o

23RS
T A &4 <
A S egre) - (aeebeirenT Q) ) (4= Lo 0.047)
6 120 !

q L 4 ,_1 5 6
(-4t Ak o(x%) - axt (-Eeb)C (Latbie) kv 0 ()
2 a=1
’ . 5” A/ c_\gm,‘"ab
= -2 +!7"P/ = % (C.,h,.._
e 7 5 6 A <= " Tokotta |
%L,Q'gih_c 120 15

Lez 141105mer Pagina 3



[LmlbonE DEGL EffRCd
Pi.fo ST PER CASA 1L 4 /14
E nMown Svol) 06 I AwtA

a -h!-rﬂ"‘)

DJMV‘AA nwe kb SMQ«HQ m,fh‘-a all v ol .&tf-vu/g profat
(cwt. Low aﬂhbwo{w-f"w’mpa’woac)fv ,Q.ff LW@,M\,,)

dulhe g5, fuzond W [;u“"f\ A
(1) Sulefpant le)e AoDx 4= X2 e Kl
T.h Kot S, 1\( (3‘()'* -(Si.] + &(KQ) < ‘5?&* -)( 4-@6(, )

Tnked & pomes Yz A4t 523 = 5t (343E) 2 (23) en3E +(en 3 ) 5238

Lez 141105mer Pagina 4



L G23) (4460 H0,(F) ) 43 (3¢
t@i¥)+ﬁwd)b—@t“3)ﬁ+glﬁ)

RASTNGY

Po hm?lﬂm't'-\_. £ oev ¥
(1) V'L"Ll’\""“ .F(* __SJ et 1‘ o~ K0 L e~ $00
\9 Ay e
o wsw H“} (A+2k1) G ,g(be‘) c(+ (th 1—6 )
= 2/1—){ —ég-g_.)( +6’,(K§‘)
b kv foy = V2R (Taedn ) -t -
[’T -Hg'w
e (e (8 0 b)) -4
‘_FJE_K 4_5_)( 'LGJ_”()(‘ffjﬁf.L
{
oy c B ()

@) -

1) - Conlx g Xwo

Hxl= Xs(fl‘i(a‘]z'f—'{’(&cq-tg( T))- 3 2&51~§

(mitoe & £ &
e A e digpac & X )

jc(’d: 3!'6612.7* J X0
)= ’|//t+(m2‘< -1). =

& uni ,.,f(}rl.hh-rv =zt

(5)

"

1

e e, (xcg)

oLr}u,,\! J«—P. ¢ PPN :J‘ /Q S\AQ-H; A ¥~

A (- 2
A+ (mox—t) + %@ij(m2x~1)+&ﬁ(xgj

(‘1(2,‘) 42.4(3,;) + BQ(KYU- % ("%(8!} *‘*‘(Zy. + 8,(¢ )) + 0, (<°)

3 5
i 4~%£L+%#‘+eacﬁ)—%(w‘%(x})*efﬂ )

= iﬁ%xl-%ﬂ€'+eo(ﬂq) (MM&‘F

—J[(KJ'- PIR T B g =
Ino: foo- 3laezg?
[ESk x*

e b

a o
s (/H' f’fg_‘ K}ﬁ
Th oo - /14—9/,&'(1 =

Lez 141105mer Pagina 5

q 2 " 4,4
() 0, 9) = e

2 9 2 - _ 2 9 ilqyxﬁg{-{l}(x-j)
x(d*‘/z-‘a/,{ﬁ"‘/g(/ﬁ)+‘3m(>< )): % Egs o s

}, !dt,‘r\a-n)(w’o

e !

H
A s Gq(zr()
2HE



('H o ll) s by (axe8) #oxv o g K b
T xo o[ @ poo trxtl vo o le
L,a(/w% ( L) - 4(1%)4-9(\‘:)“2& ?%'c-i—@(()
Ap Ly(arak)= by 3 Ut -G 0, (1), ¢ seliTh £oxets
f(x): L'a 3+ 7y (*t1) —Z/‘j C,cﬂ] + 0 ((xu)z)
Th X goo ¢ poved’ ZxaS o 2¢ & wmTend—mad, 45 g B
fgs o (rishm b (2™ X €9 L b (Rpeasn)
"‘*‘LQ jt(* by X = L‘{B(ZMT) L’J(zlhg/x) LQZ thr:?{.k—-qq)m
Lufoc) st v v Teme Tommie, Ly (269 ) ~lg2s by (1 %,()fv - %x,

CpE o gk eyt T TR ()

(g) ~ -Hx}t (/[{-'i.) LH(/H,X) AKX O g o~ foo
Th xe~os (,1“)1,‘)(4“):(A+m)(x—%f‘+%,<}+@_(ﬁ))
s x- %xﬁr 13114»9“(5’) o "/,2’31- 0,(x"
AR AN Y
Th o400 | (niidrs Con /Q--!v-eu}ua-.‘t_ L;)C)L‘H . .
g (o) %y b byl baxe NIRRTV
ot by () = s S 0 (), A e
«F[x)'— (KH)[L/J 2&+4- __’LL+ e+”[x‘zj)

< xqu+fl~i{—+% < )*‘La><+—+9 (<)

scale o~
( F:l%méa é.ﬁc.\m)

= "L’A"*L’J’“““g;* 0, (<)

(ﬁ) ° /‘FCX)— pe k0 g oxr 400

“‘ X ENEE (Y o n
JJ!« *rr O L UL{K)‘ 2.’ 114—)9 A (ﬂ‘i‘l‘/ = d(/t'i’{* + -r—"'_m (E) 4‘9,({.‘/

O

A (g ) < ! ><+/8-<+%(ﬂ)

ot

Lez 141105mer Pagina 6



H,ML neadand di ke |qlct ¢ ha

A e dutla
Zpeatepe s B ()
i b 0 2, oot

A =4 A{-(‘E)J—[-%)Li- =
A (.. 2

c»anawa\ ol com )(\LU__DL“R/ Yaa«f’fha‘"a folle K awych 2
A s faa o “L
foom & A > (s (R o)

AT b o (<)
T A (

o) = fiy= €=

Th Lt

Y

fr %0 L Koo =T
o

el () > 8
= /i‘_-{.-é(xi-ﬁ'(:c )-t—

A

'g_;:
In xwo: ,F(x

% ( Ki—%_(ﬁl)jl v e,
A

= A+ -i'i. + G,(ﬁt) + -4—8 ( ﬂ?_{'ev(xz)) t+ 93(*1)
= ardy e Lo ()
Z 3
Ih Xv-r + pofe £= X#@ | ovves K= -wtl P ha
™ Lol (L~ Aok 1, w(-t)
e— S___i"f' = ez_ ( - e 15"‘ - 6 2z
sqTad £ suCphe

& alind Ko /L - :
FEREE g v cteafe) = Sergiuefd

J,,,r aprfilued L= x4 o ha ,ﬁ{x): 4—%(yc+7r)+:;}[xﬁr)l+g (C’H”f)

(“) _‘[(x: L@(Snlx

/‘“‘“ KNO+ e K TVL

Ih ><~°: _J[(K L,/J(_J-M:&)N La)( (p:.r-.. }w—v(— Sz Kl s (_vu-—-rw"—a.’{)

v
epet Fle) ) —lyx= by S"‘K) L")(’”("“))

L ()4 () d () o, (6 0))

A % 3
Ora g he &% 4 = x- Lt m ’“9["): _%,L"+4-'|Z:><"+ Q[ﬂg)/
! *®
(A pbsbe SE-T 0ty 47

Je— by < = («—x%l—‘-pf—efﬂ))——(

3
‘A o, (<)
= ‘};L'Li‘ e, O

L (bl -4 (800D« (60)) o

Lez 141105mer Pagina 7



é.'t A_—p(_ 1—9()(}\ }y‘f\dr"/q-.i‘t—\”g'ﬂnavcsf‘ E\

T

fix)= L»g% iyt ,1i 40 (5)

z

e ok LN
- lgletd) = LB(M(M;“QM%gm 0)-4 (1) 0, (E9)

= (- t/+e,»+e~cH)-_( RN

6 ety ) (g0 ce ) o
e s it Bpp
J?a“akJr@qu*) it iCmE VS _—

ol bond SRS i PPV S xv%/ she [fe)z —Z(g‘ ) 6( )‘FB‘ [@*‘ﬂ))
!
(A?.) o ,‘F(K}: J—);;g o kPO, x~d g Koo
I A
Ih X~o ,{_{,\ ﬁ m =3 (4-!—-4—'%‘/—%{3){-9.[11))

e x A e ) .

23 2%J3
Th xr A t.-,rrc Fzx-1 & la ,?[x. \!frl’t‘ ch,
- (rd -t () o)) | Letea ),

de s -F(x m— 2+ (f;(— _—Cx— +Etl(0<'l) ).
-2
Dhoxwto o L) VX m =% (4+2‘ *e(/ﬁ) B, (¥ J)

S fFebA A e (00

(1) o Yx)s o lxtl o oxve e a xee
F N e R o 1) F0,60) = k-4l (<),
Ao x-1:€ Ao [(b): l/()(;l che ko &@uhu o sileple
wells (nalls sente Rl l/Ac:wh»- IH‘*MIL— )
Pledo [(x)= by (=t € ?&Lsm&ﬁw ndLJ“»,«hxn,
Ioxeros [l by (x1) = by (x(3)) ‘1)*‘“’3["“1)

" Li)x+(‘{[" J ’%)14—8,@(& )

= by -4 =L e ()
K.

]:L. XerD o

Tw xet

Lez 141105mer Pagina 8



(1)« [(x): _“_'Lr iy g e

well_mpr e s
!

tfur_t( d s ur:i—
+ &~
F,.,r b= -%r~+toe ® he _g:(E' -F

H[é [ee
Lo -t- J__-( i:u]’/ _2
Bt e t P k}) ol [ = (,,) ECP Jre(e))
) o o) a6 e
A 4L, _L__ﬂ' =3 it Tl A ~ —
- ’12 ol gE‘+9+”C£- )i At ol t
L A

VEN = +é} ),

A o b )= 5

4&]_ ’él i Sx -—-?—K ‘{'B' ( ) ( W e _F(x) a-v\l-udrf_. av).\..r\'r')
ontd ade A(Z a —oo

(4‘;5 o Ddtrmnse diminle | ol S - %[x}:m £K
P Rt WE R e S e =

ingtul a1« /Q-MM{_\ l\«H"”"iO-:F\ P H{; L
aver hovd s S I,;,Jl IP”““}’”‘" ot a o f::b\h:i'\:.
(zﬂt/{ﬂ—&/n\ .Stha QQMJTW Dra‘—-%r}w'% - O
(olefn /G-‘lgﬂlﬂ-w_:;-x% uiv ?me. jg{& ¢
U Jat “l“‘-’jl' '{—’“nﬂ‘ e pe < Jﬂrvﬁb"“'—’/Swwb‘wai
2 F,r l‘qv(,rTil‘eﬂ avl&},w avw'&\ DPFB\J\U\'\—}J‘_ (U,) reheha |

a(‘(]; m + ¥ . l}w.,v-; A }81_2‘:( P .]'00“'2} U [5:.'_”[
N = E\L'-": K 3(‘( }".o J)tzf—?.-.k a2 — K {‘—K?_O

X2y z ;(7'

ﬁt-sn—‘ S[x)7u 2w > — K ke -x<o0 (o\ra-..xv::) ok .
K owwveer =x 20 (wm KE“) alla f’-:\bj'm""{“ e

X=d

Kz*i-?x > (—x)l; ,LL &) 2& so ;._\Pr..,:l../{,\_

B

}/ VP " e ) Do 3[&}70 &) KPR
’—ﬁ]//’/// 6 (\C_M,}\w‘_ ww}/_ ol b kvl

‘/QLW."\ tuUzwm.rf v ~® ¢ A +© .((cﬁ"":"’i{: %;‘1[("'): o0
\u—*—l /L—g") < “"g\ %‘(U’ A +’<)"- o= (IKH Aty +>ﬁ)
] K-
(4 Jmm S XL -(pes e @) = A (40, 0)

2
coh [ S dek At S ik o !/“F a-)

Lez 141105mer Pagina 9

10



Dadlin

A A (L R

2 2{( 4+ B_mei)
rr

-[:(x )= J )(_Z—t-zgr\ +¥ = 5 ,Affs}é)gj:’)( 3
g \r?- ‘F’; +x "‘2‘%3_&& P%h(,(‘"-‘z)
F‘ILN?. 4 kwf ‘j&lL! a{c\ 8[(] 2 n 2 b JEZ—! = J_,(f

b e gt el jfx?;of oves YT K T gk Tele .‘H%‘ ﬂfJ’V‘LQ
x W Tx =Q_x)?‘: 5'5?-#3 +x% evves  2x(y+) = j?’

By IR D=’1f sronrd e 7 b, fe JF_IL o ol e

X = e | ha rendomd A dave bt Y2X

oV, _c j\gmfh;lbp_. fo\.
qt+oe

Lh o JE(A+%_'§+B=(‘})+K

o le Boluae

b A4 03, S
e g o

\11

;+f+;4.
= ks

oo o
[LQ;‘;.,TM ﬂ&.,{:foﬂ L .r.,:‘RTM.Ar;. de wq—fan wu&wj\

(ﬂt’) <= e
j%:}):%xﬁﬂ)- Uzwf«) e (253 [) (34 <i)
96 g (y<-2) ¥ (183590
Quuind Lo foz— £l g Tl voltr e o chh i
i uB= a Quednie e A Avns |
Per rendecle biethve bals combrgte alle oo immag—
[2-1[u [otel, o iv™a () .

A Al
bim bt A .Amm < wauat; e Joo-2]u [otof
u d.d rf‘ua_”wr-‘rn% (]-.w ;2_
.t

_2 ‘-'l[ ({qh %(..?’ _2)
£ ﬁ([ f“’[) Lo “"”{: alm-V. P%i'w—;/-} a a &M:v-: N
. /3« £ A o obhtry tn oOrts 'v—ﬂ"{-\.fv‘-'h 2 B 3 B hs?ﬂ

Loz

(Ihn i F(ﬁw&]ﬁ' }ZJMJT"/ RO ool 0 R~ paasss g dell

, =g de4e’= | In gty A A RE g D = O |

: )Lu > _ A o 00

X T, A come al?s.,c-\-‘f' =
i

Wem © am (263 v 0,6) + ({5 r o) = 1 = G e ()~ %,

Lez 141105mer Pagina 10

11



4
2- 0 d< 2
DL_,‘M/Q_, J)__\ )C/LKL%)(&.— ’l/z e
3 x> e too fe Jd22
k-SSR = @ (ef) = Aoz e 8 pwm Wa
K34eo x‘l
L/{]x +x-1
R (P

Per /e‘““.‘ :

£ 4

e

K- tow

X3~ XA A

X0

Nu.mv‘afm. :

(A 4@ -4

L? (183K

—enfx= - (2= 5 *ﬂc'/zqa-ﬁ.ff)) =

O{H}. Al =

xX-1

f.,km wle x-1= & (kgx) - Qe Yo 1W,§;w'r" s <o
?WM‘
/Q_h_ Lgﬁ‘tx.-‘t i (K"'{:"’} h: L:E([—K z +od

E’,)__L'-,(Lax~

RS

[bl- MJ”\H 5‘—0370

\ (re dcq) l::;\*

l""{" x| ~ 0 i€ e lyl){m)ﬂ-, = (£+6,(k)) b~ 26

mantie L rizwn L (AH— -1 Noelt ol P deveS
L 2y
- {30 48 =

Lo 0 2 LT, 2 gics
pva vale %&_1 Lew(’*]jb X ¢ Inkw o

,c.wg\\m\“r' (e d7o - ?b-rét-r“\ foo g o<ac<
Lnn % Lo ey st
(j,{_cl?o) Y
/@M-f Lha(h(*’l Wt X Lide ot & art
K=y 4400 s \.(Kn&(n) e X - —op .
wpee —1
_;_;, 95 : h.,.;a-... tzxtl ~ 0
3
Yol Tt -1 Lw %t Y

o t (BN t

Lo b (sxin) —en et

———

Tt =1

i falee o K

. (xs~'<)ﬁ’i(xwf)+ 0, (X )
1 x

= x(x—x?é+etx“)) ([x—i‘/ﬂa(‘))) +6.(¢°)
= KL—-§1—B(>§ ) - 5(2——(:* *eo{*g)) 4’90(51?)

L?__ % K_q -5—'9.(5_()

2 4 -
AL )

¢
K- % e 8 ) A-G 4+ P

Lez 141105mer Pagina 11

12



(21) -

4 §
= 1}2_ H/zqﬁ £ 0(%)

bcmghn-njwf- ﬁql /[+—Z~,¢" =

Pde try-zmo dvele %':;‘

Lw quﬁ?_“l)

<+ L) e 0F) A
?JMI° L /Q{h—-u welk/s vele /Qw. f?/é :/Q_

xHo  Kfyp  FO0

T s
~ K

4
/
- too .
/°
A+ht2Es
[ *

92 o8k
[KZl :L\H« _l‘_é_fi?‘; L.'w. ____.J‘ = B “rt_
e (BT Lo H:l < sounite t= LE o
+o0o R 2
= Lom (4 5q.8) [EI (b*'“’) S
L o:h e =
3 A o be pe A7 2
X =
(1) - h L. L:a i 2 Ly s wwd
X0 A—enX PEr
UL
(?.%) e = o Azo A fnte Sofad e 0, L gla g
' e
W +
x= o:- %1 JCJ(.ZX) B et].&’-«h-%l:
* e’ g gl . @
oo 0 l/\""\ z »c—: .——-Z;"" = /2.
Lo qax
[s1]

(26) © le dwes
-t
+ 2L *
D, At ALZy” -€
Sia f,(z) 1= H%“'"'—‘J— i tre punti 0, 1 e 400 sono di accumulazione per il suo dominio, dunque i limiti
+32xF fF=
richiesti hanno senso per ogni & € E. Discuteremo da subito il caso generale o € R, lasciando o« = 1 come
caso particolare. e Iniziamo da 07, Se a # —1 il numeratore & a.smlutltn a (o + 1)x, mentre se a = —1
¢ asintotico a — %.r:’; guanto al denominatore, notando che 1 — ¢~ -2a ~g —(x = 22%) ~y —x, si ha che se

a < 0 esso tende a +oc, se a = 0 tende a .r!. se 0 < a < 1 ¢ asintotico a 2z°, se a = 1 E= asintotico a
2r —r = x mentre se & > 1 & asintotico a —z. Pertanto lim,—g+ fo(x) vale 0 se o < 1 (pil precisamente
vale 07 se a < =1 evale 0" se =1 < o < 1); vale 2se @ = 1; e vale —(a + 1) se @ > 1. o Passiamo a 1.
Il numeratore tende a e+ sin 1, mentre il denominatore tende a 3 — f: dunque lim,— fa(x) = ‘L"r'—”l'l'—u
e Infine vediamo in +o0c. Se a # 0 il numeratore & asintotico a ax, mentre se a = 0 esso diventa sinx;
d’altra parte il denominatore tende a 1 (se a < 0), a 3 (se a = 0) oppure & asintotico a 22" (se a > 0).
Pertanto lim,— 0 fo(x) vale —oc (se o < 0), non esiste (se o = 0), vale +00 (se 0 < a < 1), vale  (se
a=1) e vale 0F (se a > 1).
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(2%)

(28)

2
Lo A Ly = %

St 20" bem (W)

Sia fu(z) := ﬁ";;:_:n: i tre punti 0, 1 e +00 sono di accumulazione per il suo dominio, dunque i limiti
richiesti hanno senso per ogni e. Discuteremo subito il caso generale o € R, lasciando & = 1 come caso
particolare,

o In 0" il numeratore tende sempre a —oo, mentre il denominatore tende a 2 + 1: dunque se 2 +1 < 0
(cioé se @ < —e) il limite vale 400, e se 2 + 1 > 0 (ciok se a > —e, ad esempio se a = 1) il limite
vale —oo; nel caso particolare in cui £ + 1 = 0 (cioé & = —e) il denominatore diventa —e® + cos(wz) =
—1l—z+op(z)+1- %(n’:z)2 + op(2*) ~p —z e dunque tende a 0~, percio il limite vale +oc. e Passiamo
a 1. Il numeratore & sempre infinitesimo, mentre il denominatore lo & solo nel caso @ = 1: pertanto se
a # 1 il limite vale 0. Invece nel caso @ = 1 converra fare il cambio di variabile t = = — 1, ottenendo

: Ltlog(1+6)—(148) _ 1 14 (t=4 e og (P =1t o U U -4
lime—3p ok (Y = lim—so T o= (= (ot = limi—o —oy— = lime—so —— =0.

e Infine vediamo in +oc. Il numeratore se o > 0 tende a —oo con andamento di potenza, mentre se a0 < 0
tende a +oo con andamento logaritmico; d'altra parte se a 2 0 il denominatore tende a £o0o con andamento
esponenziale, mentre se @ = 0 non ha limite (& solo limitato tra —1 e 1). Pertanto se a # 0 il limite
lim;— ;o fo(z) vale 0 (pil precisamente vale se 0F se & 2 0, dunque se & = 1 vale 07 ) e non esiste se a = 0
(tuttavia in quest’ultimo caso, essendo il numeratore infinito e il denominatore limitato, si pud affermare che
la funzione diverge a 00).

Ricapitolando, nel caso a = 1 si ha lim, 444+ fi(z) = —oo, lime— fi(z) =0 e lime— oo fi(z) =07 .

&

o X
L. A el — P08 1)

~e0, o +oo z[\f»l_f:’* -1 )“01*“'“3"

aw_ )2

Sia z) = -l-cosda—2(e
b Ja(z) 2(y/ 1424 —1)—asind r

PRI T T 1 s s . e g 1—cos 2z —2(e* ~1)%
limiti richiesti hanno senso, Iniziamo dal caso o = 1, in cui si ottiene f;(z) = Wm’—:—‘;—ﬁ— oIn —¢
2 142% —-1)—sind =

il numeratore N(x) & limitato e il denominatore D(z) ¢ infinito, dunque il limite vale 0. e In 400 si ha
N(r) ~poe —26* ¢ D(2) ~4o 222, dunque il limite vale —oc. e In 07 sia N(x) che D(x) sono infinitesimi:
essendo N(z) = 1—(1—1(22)*+00(2*))=2(1+x+ sz’ +00(2?)—1)* = 1-1422%+00(2) - 2(2* +2” +0o(2%)) =
—2z + op(2?) ~o —22 @ D(x) = 2(1 + 22 + oo(z?) — 1) — (2® + ou(z?)) = —z* + o0(z?) ~a —2?, il limite
vale 2.

Passiamo ora a discutere o € R. o In —o0, se a > 0 vale il discorso precedente, e il limite vale 0; se invece
a < 0si ha N(z) ~_o —2e"" & D(x) ~, 0o 22%, dunque il limite vale —oc. e In 400, se a > 0 vale il
discorso precedente, e il limite vale —oo; se invece a < 0 si ha che N(z) & limitato e D(z) ~4 o 22%, dunque
il limite vale 0. o In 0% sia N(z) che D(x) sono ancora infinitesimi e si pud procedere come prima, ma
escludiamo il caso gia visto o = 1 (in cui il limite vale 2) e trattiamo a parte il caso @ = 0 in cui, essendo
folz) = ﬁi—n ~g ij% = 747, il limite vale 400, Nel seguito supporremo percid che o € {0, 1}. Si
ha N(z) = 1 — (1 — £(22)% + o0(z?)) — 2(1 + ez + }(az)? +0o(z?) — 1)® = 1 — 1 + 22% + 0o(2*) — 2(a’z? +
a?z? +op(z?)) = 2(1 —a?)z? — 202" +04(z%), dunque se o # —1 vale N(z) ~y 2(1 —a?)z* mentre se a = —1
vale N(x) ~o 227 d’altra parte D(x) = 2(1 + 1a* + 0o(z') = 1) — a(z® + 00(z")) = —az® + g (2*) ~ —az®.
Pertanto se o # —1 il limite vale oo (col segno che dipende da quelli di a, di 1 — a? e dal fatto che si tenda
a 07), mentre se @ = —1 il limite vale ﬁ =2

i tre punti 0 e Foo sono di accumulazione per il suo dominio, dunque i
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(29)

L‘w Z_—FQJE; —EM

0+jr+-w }KE_"Z—xd‘

. _ 3-coa(v/EE) = e°F . ; i : : 2 - 3 s A
Sia fa(z) = : i punti 0 e 400 sono di accumulazione per il suo dominio, dunque i limiti

ELE T

richiesti hanno senso. Iniziamo dal caso & = 1, in cui si ottiene fi(z) = ”—“’:ﬁz‘f—“_ﬁi o In 0" sia N(x) che
D(z) sono infinitesimi: essendo N(z) = 2—(1-1(vV22)*+ L (V22)* +04+ (vV22))) — (1 42+ 12% oy (27)) =

—2a% 4 041 (2%) ~pr —32% e D(z) = 2° — 22 = —2x + 04+ (z) ~p+ —2x, il limite vale 0. o In +oc si ha
N(x) ~poe —€" € D(x) ~jae °, dunque il limite vale —oc.

Passiamo ora a discutere o € R (escludendo il caso e« = 1 gia visto). e In 07, se & < 0 si ha che N(x) &
infinitesimo mentre D(z) no: dunque il limite vale 0. Se invece a > 0 sia N(x) che D(x) sono infinitesimi:
procedendo come prima si ottiene N(z) = 2—(1— 'E(\/E)’-{— é(\/2_z)‘+on+((m)5))—(]+(nxj+ Hoz)*+
09+ (7)) = (1 = @)z + 04+ (&) ~g+ (1 — a)z; d’altra parte, se 0 < a < 2 si ha D(x) ~y: —2r", se @ = 2 si ha
D(z) = —a* e se a > 2 si ha D(2) ~4¢ a”. Pertanto se 0 < o < 1 il limite vale 0, se 1 < o < 2 vale +0¢;
se v > 2 vale —oo. e In +00, se & > 0 vale il discorso precedente, e il limite vale Foo (a seconda che a > 2
oppure 0 < o < 2); se invece o < 0 si ha che N(z) & limitato e D(x) infinito, dunque il limite vale 0.

P —em~ V4=6x|

Dﬁ( +o0

P = uﬂt(«ﬁc}

. z+2-et= 14z o i — s . . -
Sia fa(z) = _ﬁmi}m—;)' i punti 07 e 400 sono di accumulazione per il suo dominio, dunque i limiti

richiesti hanno senso. Iniziamo dal caso o = 1, in cui si ottiene f;(z) = %%@. o In 0% sia N(zx) che
D(x) sono infinitesimi: essendo N(z) = z+2—(1+(3z)+ 1 (32)* +oo(z7)) — (1+ L (—4x) — L(—4x)*+oo(z?)) =
—22% + og(a?) ~p — 227 e D(z) = 22® — (z + oo(2))* = 22% — (2? + 0o(z?)) = 27 + 00(2?) ~o 27, il limite
vale —2. o In +00 si ha N(z) ~joo —€* € D(z) ~4oe 227, dunque il limite vale —oc.

Passiamo ora a discutere o € R (escludendo in partenza il caso a = 1 gia trattato).  In 0" il numeratore N(z)
€ ancora infinitesimo, e procedendo come prima si trova N(z) ~a 3(1 — a)z. D'altra parte il denominatore
D(x) & infinitesimo quando a > 0, ed & ~p 227 (se 2a < 2, ovvero se 0 < a < 1) oppure ~p —z° (se 2a > 2,
ovvero se a > 1); invece se a < 0 ¢ finito o infinitesimo, Dunque se o < 0 il limite vale 0; se 0 < o < 1l
limite vale come quello di 3(2‘;;’* =3(1-a)z' *, dunquevale 0 se 0 < o < %, vale  sea = 1, e vale +oc
se % < @ < 1; infine, se @ > 1 il limite vale —(—o00) = +0oc. e In +00, se a > 0 vale il discorso precedente, e
il limite vale —oo; se invece a < 0 si ha N(z) ~joo T € D(x) ~4 o —log” z, dunque il limite vale —oc.
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