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(11) {,(x): L,,J(ge"H)—lKl

(Figura 1) La funzione f(x) = log(2e® + 1) — |z| & definita purché 2¢* + 1 > 0, il che & sempre vero: dunque il
dominio & tutto R. e Si ha f(x) > 0 quando log(2e” + 1) > |z|, ovvero (esponenziando ambo i membri) quando
2" +1 > e, Sex > 0cid da 2¢* +1 > €, ovvero € + 1 > 0, sempre vera come > 0 e mai come = 0
(dunque per = > 0 la funzione & strettamente positiva, e priva di zeri); mentre se r < 0 cido da 2e" +1 > ™7, che
moltiplicando per e equivale a 2¢** + &* > 1, ciod 26" +e* —1 > 0, che posto ¢ = e* da 2* +t—1 > 0, con
soluzioni t = ¢* < —1 (impossibile) oppure t = ¢* > §, che da = > log§ = —log2 ~ —0,7 (dunque per z < 0
la funzione si annulla in & = —log2, ed & strettamente positiva dopo). e I limiti interessanti sono in Foo. In
—o0 il limite & determinato, e vale —oo; invece il limite in +oc & in forma indeterminata 400 — 50, ma possiamo
scrivere lima—, 400 f(2) = limg—s 400 (log(2e™ + 1) — ) = limz 40 (log(2e™ + 1) — loge”) = limz— 4 log 25
limz— 400 log(2+e7) = log 2. Dunque a +oc ¢'& I"asintoto orizzontale y = log 2; notiamo che per x > 0 T'equazione
f(z) = log2 non & mai verificata (esponenziando ambo i membri equivarrebbe a (2 + 1)e™™ = 2, ovvero
e~ * = 0, impossibile), dunque poiché f(0) = log3 > log2 la funzione tende all’asintoto orizzontale decrescendo
2e®
da sopra. Per —oo notiamo che vale limg s ‘ﬂrﬂ = hmz oo lﬁ‘f“—;‘ﬂtﬁ = limery—ss :(3(_1._“’ =1,
che limyy — o (f(z) = 1) = lims— - log(2e” + 1) = 0, dunque y = z & asintoto obliquo a —oc; nol;mmo dm per
x < 0 Vequazione f(z) = z non & mai verificata (esponenziando ambo i membri equivarrebbe a (26 + 1)e* = €*,
ovvero 2¢2” = 0, impossibile), dunque la funzione tende anche all’asintoto obliquo restandovi sopra. Derivando,
per = # 0 si ottiene f'(z) = ;22 — signz. Per z < Osi hnf'(z):af,‘—:l+l > 0, dunque f & strettamente
crescente, mentre per = > 0 si ha f'(z) = %T -1= —ﬁr < 0, dunque f & strettamente decrescente. Ne
ricaviamo anche che in £ = 0 ¢’& necessariamente un punto di massimo assoluto per la funzione, con f(0) = V3;
e si tratta di un punto angoloso, in quanto f.(0) = lim,_,o- f'(z) = g e f3(0) = hm_ o+ f'(z) = ’ . Infine,
derivando ancora si ottiene f"(::] 2m > 0, dunque f & strettamente convessa sia per r < 0 che per x>0

. i f
F—1-—
==
o ;’
— H/
; —t— . ; \ \/
! t
\
| _.J_‘i\l -\‘ 1
(Ee.u) \\ ]
(e 12}

g
(’12) 4'(’“]: | %{-1

(Figura 1) La funzione f(x) = I=l & definita per £ # F1, e nel dominio & derivabile infinite volte tranne che in
x = 0 dove, a causa del modulo, & su]o continua ed & probabile un punto angoloso, Vale f(z) = 0 quando * = 2,
ovvero r = log2. Il numeratore & positivo per z > log2, il denominatore per £ < —1 oppure x > 1, dunque vale
f(z) > 0 per —1 < z < log2 oppure per z > 1. I limiti interessanti sono in Foo e in F1: quelli determinati
sono lime— —oo f(z) =07, lim, , 45 f(z) = lim, ;5 f(z) = Foc, mentre limy—, 4o f(z) & in forma determinata
ma si vede subito (con de I'Hépital, o raccogliendo e® sopra e x sotto) che vale +oo: dungue y = 0 & asintoto
orizzontale a —oo, T = F1 sono asintoti verticali bilateri, ed essendo lims ;4o ﬂ:—} non c’é asintoto obliquo a
+00 (in effetti la crescenza & a tutti gli effetti di tipo esponenziale). Derivando si ottiene f(z) = iﬂﬁﬁ;ﬂ
ove g = signz (dunque & = F1 a seconda che < 0). Per = > 0 si ottiene ['(x) = ’—((:_—-3,)2—2 dunque vale
f'(z) > 0 quando e*(z — 2) + 2 > 0, ovvero £ — 2 > —=2¢ *: un accurato confronto grafico tra la funzione
lineare r — 2 e l'esponenziale —2e™* mostra che esiste ;1 €]1,2[ tale che cid & verificato per r > 71, e cid
prova che f(x) decresce su ]0,1] e su ]I, Ill e cresce in Jri +m[ dunque £ = x; & punto di minimo locale
(con f(z1) ~ 4,9). Invece quando x < 0 si ha f'(z) = —-;_Fli),. dunque vale f'(x) > 0 quando re” +2 < 0,
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ovvero z £ —2e *, ma per x < 0 cid non si verifica mai: dunque f(z) decresce in | —oc,—1[ e in | — 1,0[.
Notiamo anche che f7(0) = lim,_o- f'(z) = =2 e f1(0) = lim,_ g+ f'(z) = 0, dunque come previsto z = 0 &
— €@ -Alto)z+3+20)-4

effettivamente un punto angoloso. Derivando ulteriormente si ha f"(r) . Perz>0si

ottiene f”(x) = %M:
grafico tra la funzione quadratiea =* — 4z 4 5 (il grafico & una parabola) e I'esponenziale 4¢™* mostra che per
x > 0 cid & sempre vero; d’altra parte il denominatore & > 0 per x > 1, dunque vale f & concava per 0 <z < 1
e convessa per = > 1. Invece per < 0 si ha f"(z) = —'ﬂ::_*;:)_‘
e sempre un confronto grafico mostra che per x < 0 cib & sempre falso; d'altra parte il denominatore & > 0 per
x > —1, dunque f & concava per r < —1 e convessa per —1 < x < 0.

(lz|=1)
il numeratore & > 0 quando 2 — 4z 452> 4e™7", e un altro accurato confronto

; il numeratore & > 0 quando =% 4+ 1 > 477,

ﬂ)&): M

;.1t-2'<

(Figura 1) La funzione f(r) = 3‘% & definita per = # —2, 0, e nel dominio & derivabile infinite volte. Vale
f(x) = 0 quando log |z| = 0, ovvero = = F1. Il numeratore & positivo per |z| > 1 (ovvero z < —1 oppure z > 1),
il denominatore per z < —2 oppure r > 0, dunque vale f(z) > O perz < =2, —=1 <z < Doz > 1. [ limiti
interessanti sono in Foo, —2% e in 0%: i limiti im,_, o7 f(z) e lim,_5 f(x) sono determinati e valgono +oo,
mentre limg—, o f(z) & in forma indeterminata ma si vede subito (con de I'Hépital, o raccogliendo z* sotto) che
vale 0%: dunque y = 0 & aaint,oto?arizzoma.le a Foo, mentre r = —2 e r = 0 sono asintoti verticali bilateri.
3= +a:=);i§:}+:““ L [ ¢+2'(:g-‘;‘;'=}i)|;l|=l: si ha dunque f'(z) = 0 se e solo se
log |z| = T’::-QTJ’ e un confronto grafico tra log || (il logaritmo simmetrizzato) e T‘:;‘f—“ (un'omografica con asintoti
r=—-ley= % e che si annulla per r = —2) mostra senza dubbio che cib accade in un unico punto x = a con
1< a <2 (vale in realta o ~ 1,95). Similmente, se z 2 —1 si ha poi f'(x) > 0 quando log |z| S 53237, e sempre
per confronto grafico cid accade per = < a: in altre parole f & strettamente crescente per r < —2, —2<z <0e
0 < z < a e strettamente decrescente per r > a, pertanto ammette un massimo locale in = & (che in realta &
piuttosto basso, vale f(a) ~ 0,08).

Derivando si ottiene f'(z) =

———— 1 :
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(Figura 1) Poiché e* + 1 > 0, la funzione f(x) = AE;E & definita per x # 0, e nel dominio & derivabile infinite
volte. La funzione non si annulla mai, e vale f(x) > 0 per = > 0. I limiti interessanti sono in Foo e in 0F: quelli
determinati sono limz— —ac f(z) = 07 e lim,_,g7 f(x) = Fo0, mentre limz— + f(z) & in forma determinata ma si
vede facilmente (con de 'Hopital, o raccogliendo e sopra e z sotto) che vale +o0c: dunque = = 0 & asintoto verticali

bilateri, y = 0 & asintoto orizzontale a —oo, ed essendo limg— 4o % = —,—"“z‘Li = +oo (stessa dimostrazione di
7&,—’ z—/EFF1
prima) non ¢’ asintoto obliquo a +co. Derivando si ottiene f'(zx) = ¥4 = z;i;j‘:‘:—:l}) = ;’;}5—’:’%,

dunque vale ['(x) > 0 dove (z—2)e” > 2, ovvero (dividendo per €* > 0) dove z—2 > 2", e un confronto grafico
tra y = x — 2 (retta) e y = 2e”* (esponenziale simmetrizzato e raddoppiato di valore) mostra chiaramente che
cio accade quando x > a per un certo 2 < a < 3 (vale in realta a ~ 2,2): dunquef & strettamente decrescente su
] = o0,0[ e su |0, af e strettamente crescente su |a, +o0c[, dunque z = a & punto di minimo locale (con f(a) ~ 1,4).

¥ _ A . T
Snlages %m0 fh1s %\/—e*;l J_;z el :ﬁégsﬁzwz(fipe,m)
i WA A retel)) oy ) s E(AFE £ ol
=Ll nedio) 5o 00 ) +664) \?(fz 4l J
. 4% -t a2 VE 40 @ (f
s 400 {[}‘%—z 4+e‘*=°‘,:(1+ze+?..(“) [ L TEtetel
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- e'_,“"f‘%gx—{"'a’w(q.c ) "
_ B A A e B 5]
ar % () J¢+c"iu+%a‘+9ﬂ,(e‘})'<+2 < - (%
 Sali T g
s

.Hr(.): 2 e X~ R

(¢) [f(z) =2cosz— sin? x| La funzione ha dominio R, periodo 27 ed & pari: conviene dunque studiarla in
|-, 7]. Essa & ovunque C*, vale f(—=) = f(x) = —2 e f(0) = 0; poiché |f(z)| < 2|cosz| + |sin’z| < 3,
la funzione & limitata. Da f(z) = cos®z + 2cosz — 1 = 0 si ottiene cosz = —v/2 — 1 (impossibile)
oppure cosx = /2 — 1: posto a = arccos(v/2 — 1), poiché 0 < V2 -1 < %siha.che-’sr- <a< 3§,
e vale f(x) = 0 per £ = +o. Quanto al segno, la disequazione f(z) = cos®z + 2cosz— 1 > 0 &
soddisfatta per cost < —v/2 — 1 (impossibile) oppure cosz > 2 — 1, vero per —a < < a. La
derivata risulta f'(r) = —2sinz — 2sinzcosz = —2sina(l + cosx);: vale f'(x) =0 perr =twex =0,
e f'(z) > 0 quando sinz < 0, ovvero per —m < = < 0: se ne deduce che f cresce strettamente per
—7m < z < 0 e decresce strettamente per 0 < r < 7, dunque z = +7 e r = () sono rispettivamente
punti di minimo e massimo relativi (in realta assoluti) a quota —2 e 2, La derivata seconda & f"(r) =
—2(cos z(1 + cosz) + sinx(—sinz)) = —2(2cosz — 1)(cosz + 1): vale f'(r) =0 perr=tmrez=+F, e
f"(z) > 0 quando cosx < §, ovvero per - <z < —§ e § <z < m dunque f & strettamente convessa
all'esterno di +3 e strettamente concava all'interno, cosi che 2 = 4§ sono flessi con quota f(+£5) = } e

pendenza ['(x3) = =|=i"g‘
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firls byl -3

(e) [f(z) = log|e® — 3z|] Il dominio & dato dagli = € R tali che €™ # 3z. Ma il grafico di €” e quello di 3z
si intersecano o no? Imponendo alla retta tangente y —e® = €°(x —c) di passare per 'ongine si trovac = 1
e la retta y = ex: essendo 3 > e e 'esponenziale strettamente convesso, esisteranno esattamente due punti
aef(conD<a<l<f<2essendo (e7),_, = ® > 6 = (3x),_,) per cui ¥ # 3z. 11 dominio & dunque
R\{a,B8},edin la funzione & di classe C*°. 1 limiti notevoli sono lims, yo f(z) = +oc e limea f(z) =
limz—z f(z) = —oco. Vale f(0) = 0, mentre f(z) = 0 se e solo se |¢” —3z| = 1, cio2 ™ = 3z — 1 (impossibile)
oe* =3z+1 (che accade perc =1l ez =y con 8 <y < 2, essendo (e*),_, =e* > 7= (3z+1),_,);
quanto a f(x) > 0, esso vale quando |¢” — 3z| > 1, ovvero €” < 3z — 1 (impossibile) o €™ > 3z + 1 (che
accade per r < 0 e z > +). La funzione non ha asintoto obliquo a —oo (si noti che f{z) ~_ log|z|) mentre
ha y = r come asintoto obliquo a 400 (infatti limz— 4~ ﬂ’ﬂ =lims—4oa me:;hl = liMy—s 400 E!;EHSE =1
e lima—s oo (fx) — 2) = limg—s oo (log(e® — 3x) — loge®) = limz— 4o log“—x;!a—z =0), eda f(x) = « si ha
|e*—3z| = &, ovvero e*—3z = —e” (impossibile) 0 " —3z = &” (dacuiz = 0). Laderivataé f'(z) = ;:__3:;
siha f'(z) =0perz=log3~1,1e f'(z) > 0 (cioe f strettamente crescente) per a < r < log3 ez > &
dunque = = log3 & un punto di massimo locale, con f(log3) = log(3(log3 — 1)) ~ |ogzl; =—log3~-1,1.
Infine si ricava f"(z) = —ﬁg((:— 2)e” +3). 1l confronto grafico tra le funzioni e” e ——%; risulta
troppo delicato tra 0 e 2 (le due funzioni sono estremamente vicine; in particolare, in © = 0 la seconda
sta sopra la prima ma ha pendenza inferiore...), dunque conviene procedere come segue: considerando la
funzione derivabile ¢(r) = (x —2)e® 4+ 3 si ha ¢'(x) = (x — 1)e”, dunque ¢(x) ha minimo assoluto in = =1,
in cui vale (1) = 3—e ~ 0,3 > 0: dunque (x) & sempre positiva, e ne deduciamo che f”(z) < 0 (ovvero,
f & concava) in ogni z del suo dominio.
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(8) [f(z) = (2® + 2x) log |z|] La funzione non & periodica, non ha parita, ed ha come dominio R\ {0}; vale
poi, limg— 400 f(2) = +00 e (usando il noto lim,_,q4 tlog |t| = 0F) lim,_g+ f(x) = 0F. Si ha f(z) = 0 se
e solo se (nel dominio) z? + 2z = 0 oppure log |z| = 0, ovvero se e solo se (nel dominio) z = =2, —1,1.
Vediamo ora il segno. Si ha 2% + 2z > 0 se e solo se # < —2 oppure £ > 0, mentre log|z| > 0 se
e solo se |z] > 1, cioé se e solo se z < —1 oppure x > 1: da cid deduciamo che sara f(z) > 0 se e
solo se & < =2, —1 < = < 0 oppure > 1. La funzione & di classe C™ nel suo dominio, ed & priva
di asintoti lineari. La derivata risulta f'(z) = (22 + 2)log|z| + ‘—21'2 =2z +1)log|z| +x+2. Siha
allora f'(z) = 0 se e solo se 2(z + 1)log|z| + = + 2 = 0; se = = —1 cid & falso, e se = # —1, dividendo
per =+ 1, cid vale se e solo se log|z| = —3["%:1-7. La funzione al primo membro & la nota log|z| (il cui
grafico si ottiene “riflettendo quello di log z rispetto all’asse y”), mentre la funzione al secondo membro
e la funzione affine con asintoto orizzontale y = —%, asintoto verticale z = —1 e che vale —1 per z = 0;
un semplice confronto grafico tra le due funzioni mostra chiaramente 'esistenza di tre punti a,b,c con
—2<a<-1<b<0<c<1incuiiloro grafici si intersecano. Per il segno di f'(z), notiamo che
f'(—1) =1 > 0; se invece = # —1, nel dividere per x + 1 bisogna fare attenzione al segno di quest’ultimo,
e dunque se x 2 —1 si ha f'(z) = 2(x + 1)log|z| + = + 2 > 0 se e solo se log|z| Z —1(%;‘"—). Usando
ancora il suddetto confronto grafico, ricaviamo dunque che f'(z) > 0 se e solo se a < = < b oppure
x > ¢: ne deduciamo che £ = a e £ = ¢ sono punti di minimo relativo, mentre x = b & un punto di
massimo relativo. I altresi interessante notare che lim,_, g+ f'(x) = —oo: la funzione “si verticalizza”
mentre tende a zero per z — 0. Se si vuole (ma non era richiesto) si pud derivare ulteriormente, ottenendo
["(x) = 2log |o] + 22 + 1 = 2log o] + 222, che si pud studiare coi metodi gia usati per f'.
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