ANALISI MATEMATICA |
Universita di Padova

Lauree in Fisica e Astronomia - A.A. 2014/15
Lezione di lunedi 15/12/2014



fnzonl DESL ESECT
Si NUNEL o NRESH
t’fluPcSﬁ U StoltfA EZonE

(A1)  Semvet o wr»j\ T, -angl,&n',b; {“.“ Dﬁg,bfmc,q 2 In acah—o\

Fiu/hg,,mh»tuo&/%kah“l"& : B .
(A0 J(#L) o mer (2208 %3=[4+L}e ; Eas g«uz: g
I

2‘_:. /T.'tll,' b

> 1-2¢

(r—no 4iske) s.0p"

2, = (e )(ei) (a3l ) (,m .
2:1

2 A=V ) (ki) = Ay P22 [fave afpbee) S .
(z-a V(ivs) 2 o £4-5i = M1-30 (f0h.) = \ﬁ?(,ﬂ (_Jﬁ;))

e 3
i
: 130 7 en D= € s =

21; (/Lﬂ (/H-l) (“‘) ‘{L v (£ i%“qu
| ™ o e g LT iy
\ AL (X
- 5-4' f(,{—i).%ﬁ:/{~2[—-[.*2:ﬁ'{~3L ({'aﬁ'):ﬂ;(_\?—rn.kl(lﬁ;))
P /H'2 . A . & _3’ -__[_t_‘
. ee' o b= _arcen(-fz)s ared (%) |
. o GeSi-i 2 T4 ,_%-,,%g (4.5.1(].)
ES_; A+r—r__ = A s —-————“-——‘5 g
g . . 4
JE(; g~);@e - a-ams»ﬁ;
g 'u:s- & 5 |
e “'*d‘ze‘”" ze"’we " che (fame )
2 paintriyto 0 2L (o B (i) s~ 20 )
By ¢ (ﬂ-q) - ( A ) -i) ( Z

A-( _

L

- 2(_-—1') : 2CHVLL{:¢N—«-€)~P.)

Lez 141215lun WEB Pagina |



(B, +40 )
(2) Wﬂuc P’hmoL""b [ ar?bh‘\,'_,lqt& !hhl’\.c-}él(q_ B E :: W :

L1723 ARTH s& (-3
(_ﬁ/ +f/zi)g (eyé ) ezs ¢ . (BE_(-T))
z = __.,?:____— & —____J-?—?_'-_TL z _——_:?'—i‘:_ 5 _d:. e
(A= JF (ﬁa"z‘) 82 e 7wt 8z
2 —/l()j e'ﬁ:‘ﬁ‘t! MEL L\ ﬂe_o[,\m‘_ Fh"‘fuuqm .c_e./hl},.,g._-z_»k'
guz ‘ _
DVJV‘ [g—l: AF / £ - ﬂ."ﬁmb—t—wt )—:‘- A LIM»A % C/&
slz
N oo . u'm..:;'g
N L AN e S »{;.i \
3-2%?%7: g ottier Llorpaneh apinbt -3, ¢

TNJM }:nnnﬁakwg\ C}-vw-n .

(®) Trome f Wlao 2axtiye@ & 2% |2-3[ 23 o [ee2cE#L.
OJ’Krlﬁ: C,,LL 21’— li’.sl'f"?) ?O/ :} d?"“ iﬁ“‘: C\‘JVLA-;’L(_ A‘—/‘ .O[“M"{o
Fo X E ([ "Wrréh-l'_" /Q? mic ﬂ/ff'-‘*lh:‘\- OL'"&“+A /?- E,[-—R-?..."-“‘Q V‘f_aﬁ&

2
X

XQ-|>C—’S(“—3/ PRVIVZE XZ: [g-3l+3
P

oy viiv-620 = y:-3 2 Acmrv
\){(3: x‘l:é—-ﬁ){—l =3 ¥ +X o X ,

Ftrrémn’ LLhE"\?-f""‘*‘ fore 22-3 e T2,

w23 k=3 = x4 Mol AccETTARIL

-3
(o nom s 5 acergera che 2R palo 2oxig = e A
2% {g_gl =3 (,H_,'l&)t_ {)(_;'gﬁg ’ Ay ; x2~jq+2i1j - [(x~3)—fg{;3
xi-qu-Zix-aL - m =3 j (Kt‘jl-li(x*i)z’r‘jm +2ixg=3 &=

g a2y w3 s =) D npefpaad
Kt—‘jl = (x—3)l+fj? =3 h Txeo /’(‘3 Y :j J ' 5
Z_P(:j:‘.o ' “ xj“j‘- \3:0 =) )(Q"- [x_3l = 3; 3 Fa" QM}:‘h 2

Lez 141215lun WEB Pagina 2



. l(x+2)«—i-}\:(xi~al+4) ~2ixy ) \f@“~2)°‘+j" :(xijtﬂ)_g;za
& Lé‘*lllﬂ?t: x-g ™l
0 = —2»{3

l91< ., [ lal«t 7
/ X=0 =) (;I'jl e fl—nl =) {Uﬁ_}jw__:‘ -5 =7 5/ ;j__ + :i%_ﬁ new Acc u;ﬂLg\

x7-1 = BR S E_J’E atalt sl
N 9°° =) [xezl= Xt 7 Exw.z;czu : {,Kz*"i‘”’ Sl
{,“—i & M etz s hn he s ekt
-7z

bw(,,«.)h o’ Bee | mosal wwls 2 ’L%P

(4)  Creomd L applone L o<t ajet, @,{‘T&A Lond Jr»uf,}qj_,&zm
Re(isin)) D (at) , R ((3-0)7) ) Tn(3ie 440
/ -4

Pe(5(ni-4))s Re(-37+) =3 |
T [l (A ) L Dm(R)s D ()= -1
Tim 1—{:13) L (@*)(_’%_J)_Lw\( ) .

&«ﬁaf}ﬂ%&?%ﬂ=&(2€'?:

qe0

o7 ¢ Som ik,
= Re (24 (m(’_f)ﬂsw 3 )) 99
- Ae? it e LA )e - X
:2“"%(._5:‘:’_“): 2 m(%) =2 (Z) 2
” : ['\;-u- H?"":
I (31 € +1-2) = T (30 (o (4) +isn (1) #1720)
. - 3Nl -92
< Dm(eymnt) £ £ (3008020) 2 3
9 At
S S\ . ) e Bl o, B
(5) (ufofow 7% 2 de murt=s 25T Qa% 9.2
2 2efi-c Bl Lo i
' o - Fa = r—-—""‘ = ———-—I—T -~
0 §~|n T3 1 'L(j\f;""’) 4_{-J-3" Z_e 3 ” .‘({‘-‘-‘\
A e g e S z <7,
e 2% € 2=’£_£—m! zf= € L, ¢
' (e
4 ) 1-1+2 = i = i £
t Bl BF /E.{j-zll ri)-y (ﬁi—- 4 2" TR e,
2. A iw. _A Z,ﬁ_i_e”" 4 2®:92 e :2¢ "
I R -

Lez 141215lun WEB Pagina 3



(é) Lofvee L “’Y";R Lr,q,u‘-u.; R S ;
Z?ﬂ,zai-f-? =6 . (r‘ifﬁ) 1 WS (4{-2,;)::, / LI +3iz+q:@f.
€xF2’- g0

fei) (o) ;o

a"”J\—ZE?i-é:Q/;
. K P

. B e = . .@f—l.i:c'qb?f--—lko
[T . At 2R y

2% & ¥ /‘r o -
F(a] 2'-52 Prdoei Ao+ =0 S=

o{Lc.Lw\,rn'\lu. ka—:r\ IQL%) 1..‘ _F,M‘\A %) at-c.r[a-L S ]Q_ e &= (C
a Ao 2=-1
o Zl-ff(/li—‘li)al »r(_zf(a-ﬁ)L) sajp-4

VEL une hadsa {t 2= /1‘{"1,/

2 -2-1f3=0 e s

22 12442 244 /-0 EITAE
l . +
ot s . - ,3;iu—3+4(4—i}(4+2r') . glim
(A"L)Z’ "3'-%—.(“{‘2.!):& 2 < ] Z(,tr-t)
x9°23 f’ %

L & -—.;.4[.14/;'. K+;3 A b e dde da {2:&3"4 2 4/1
P 2 B L P SN N “”‘1“‘“

4“'3&1.__!1:0 ‘
. . Sitlar |, X(H20) (e J(aes) | Avlez-2 oA+l
s %i(ﬁ‘_l o T, A fed s - Al
2(4-1) \’s‘:—l-c‘ ey
2.(4-0) 2(4 <) ’L
! _h E(-9-1C ~3i &5 L6 s
. 2'2'1‘312;“‘410 2: ____2____,._ - . \ L“ . )
A A
\ . y () 2 ge -
. (%f:)?':(ﬁ+;)} y giC\ W= P /' [ Lﬁkﬁ-‘ (J‘l{—l) (‘ie ) ) I B(r
3 ¥ -E&i%‘ =) U‘—i?_\r?.ﬂtﬁ*'baf;—‘f:(ﬂh}z

' £ 1§
O{_I/L s v \ s Yl A} B 2+L

Prefante 2+t = £ 2(4+) T T R Gl

= i'z.(’vf‘l)
2¢%
STY [ A  CR
5 2% Yot

. 254G o
R F iJ_z.(%'f’J—Zu :+J%‘(4+J§v,')

£fo.e'
:) Z2: P - op" /e& b H&LM‘

_i 0 : :
Nglroe 4 JL‘J_;Z.:(‘\—'SL) (2,».., o e ﬂb""'-éhuj/’-(; )
/ebr-v\-f-?-\‘-*—( ‘Lr;-Oﬁ et

[c /‘-““"’-’Lﬁﬂtirf° 24 iz+bz0 = 2 -—L:tf—a—(-fih/})u
(@-1)6 =) 2z *{f1 3174-+l[‘ﬁ, JZ(,H,,)

=) Z
\('llfl 1‘(J}+I)(‘) (Sﬂ ;t‘J}-:—‘I ﬁ(»‘l ¢
c.-['vL on pra Io"""— a o)u—'. oka G:m-tg,f:tc (/E afwr.'?—""t Row < i’t.a/e‘-)

Lez 141215lun WEB Pagina 4



2 =) I S
=1 224 & = =
2_‘-‘-?;_-?_. 8:.0 /2 §

(& nke ghde A 4 ok -7)
23,—_—3 =) Z:.-zf Zrdtflﬁ

o d Y s 2 L Ve il Leg)s
. 22 -2 +£/{4 o i =g« 2-—:&53: X' - k-ig * Y, =0 (x5 x)f-‘l(q g)=o

~ 2 263 ¢
T = ;/{ i 3 i -
Kz*:j s tj'- /4" so =) 45’?'11(6’51‘-{ =0 =) x= ?iﬁl: 7_-._‘?-~ )
4/&-3] =0 LSl ST T3

4
E:LD

. 2itit=e  2[(EF)=0 il o g B s (hwndec cidde & 1)

r 2= 2 (i) 2:42 (4-1)
& & Ty = (EA'F'T)(EZ"E.);O /2";-7'1 =) = jp ., =
. E -1t +%"’1 -0 \22:,’: =5 E-‘-t-%-‘(f‘flj
Pz.ﬁnf. ,& }—/‘L‘U"vw‘ bz B2 +ﬁ

P2 (a4 (doppie) o &:i%(mﬁ) (s )
e at-se e Aottt rhzo Piklwntel & e < b &l

ok W T A <t gfav_r-tw‘ € l:(z—) S ol }Jﬂ' (%-w)(l-—bj}
- et (Qew) 2 £w|"s L FE. .

b'.uo(_hflé'.
TS _
T i
2tz 220 etz +2 i
—_— ] [ 3241
7 _.3314_33.1_ Aot 4 ¢ i)(i')-;_ (f: Zi'{-?_.)( )"
I T Lo fo olhw e i A=
i s
7 let —h4T «h b)=> R ot pormen Ao
~22" ¢ QT -G cz- =
el .2:1‘??:{_1:0; a{_a(,u.\ -E—‘t{f 2.
AR

: = A1 e WEA-C,

T s ks B@»’L‘MG’*%CE‘J-& P af.{?.,w .
Li&‘a(u—h‘km:l-; i %},«T«ﬂ im‘&mla;&\' s-C < i’(ﬂ"@"l) (e-?,)(e-u)(%—w)/
men Tk ﬁIwUlﬂ s R p(e): (a~i)(-§-z)(al_?_%+z)ﬁ

. [’(t}‘: 2'}4— (A+'2{)'EL4-(—2 -l—[l— lﬁ)l)% F-Z—JJ’-} tQ K ;«eue_v‘n %;—-1,
dugrt p(2) jat Aﬂ'w'}\‘u"— Irf'( 2-(-1)= erd. i Ltﬁ\'i«»::

. Aics ’2*_(?"&)‘: =243 pov e F@):(en)(a%ﬂ%—z—(ﬁ)_

— Z+!lf3_ &n\k j.& A e J,;e—'z_l'r‘-\-«' PN

= YA l 7 F(%):o N gbtoug,w el @T,\{H

3 — _ _a(4aei3

atelip ~2afizo, elcde &L*Ltm - —11“{ el
L o e i 2 (3t

Lo nde Tuiwxzot qeifi- et s tlze €, BB dupe
B . iR E (50

23 -1 & E{ 140) = ,i,%(.}_ﬁ»—f):_

-1
1 L

=)

g3 ;
b ot

-(

we)

.
——

=Y

Lez 141215lun WEB Pagina 5



(q) hprtrm'hm [/ ‘Q{me‘; aredi [3('2) oM aYeLdLa E‘..} k.-::c/i \rmu«. |
cle allie 2=2-2 el [P T pgh.]ﬂ.;q/ zo ~{dl e VvadHet OLHA:Q
L Tole b p(t)e
(2:2)"; indine 52 e -lkl gk S Sers oo
‘ haawLFMW—f;LwMM)fMF(EJ

z—"fCZ[lew)% 4—[wl|Z =

Dot (P PG )
glzv(_ Bt c"-l\ﬂﬂut. |gw ({’;‘-w)(%mw) <
= pEELEFL smty omche Aol S waolnfo (t,«m&fwf {_M..IL

i [T et v dppt) N

e 8% b z)= - (22 )(2 +ZE+?,\ 9(x

B [wre o }OHWL |

l,:,,»lw:/f.u& hﬂww 01(?: > kﬂ/ o n = A A ﬂé(\"—AaL\ [[?)

e L [:'wx 13—0:/& );;/‘n-l/(a\- SOHQ. ﬁ(t ¢ “fa. pVVL—= \

\’(?‘J’ k-(z<2) (2« 22+ 2) _l,hg\..._g,) P a,HaLL.A F[—‘L) 2 ij\ ric-\

ol vl carcd/ e L

k(_ftw_)((—'l Vrz(-1) €)= K- 3, & et i P&v

re)= 3(ee) (2ee)”

(8) (a) Thwew PAP AR 82‘+(4+3{,)g3+; o
3 Sd fe [lae 47" (42)
(b) Dda §: €C & g(x)* 2432 G f | Iu?ib

/mea,wHLA ok & /{é'ﬂhfw“‘“‘ﬁ‘*% B= €

(a) B facile notare che p(z) = 82° + (1 - 8:')23 + i si scompone come p(z) = (82% 4+ 1)(z® + i), e dunque
'equazione p(z) = 0 equivale a z* = —1 oppure z° = —i (in alternativa, posto w := 2% si ha
8w® + (1+8a)w +i=0, da cui w = —HEEY t (1+a-))= T - Seen , OVVero wi = —i oppure
wa = ) s1 tratta dunque di trovare due fa.mlglle di radica cublche Apphca.nda de Mowre, la prima
equazione z® = —i da z1 = i, z0 = J& ezy = 3& mentre la seconda 2% = —1 da zg = 1 431,

Zm=—5€m=

(b) Denotiamo z = Rez e y = Imz. Data la funzione g : C — C con g(z) = z2 + 3z, calcolare la fibra
g~ '(10) equivale a risolvere l’equazione 2% 4+ 3% = 10 che equivale a 2 — y* + 2izy + 3z — iy = 10,
ovvero al sistema dato da z? — y? 4+ 3z = 10 e da y(2z — 3) = 0. Dalla seconda si ricava che y = 0
oppure T = g sey_[]da.lla prima si ha 2% 4 3z — 10 = 0, owero.r_—ﬁ oppure = = 2; se & — g,
dalla prima si ha —y® = 4 , priva di soluzioni reali. Dunque g~ lD) = { 5,2} L’lm.ma.glne dell’asse
immaginario A = iR & g(A) = {z = (it)2 + 3it : t € R} = {z = —t2 — 3it : t € R}: sostituendo il
parametro £ = —%y nell’altra equazione = = —#2 si ottiene nel piano di Gauss il luogo =z = —%y{
una parabola avente 1’asse reale come asse di simmetria. Infine, se B = {z € C : Imz > 0} si ha
g_l(B) ={2€C:Img(z) >0} = {2 =z +iy € C: y(2z — 3) > 0}: si tratta dei due quadranti
traslati fatti dai numericon x> 5 ey > 0, oppurecon z < 5 ey < 0.
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Scritta z = = + iy con £ = Rez e y = Im z, I'equazione 22 — 8% = 32 diventa (J:2 = y2 — 8z —32) +

2iy(z+4) = 0,da cui 2’ —y? —8x—32=0 e y(z+4) = 0; dalla seconda si ottiene y = 0 (da cui dalla
prima si ottiene 2 — 82 — 32 = 0, ovvero le soluzioni reali z; = 4(v/3+ 1) e 20 = 4(—v/3 + 1)) oppure

T = —4 (da cui dalla prima si ottiene 16 — y? = 0, ovvero le soluzioni z3 = —4 + 4i e z4 = —4 — 4i).
L'unica soluzione che ci interessa & dunque z4 = —4 — 4i = /32(cos BT' + ‘isins—:), le cui radici quinte

sono date da wi = V2(cos(§ + k) + isin(§ + k2E)) (con k = 0,1,2,3,4): ad esempio la prima &
wo = V2(cos T +isin ) = 144, e le altre quattro si trovano ruotando wo di intervalli di argomento di
2w
T.

L’equazione 2z% — az? = 2 con a € R & algebrica a coefficienti reali, dunque avra quattro soluzioni che
saranno reali oppure coppie di complesse coniugate; una di esse & ovviamente z = (), dunque occupiamoci
di risolvere 2z° — z — 1 = 0, che avendo grado dispari avra senz’altro un’altra soluzione reale. Se oo = 1
essa diventa 2z° — z —1 = 0: una soluzione evidente & z = 1, e dividendo per (z — 1) si ottiene
222 + 22 + 1 = 0 che ha soluzioni coniugate z = %(71 F1). @ Nel caso generale di « € R, le soluzioni
reali di p(z) = 22® — @z — 1 = 0 saranno gli zeri della funzione polinomiale reale p(z) = 21° — az — 1
di variabile reale x. Si noti che limya p(r) = Foo, e che derivando si ottiene p'(z) = 62 — a: dunque
se a < 0 la funzione p(r) & strettamente crescente e ammette percid un solo zero. Nel caso a > 0
si ha un massimo locale in ¢ = —\/% e un minimo locale in z = \f% , che valgono rispettivamente
plF \/%-) = -1+ %u\/%-. Si noti che il minimo locale & negativo, mentre il massimo locale lo & per
0<ac< %, si annulla per a = —% ed & positivo per a > —3‘%: pertanto se a0 < 1\3—5 si ha un’unica

soluzione reale (come si & gia visto per o = 1), se a = 1\% se ne hanno due (delle quali una doppia,
ovvero il punto di massimo locale —\/%_: —?), esea> —% se ne hanno tre.

c [0 @ olale de f(7): 2T

e S ddae okl el &~ derminie
frt feame e sloront M',e{_au.;t 2%, '[?f(e-), e & A
Waa.-msfll;s’_ ‘ | | | .
o PR Liliiver Das L ok seiome fmiag s b £y

(bl j((’e) E ‘;Ql[’e)

Le tre radici cubiche di —8i = 8(cos 3 + isin ) sono wx = 2(cos(3 + k&) + isin(§ + k3F)) per
k=0,1,2, e dunque S = {wo = 2i, w1 = —v/3 — i, wa = /3 — i}. Lequazione z* = i f(z) diventa
2% —iz? + 4i = 0 che, algebrica di 3o grado, avra tre soluzioni in C: si nota subito che 2 € § & una di
esse. Dividendo con Ruffini i due membri per (z — 2i) si ha 22 +iz— 2 = 0, che da le altre due soluzioni,

ovvero z = ;EF_{@ =5 %(:F\/'? —1i).

La funzione f : C — C data da f(z) = 2% — 4 & suriettiva (preso un qualsiasi w € C, l'equazione
f(2) = w equivale a 2? = w + 4, e ogni numero complesso ha radici quadrate) ma non iniettiva (vale
f(z1) = f(z2) se e solo se zo = Fz1). Considerato poi il semiasse immaginario positivo £ = {it : ¢t > 0},
per definizione si ha f(£) = {f(it) : t > 0} = {(—?-4:t>0)={z€R:z< —4} (la semiretta |-oo, —4]
dell’asse reale) e f ' (f) ={z =z 4+iyeC: f(z) e} ={z=z+iye C: (2 —y* —4) + (2ry)i €
f={z=z+iyeC:2”> -y’ —4 =0, zy > 0} (i punti dell'iperbole x> — y* = 4 che stanno nel 1o e
3o quadrante e non sugli assi).
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Lata

Posto z = x + iy, 'equazione |z|> + 222 4 3iz = 0 diventa (z? 4+ y°) + 2(z? — y* — 2ixzy) + Ji(z + iy) = 0,
ovvero (322 —y? —3y) +i(3z — 4zy) = 0, che equivale al sistema di equazioni reali dato da 32 - y2 -3y=0
e da 3z — 4ry = 0. Dalla seconda si ottiene x = 0 oppure y = %; nel primo caso, dalla prima si ottiene
y = 0 oppure y = —3; nel secondo si ottiene 3z? — % - % =0,dacuiz = ZFJE. Le soluzioni sono
dunque 2y = 0, z0 = —3i, 23 = %(\/E-O- 3i) e 24 = i—{—\/ﬁ + 3i), e ciascuna di esse dista meno di 4
dal numero w = 1: questo si pud vedere subito disegnandole nel piano di Gauss o calcolando le distanze
|25 — w]|.  Le radici cubiche di 27i = 27(cos § + isin §) sono wy = 3(cos(F + kL;] +isin(F + k“‘Tﬁ)), ovvero
wo = 3(cos § +isin ) = §(v3+i), wy = 3(cos 5 +isin 5F) = F(—=v3+1) e wy = 3(cos 3F +isin ) = -3i,
e quest'ultima radice & I'unica che appare tra le soluzioni precedenti.

ele ruminaa /ﬂ.EWMSC([ bl vadies f]\ﬁ_.ha A —4/ tvern p-

},k&.u,w«' C.uﬁ‘rfwu M' 2 )T 53—?;2-{—(3*{)3-2(4%‘);&

SDL\‘J_)\ r/L’v uma i gt Q\ ){,lb&“"“ﬂ“ & 31 pQ- SYL \m—Jl I. ‘I“lﬂ"in"t’ OL/( ‘Nc"&:\“ﬁﬁ:'

Le radici quarte di —4 = 4(cos7 + isin7) sono wg = \/ﬁ(c(% +k3)+isin(3+k5))conk=0,1,2,3,
ovvero S = {wop =1+, w; = —1+1i, wy = —1 —i, wg = 1 —i}. Il testo dice dunque che 1+ i appare tra
le soluzioni di p(z) = z® — 22 + (3 — i)z — 2(1 + i) = 0, ed effettivamente dividendo con Ruffini il polinomio
p(z) per z — (1 +1) si ottiene p(z) = (z — (1 +4))(2? 4+ iz + 2): percid le altre due soluzioni di p(z) = 0 si
ottengono da z” 4+ iz +2 =0, ovvero z = == _1°F Y =5 _ %3‘-, cioé z = ¢ oppure z = —2i.

bale f(e)= ZEZ  dokermmsin dumit iomapes ) filne,
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