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Istruzioni generali. (1) Risolvere i quesiti senza guardare lo svolgimento (che sard fornito lunedi 22/12). (2) Al
termine, autovalutare la propria risoluzione con l’ausilio dello svolgimento indicato.

Istruzioni per 'autovalutazione. Ex. 1: 20 pt. Ex. 2: 15 pt. Ex. 3: 25 pt. Ex. 4: 25 pt. Ex. 5: 15 pt. Totale:
100 pt. Lo studente valuti da sé quanto assegnarsi per una risoluzione parziale dei quesiti.

Consigli. Questa verifica vuole aiutare lo studente a capire il proprio grado di comprensione degli argomenti trattati a
lezione, dunque andrebbe svolta individualmente con impegno, usando lo svolgimento fornito solo per ’autovalutazione
e per rendersi conto delle difficolta incontrate nel lavoro solitario. Inoltre, per provare I'impegno di un esame, la verifica

andrebbe affrontata col minor numero possibile di interruzioni (ad es. in una seduta da 3 ore, o in due sedute da 2 ore).

(1) Dato w = —1+ 1, rispondere ai seguenti quesiti.

(i) Determinare gli z € C tali che Zw € R e |z] = 3.
(ii) Quali sono i numeri immaginari puri che distano almeno 4 da w?
(iii) Disegnare sul piano di Gauss 'insieme {z € C: |w — z| < 2, 2Rez 4+ Imz < 1}.
)
)

. <. - w+3 .
(iv) Qual’e il numero complesso z tale che = =3 +4i ?

. 2
(v) Scrivere in forma algebrica i numeri w; = 3(w+ 1) — 2i, us = —3iw? e uz = ‘:5;‘,,_21,
determinare le loro radici quadrate.
1-3z2
(2) Risolvere le seguenti equazioni nella variabile complessa z: (1) 22 =1—iz; (ii) 2
i+ Z

(3) Si consideri la funzione f:C — C data da f(z) = 2% —i.

(i) La funzione f ¢ iniettiva? Suriettiva?
(ii) Dato w = —5 — 134, calcolare f(w) e la fibra f~!(w) = {z € C: f(z) = w}.
(iii) Si dimostri che la restrizione di f a A = Rs( (semiasse reale positivo) ¢ iniettiva, calcolare
I'immagine B = f(A) e determinare l'inversa f~!: B — A.
(iv) Posto K = {iy : y < 0} (semiasse immaginario inferiore), calcolare 'immagine f(K) =
{f(2): z € K} e antiimmagine f~1(K) = {2 € C: f(z) € K}.

(4) Siano a = —8(iv3+1), f=—3V2(1 —i), v=CH o 5-3_4;

(i) Scrivere a, 3, v e ¢ in forma trigonometrica.
(i

)

) Calcolare le radici quarte di « e le radici cubiche di 7.
(iii) Descrivere le potenze intere di /3 e 9.

)

(iv) Sia exp : C — C la funzione esponenziale exp(z) = e~.

a, 3,7, d; descrivere anche le immagini tramite exp dei sottoinsiemi {R_;, = {it € iR : ¢ < 0},
R_,={teR:t<-3te@Q={2€C:|Rez[<2,1<Imz <7}

Descrivere i valori di exp in



()

(i) Risolvere I'equazione p(z) = 62% — 325 + 142% 4 4423 + 422 + 152 = 0 sapendo che due sue
soluzioni sono —% e 1 —2i. Come si decompone il polinomio p(z) in fattori irriducibili su
R e su C?

(ii) Sia data 'equazione (2 —i)2? + 3(1 + i)z + 2a = 0. Per quali a € C vi & una soluzione

doppia? Si risolva poi ’equazione per o = 1 + 4.

(1)

Soluzioni.

(i) Posto z =z +iy con  =Rez e y=Imzsi hazw = (z —iy)(—1+:) = (—z +y) + i(z + y), e la condizione
Zw € R equivale a Im (Zw) = 2 +vy = 0; d’altra parte, la condizione |z| = /22 + 32 = 3 da 2> +y* = 9. Il sistema
{ ®;7¥ 2% . ha soluzioni £(3v/2, —2/2): pertanto z = £3/2(1 — ).

22 + y2 =9
(ii) La distanza di z = iy (con y € R)daw = —1+i e datada |z —w| =|iy— (-1 +4)| =1 +i(y—1)| =
VI2+(y—1)2 = \/y2 — 2y +2: la condizione & allora \/y2 —2y+2 > 4, ovvero y®> — 2y + 2 > 16, da cui
y? — 2y — 14 > 0, soddisfatta per y < —v/15 + 1 oppure y > v/15 + 1. Il luogo & formato pertanto da tutti i punti
iy dell’asse immaginario con y < —v/15 + 1 oppure y > /15 + 1.

(iii) Nel piano di Gauss, la condizione |w — z| < 2 descrive i numeri z che distano meno di 2 da w = —1+1, ovvero
quelli che stanno dentro la circonferenza di raggio 2 centrata in w; d’altra parte, la condizione 2Rez + Imz < 1
descrive i numeri z che stanno sotto o sulla retta y = —2z 4+ 1 (con * = Rez e y = Im z). L’insieme cercato &
ottenuto intersecando le due zone.

z—1 z+i(y—1

iv) Ponendo z = = + ¢y si ha = 2 — 3445 dacui2+i= + 42)(x + 1(y — = (3x — +
iv) P d iy si ha w3 241 ;=3 +4i,d 2 344 y—1 3r — 4y
4) + i(4x + 3y — 3), che equivale al sistema { dv-av+2=2  con soluzione unica (z,y) = (£,2). Si ha percid

4r+3y—3=1 "
2, 4, _ 2 .
L’equazione puo essere risolta alternativamente anche con conti diretti, senza ricorrere a parte reale e immaginaria:

w3 _ 240 _ : o A 2—i _ 1 c o 24 S i 24
da 75 = 25 = 3+ 41, passando ai reciproci, si ricava 57 = g, dacul z —i = g, dacul z =i + g =
3i—442+44 __ —244i __ (=2+44)(83—4i) _ —6+8i+12i+16 __ 10+20i __ 2(1 + 21’)

3+4i . 3+4i 25 = 25 ~ 725 — 5 :
JE— _ 2
(v) Siha w =3(w+1)—2 =3i -2 = —3i— 2 = —5i; up = —3iw? = —3i(1 -1 —2i) = —6; uz = 2t =
24 o24i . (2HD(=8) . 1-2i — SN ; : 22 —y2 =0
TSt s = 2 = 5 = -5*. Se w = x + iy ¢ radice quadrata di u; deve essere ey — 5+ cOD

soluzioni i(@, —@): dunque w = i@(l — ). Le radici quadrate di u2 sono facilmente +iv/6. Infine, le

radici quadrate w = x 4 1y di us devono dare { ‘;iy_:yilz 3 , con soluzioni w = :I:(iv‘g5Jr1 - 7{5711)
(i) Posto 2 = . + iy con z = Rez e y = Imz, da 2> = 1 — iz si trova (x — iy)® = 1 — i(x + iy), ovvero
(% — y?) +i(—22y) = (y + 1) +i(—=), da cui il sistema { ”ii;yyi =v*1 . Dalla seconda equazione si ricava

(1 —2y) = 0: se z = 0, dalla prima si ricava y? 4+ y+1 =0, priva di soluzioni reali; se invece y = %, dalla prima

si ricava x2 = y2 +y+1= %, da cui z = :I:g. Le soluzioni sono dunque z; = @ e 29 = #
.s . . — P . L . . — 1-3 .
(ii) L’equazione ha senso quando i +Z # 0, cioé Z # —i, cioé z # i. Si ha .1i+3’;) = ‘\i+37| = 3, da cui

|1 — 32| = 3|i + z|. Posto ancora z = x + iy, cio significa |(1 — 3z) + i(—3y)| = 3|z + (1 — y)|, ovvero
(1—3z)*+9y°> =9(z° + (1 —y)*), dacui y = £ + 2. Le soluzioni sono dunque tutti e soli i numeri complessi
z = x + iy che, sul piano di Gauss, stanno sulla retta y = 5 + %.

2 2 2 2

(i) Da f(z1) = f(z2) si ricava 72 —i=73°—1i,dacui zZ1° = 722, da cui 212 = %2: ma cid non implica che z; = 2
(infatti potrebbe essere anche z1 = —z2). Dunque f non & iniettiva. Dato invece un qualsiasi w € C, 'equazione
f(2) = w ha sempre soluzioni z, perché essa equivale a %2 = w + i, ovvero 22 = w + 1, e basta ricordare che ogni
numero complesso ha radici quadrate. Dunque f & suriettiva.

(ii) Si ha f(w) = (=5 — 131’)2 —i=(=5+13i)% —i=125—-169 — 130i — i = —144 — 131i. Da f(2) =2 —i = w
si ricava invece Z° = w + 14 = —5 — 12i, ovvero z2 = —5 + 12i: in altre parole, la fibra f~!(w) & formata dalle
due radici quadrate del numero —5 4 12i. Se (z + iy)? = —5 + 12i si deve avere { a? —y? = =5 , che ha soluzioni

(z,y) = £(2,3): pertanto f~(w) = {£(2+ 3i)}. o



(iii) Prendiamo t1,t2 > 0 e supponiamo che f(t1) = f(t2): cid significa che E2 — 7= 52 — 4, ovvero t12 = t52, da
cui t1 = t5. Dunque la restrizione di f a A = R ¢ iniettiva. Si ha poi B = f(A) = {f(t):t >0} ={f —i:t>
0} ={t* —i:t >0} ={u—1:u>0}: pertanto B & la semiretta orizzontale nel piano di Gauss dei numeri con
parte reale positiva e parte immaginaria uguale a —1. Preso u —1 € B, da f(t) = t* —i = u — i si ricava u = t>,
da cui t = y/u: dunque la funzione inversa f~': B — A ¢ data da f~'(u —1) = /u.

(iv) Se K = {iy : y < 0} si ha f(K) = {f(iy) :y <0} ={(iy) —i:y <0y ={(—ig)? —i:y <0} ={—9*—i:
y <0} ={—v—1i:v>0}: dunque f(K) & la semiretta orizzontale nel piano di Gauss dei numeri con parte reale
negativa e parte immaginaria uguale a —1.

Sihainfine f71(K)={2€C: f(z) e K}={2€C:Z*—~i=iwconv<0}={2€C:Z>=ivconv< 1} ={z €
C: 2% =4v con v > —1}. Se z = = + 4y, la condizione “ 2% = iv con v > —1” equivale al sistema { giy_>y2_f o
La prima equazione da z = 4y se z = y, la seconda diventa x> > —% (sempre vera), mentre se x = —y diventa
—z* > —1, verificata per |z| < f Pertanto, 'antiimmagine f~!(K) ¢ data dai numeri complessi che, sul piano
di Gauss con r = Rez e y = Imz giacciono su tutta la bisettrice y = x oppure sul segmento della bisettrice

y = —z con |z| < %

(i) Si ha |a| = 8|iv/3 + 1] = 16, da cui a = 16(— % ¥3j) = 16(cos 4T + isin4T) = 16¢''5 . Si ha poi 3] =

3v2]1 —i| = 6, da cui B = 6(— \F + Z\[) = 6¢'T. Vale v = 6<Z.2$1) = 6(2”1)5“27“ = 6(;5 = —61, da cui
vy = 6¢'S . Infine, si ha |6 =5 da cui § = 5(2 +i(—2)) =5¢€" con cosf = £ e sinf = —2: sard ad esempio
6 = — arcsin 2

=
(ii) Le radici quarte di o = 16¢'% sono date da wr = V16" 5TF%) conk = 0,1,2,3, dunque wop = 2¢'F = 1+i/3,
wy = 2 F = V341, wy = 2% = —wg e wz = 2¢* = —w;. Le radici cubiche di v = 6¢' % sono
o x 7 3 i
2k = %e“iﬂe%) con k=0,1,2, dunque zo = U6t = V61, 21 = \S/éez% = —?(\/g—i—i) e 2o = \3/6611}5 =

Yo(v/3 i),

(iii) Se k € Z si ha g* = 6" ¢"*i": si tratta di un numero di modulo 6* ed argomento , che sta sulle bisettrici
per k dispari, sull’asse reale per k pari e multiplo di 4 e sull’asse immaginario per k pari ma non multiplo di
4. D’altra parte si ha 6° = 5%¢"*® con § = — arcsin %: si tratta di un numero di modulo 5 ed argomento k6, e
quest’ultimo non assume valori notevoli come nel caso precedente. Si noti che i moduli delle potenze tendono a

0" per k — —oo0, e a +00 per k — 400.

3k7r

(iv) Ricordiamo che se z = x + iy con © = Rez e y = Im z allora e = e%e’¥ = e”(cosy + isiny): dunque e*
ha modulo e~® e argomento —8+v/3 ~ —13,8 radianti (si tratta di un angolo nel terzo quadrante); e’ ha modulo
e V2 e argomento 3v/2 ~ 4,4 radianti (un po’ meno di 37”), e” ha modulo 1 e argomento —6 (a meno di un giro,
corrisponde circa a 75 ); infine, e ha modulo ¢® e argomento —4 radianti (a meno di un giro, corrisponde circa a
31). L'immagine di iR_, & {e” : t < 0}: si ottiene tutto I'insieme U = {z : |z| = 1} dei numeri complessi unitari.
L’immagine di R__, ¢ {e' : t < —3} =]0, %], e quella del rettangolo Q@ = {z € C : [Rez| < 2,1 < Imz < =}
e {e*f = e*et . |z < 2,1 <y < 7}, il “ventaglio” dei numeri di modulo compreso tra e% e €%, e argomento
compreso tra 1 e 7w radianti.

(i) Una soluzione ovvia di p(z) = 62° — 32° + 142 + 442% + 42% + 152 = 0 & z = 0; un’altra, indicata nel
testo, € z = f%; inoltre, poiché p(z) ha coefficienti reali, se 1 — 2i & soluzione tale & anche 1 —2i = 1 + 2i.
Dunque p(z) sara divisibile per q(z) = 2(2z 4+ 3)(z — (1 + 2i))(z — (1 — 2i)) = 2(22 + 3)(2* — 2z + 5): in effetti,
dalla divisione euclidea di p(z) per q(z) si ottiene quoziente 3z% + 1 e resto zero. Le ultime due soluzioni di
p(z) = 0 sono date percio da 322 + 1 = 0, ovvero z = i‘r i. La decomposizione di p(z) su C & data da p(z) =
6(2=0)(2—(=3))(2 = (1+23)) (=~ (1-20)) (2 i) (e (= %51))  2(253) (-1 ~20) (o 1420) (VB 2 ) (V3 2—i)
quella su R & data da p(z) = 2(22 + 3)(2® — 2z + 5)(32% 4 1).

(ii) T1 discriminante dell’equazione (2 —14)z% 4+ 3(1 4+ i)z + 2a = 0 & dato da A = b? —dac = 9(1 +1)? — 8a(2 —1i) =

18i — 8a(2 — i): una soluzione doppia appare quando A = 0, ovvero per o = 8(1;3) = %@ = 20(1 2i),
e tale soluzione e z = —% = —ggtg = —3<1+?0(2+i> = —3(117%3"). e Posto poi @« = 1+ ¢ e, applicando a
(2 —4)2* +3(1 +4)z + 2(1 +4) = 0 la consueta formula di risoluzione delle equazioni di secondo grado si trova

= _5(1+2)i\/9(12(21+12;) 82-0a+) 73(1“2)(i2v ;)24+101 le radici quadrate di —24+10¢ risultano £(1+457), dunque
si trova z — W7 OVVero z — 2(22+3; _ (= 1+z>(2+z) = — 321 oppure z = gé iz; _ 2(1+2é)(2+i) — _9;.



