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A pie’ pagina(l) alcuni sviluppi asintotici di possibile utilita.

1. Descrivere A={z €R:e*—1<2?+22} U {5+ % :n € N}, e dire (giustificando le risposte)
se ¢ superiormente/inferiormente limitato determinandone sup/inf (in R e R) e max/min in R;
se € aperto e/o chiuso, compatto, discreto; quali punti di R e di R sono interni, di aderenza, di

accumulazione, isolati, di frontiera per A.

2. (a) Determinare il dominio di g(x) = arccos(2y/z — x) e la fibra g~!(y) al variare di y € R.
Usare quanto trovato per dire se g ¢ iniettiva, se ¢ suriettiva; come si possono eventualmente
modificarne dominio e codominio per renderla biiettiva.

(b) Calcolare g~'([%,+oo]) e g([2,4]).

x cos(mx) + /|22 — 23
3. (a) Calcolare i limiti lim (mz) | |
0+,1,4+c0 % — ﬁ
locale (trascurabilita, asintoticita, sviluppi...) .

per a = 1, usando tecniche di analisi

(b) Discutere i precedenti limiti al variare di « € R\ {1}, sempre con tecniche di analisi locale.
B x

2z +loglx — 1|’
(b) Determinare gli sviluppi asintotici di f(x) in 07, 1 e +00 con due termini significativi.

4. (a) Studiare 'andamento della funzione f(z) e tracciarne il grafico.

5. (a) Dato il numero z, = a +2i (con a € R) risolvere I'equazione 23 + (2 —3i)z +3+i =0
sapendo che z; ne & soluzione. Esprimere poi in forma algebrica le radici cubiche di zg.

(b) Scrivere z, in forma trigonometrica/esponenziale, ed esprimerne le potenze intere (z,)".
6. (a) Si consideri 'equazione differenziale ay” + (o — 1)y —y = e, ove a € R. Cosa significa
in questo caso assegnare un problema di Cauchy, e che si puo dire su esistenza e unicita delle

soluzioni y(z)? Trovare poi, al variare di «, tutte quelle il cui grafico passa per l'origine.

2

(b) Data I’equazione differenziale (z+1)y tg (2y) = 2* studiarne a priori crescenza ed eventuali

simmetrie. Determinarne poi tutte le soluzioni, e in particolare quella tale che y(0) = %’T
Miog(l + z) = @ — 12 4+ 22° + 00(2%); €° = 14z + 22% 4+ 00(2”); sine = z — L2° + £2° 4 00(2°); cosz =

1—22®+ La' +oo(2°); (14 2)* =1+ az + %ﬁ + 00(2%); arctgr = x — 22 + La® + 0o (2°).



Analisi Matematica I — Esame Scritto (04/02/2015) — — Soluzioni.

1. Siha A=A UAs,ove A1 ={z € R:e"—1<a2?+22} e A = {5—&—% :n € N}. La disequazione
e®—1 < x? 42z si pud studiare in modo qualitativo con un confronto grafico tra le funzioni ¢(z) = e —1 e ¥(z) = x>+ 2a:
tracciando accuratamente i grafici (I’esponenziale abbassato di 1 e la parabola y = x? + 2z) si vede che ¢(x) = ¥ (x)
intre punti z = 20 < 0,z =0exz =x1 >0, con -2 < 29 < —1e2 <z <3 (si noti che p(—2) < 0 = P(—2),
p(-1) =1 -1~ —-06>¢(—-1)=-1,90) =0=1(0), p(1) =e—1~ 1,7 < (1) =3, p(2) =’ 1~ 6,4 < p(2) =8e

eB)=e*—1~19,1>y(3) = 15) e che p(x) < 9(x) per & < zo oppure 0 < z < x1. Pertanto Ay =] —o00,z0 [ U |0, z1].
Si ha poi Ag {4, 11 =5+ 5, % =5— l ...}, una famiglia numerabile di punti isolati compresa tra il minimo 4 e

il massimo 1l che converge ab osc1lland0v1 attorno a sinistra e a destra a seconda della parita di n: e, poiché x; < 4,
nessun punto di A2 appartiene ad A; (in altre parole, A ¢ l'unione disgiunta di A; e Az). Dunque A & un insieme solo
superiormente limitato, con sup A = max A = 1—21 (sono evidentemente soddisfatte le proprieta caratteristiche); non ¢
aperto (non ¢ intorno del suo punto %) ne’ chiuso (non contiene il punto di accumulazione 0), ne’ compatto ne’ discreto;
i punti interni sono quelli degli intervalli di A; (e, volendo, anche —o0); i punti isolati sono quelli di A2; i punti di
aderenza sono tutti i suoi, e anche 0, o, 1, 5 € —oo; quelli di accumulazione sono tutti quelli di aderenza tranne gli
isolati; infine, quelli di frontiera sono tutti gli isolati e gli estremi degli intervalli di A;.

2. (a) (Figura 2) Il dominio di g(z) = arccos(2y/xz — z) & dato da = > 0 (per la radice) e —1 < 24/ — x < 1 (per l'arco-
coseno): la prima disequazione 2,/z —x > —1 equivale a  —2v/z —1 < 0, ovvero v/ > —v/2+1 (sempre) e /& < V241,
che per z > 0da z < (V24 1)? =34+ 2v2 ~ 58; la seconda 2/ — z < 1 equivale a z — 2y/z + 1 = (Vo — 1)? > 0,
sempre vera. Ne concludiamo che il dominio di g & [0,3 4 2v/2]. e Passiamo al calcolo della fibra g~*(y) al variare di
y € R. Per iniziare, poiché ’arco-coseno assume valori tra 0 e 7, gia possiamo concludere che gfl(y) = @ per ogniy < 0
e ogni y > 7 (in particolare, g non & suriettiva). Pensando invece a y € [0, 7], da g(z) = y si ricava 2\/z — x = cosvy,
ovvero & — 24/ + cosy = 0, da cui v/z = 1 F+/1 — cosy, il che richiede che il II membro sia > 0: la soluzione con “+” lo
& sempre, mentre quella col “—~” lo & solo quando cosy > 0, ovvero quando y € [0, Z]. Cio appurato, per ogni y € [0, 7]
si ricava ¢ = 24 (y) := (1 + m) =2—cosy+ %/W, mentre per i soh y € [0, 5] si ricava in pit anche
z=x_(y):=(1—-+/I—cosy)> =2—cosy—2y/1 — cosy. Notiamo inoltre che per y = 0 si annulla la radice /I — cosy,

e cosi si ha z_(0) =1 = x4 (0). Pertanto, ricapitolando:

per y < 0 oppure y > 7

—1, N _ {1} pery =0
9 W= (o), 24()} perO<y<ET
{z:(v)) per I <y <.

La funzione non ¢ dunque nemmeno iniettiva (ci sono fibre con pitt di un punto); essa puo essere resa biiettiva ad esempio
restringendola a [1,3 + 2v/2] (in questo modo si elimina z_(y), che per ogni 0 < y < 7 e sempre < 1) e restringendola
alla sua immagine [0, 7], con inversa g~ '(y) = z+(y) = 2 — cosy + 24/1 — cos y.

(b) Per il calcolo di g~ '([%,+00[) va risolta la disequazione g(z) > Z, ovvero (essendo Parco-coseno decrescente)

2yz —x < cosF =1, ovvero 2z —4y/x +1 >0, che dd vz < 1 — L oppure \/z > 1+ ¥, ovvero (tenuto conto del
dominio) 0 < z < 2 — /2 oppure £ + 2 < z < 3+ 2V/2: pertanto gfl([3,+oo[) [0, g V2] U 2 +Vv2,3+2V2]
(unione disgiunta di due intervalli chiusi). e Per il calcolo di g([2,4]) (che, essendo ¢ continua, sara un intervallo) vanno
unite le soluzioni y delle disequazioni 2 < z_(y) <4 e 2 < z4+(y) < 4, ma la prima & impossibile perché come detto
vale 0 < z_(y) < 1: resta allora solo 2 < 2 — cosy + 24/1 — cosy < 4, ovvero cosy < 24/1 — cosy < 2+ cosy. La prima

™

disequazione 2/T —cosy > cosy & sempre soddisfatta quando cosy < 0 (ovvero quando 5 < y < 7), mentre quando
cosy > 0 (ovvero quando 0 < y < T) equivale a 4(1 — cosy) > cos’y, ovvero cos”y + 4cosy — 4 < 0, con soluzioni
0 <y < Z ove 6 := arccos(2(v2 — 1)): dunque la prima disequazione ha soluzioni § < y < 7. La seconda disequazione
QW < 24 cosy equivale a 4(1 — cosy) < (24 cosy)?, ovvero cosy(cosy + 8) > 0, ovvero cosy > 0, con soluzioni

0 <y < 7. Ne segue che g([2,4]) = [0, 7] N[0, T] = [6, 5].
3. (a)Pera:lsihaf(m):%:% ”z‘%ﬂ:dl
N(z) ~o+ V2z (infatti 2® = 00(2z) e xcos(mz) = 00(v/2z)) e D(z) ~g+ —+/, da cui lim,_, o+ f(z) = lim,_, o+ l/?% =
—+/2. @ Anche in  ~ 1 si & in forma 0/0, solo che stavolta non sono evidenti termini prevalenti. Posto x = 1 + ¢ con
t ~0siha N(t) = (1+t)cos(m + 7t) —i—\/m— (14-t)cos(nt) ++/1—t —3t2 — 3 = (1+t)(1—”—22t2—|—
00(t*)) + 1+ 3(—t) + oo(t) :—1+%t +00(t3)—t+”—t3+oo(t3)+1—lt+oo( )~o =3t e D(t)=1+t—1+1=

. «Inx ~ 0" si ¢ in forma indeterminata 0/0; tuttavia ha

3
14+t—(1+ %t + 00(t)) ~o %t, da cui limz—1 f(z) = lims—o 1t = —3. eInz ~ 400 si ha N(z) ~4 Va3 = 2 e
2
3
D(z) ~ oo @, percio limy oo f(2) = lima s 400 £ = +00.
(b) Discutiamo ora i limiti per f(z) = gég = “"S(”jﬁfv 22=2%1 con a # 1. eInz ~ 0" si ha N(z) ~o+ V27 e

D(x) ~o+ —/T (se a > 1) oppure D(z) ~o+ z* (se a < 3), pertanto lim,_,o+ f(z) vale —v/2 (se a« > 1) oppure 0" (se



a<i)elnz~1lsihaN(t)~o —3teD(t)=(1+t)*—VI+t=1+at+oo(t)— (1+ 1t+o00(t)) ~o (— %)t, dunque

_3
limg 1 f(z) = lim—o (a_zg)t = . e Infine, in ¢ ~ +oo si ha N(z) ~4o0 2% e D(z) ~4oo o (se a > 1) oppure
D(z) ~ioo —/T (se o < 1), percid lima—s 4o f(z) vale 07 (se v > 2), vale 1 (se = 2), vale 400 (se + < a < 2) e vale

—0o (se a < 3).

4. (a) (Figura 3) II dominio di f(z) = ey
il quoziente), e un confronto grafico tra log |z — 1| (il logaritmo simmetrizzato e traslato a destra di 1) e —2x (retta)
daz # 0, x # 0 e x # x1 per certi zg €]0,1[ e z1 €]1,2[ (vale z ~ 0,8 e z; ~ 1,1). Pertanto il dominio &
R\ {0, o, 1, z1}. La funzione & di classe C*° in tutto il suo dominio, senza simmetrie ne’ periodi. Non vi sono zeri,
perché x # 0. Quanto al segno: il numeratore ¢ > 0 per x > 0, il denominatore lo ¢ quando log|x — 1] > —2z
ovvero (sempre per confronto grafico) per 0 < & < xg e z > x1, pertanto vale f(z) > 0 quando z < 0, 0 < = < o

& dato da = # 1 (per il logaritmo) e da log |z — 1| # —2z (per

e £ > x1. [ limiti interessanti sono in —oo, 0, xo, 1, z1 e +o0o. Poiché come sappiamo log|z — 1| = o0s(z), si ha
limz oo f(x) = limzoroo % = %, ovvero y = % & asintoto orizzontale bilatero, con intersezioni al grafico date da
f(z) = 3, ovvero log|z — 1| = 0, ovvero |z — 1| = 1, ovvero z = 0 (escluso) oppure z = 2 (accettabile). Si ha poi
limz%z(f f(z) = £oo, lim,_,;5 f(z) = 07 e limz%zf f(z) = Foo (sono limiti determinati); in particolare z = 1
¢ una discontinuita eliminabile, e volendo si puo definire f(1) = 0. Invece lim; o f(z) € in forma indeterminata
0/0, e con de I'Hépital si ottiene limgz_o ﬁ = 1 (alternativamente, con gli sviluppi asintotici: limg—o f(z) =
x—1
limg .o WM = limg_so m = limg;_.o i = 1). Pertanto anche z = 0 & discontinuit‘a eliminabile, e si
N . . . 1(2z+log |z—1|)—z(2+ ;=) log |[z—1|— 7 .
pud definire f(0) = 1. Derivando (per = # 0, zo, 1, 1) si ha f'(z) = @i o112 ) _ BatloE] 1‘)12; si ha

dunque f'(z) > 0 quando log|z — 1| > —£;, e un confronto grafico (piuttosto delicato vicino a x = 0) mostra che
f/(z) = 0 per x = 0 (escluso) e x = x2 per un certo z2 €]4,5] (vale zz ~ 4,6), e f'(z) > 0 per z < 0, 0 < x <1
(con x # xo) e © > x2: ne ricaviamo che = z2 ¢ un punto di minimo locale, con valore f(x2) =

212+10g(12* )
. . . . . = .
212fi;31 = 32— ~ 0,44. Notiamo inoltre che lim, = f(z) = lim,_, = m = —lim,_,,F Wf\ml\ =
log(1
+oo (dunque in z = 1 il grafico ha un punto di cuspide verticale) mentre lim,_,o f'(z) = limg_o m =
. (—z—3 ()% 400 (z?))+o 2 . (—z—1(=2)%+00(z2))+z(1+z+x2+00(z2)) . $a? 1.
limg 0 T (CaTog ()2 = lim;_o0 2 ot (—aFog ()2 = limg_s0 2 <5 = 3: pertanto mx =0

la funzione puo essere estesa addirittura per derivabilita, con f'(0) = % Infine, con un po’ di pazienza si puo derivare
(422 —7242) log |z—1|—2z(3z—1)
(z—1)2(2z+log |z—1])3

mostra 'esistenza degli attesi flessi obliqui: uno tra o e 1, un altro tra 1 e 1 e un terzo tra 7 e 8.

ulteriormente ottenendo f”'(z) = — , e un confronto grafico tra log |x—1| e la funzione razionale

2z(3z—1)
422 —Tr+2

(b) In 0 come visto f & estendibile per derivabilita, con f(0) =1 e f'(0) = 3: pertanto f(z) =14 3z + oo(z). e In 1

la funzione & estendibile per continuita con f(1) = 0. D’altra parte, posto x =1+ ¢ con t ~ 0 si ha f(z) = f(1+¢) =

Tog \t1|it2+2t ~0 1og1\t| = log™" |t], primo termine dello sviluppo (nella scala potenze-logaritmi); per un altro termine, si ha

1 _ —2+tlog |t|—2t _ 1 2 -2 . .
fA+) —oam = 1og,|t\(1og|t\+2+2t) log 7> pertanto f(@) = a1~ o =] +o1(log™" |x—1]). e Infine, in +oo si
ha lasintoto orizzontale y = 3, ovvero f( ) = 2+40400(1);epoi f(z)—3 = % +oo —loiglf‘ = -1z "log|x|,
dacui f(z) =1 — 227 'log |:c| + 0400(z7 ' log |z|) (sempre nella scala potenze-logaritmi).

5. (a) Per il teorema Fondamentale dell’Algebra sappiamo che p(z) = 2° + (2 — 3i)z + 3 + i = 0 ha tre soluzioni in C,
e dal testo sappiamo anche che una di esse & z; = 1 + 2i: dunque per Ruffini p(z) & fattorizzabile con z — (1 + 2i), e
dividendo si trova in effetti p(z) = (2 — (1+24))(2* + (1 +2i)z — 1+4). Ne segue che le altre due soluzioni di p(z) = 0 sono

quelle di 2% 4+ (1 +2i)z — 1 +i =0, ovvero z = —Ut20y (1;2i)2_4(_1+i) = _(1+22i)i1, ovvero z = —i oppure z = —1 — 1.
e Siha 2o =2i = 26’%, dunque le radici cubiche sono wy = Y2e = {"/ﬁ(@ + %z), wy = \3/561'(%*'2?”) = \3‘/561%r =
V3 F 4+ 4i) o wp = YISGEHE) = Y3 F = — Y24,

(b) Il numero z, = a + 2i ha modulo |z.| = Va2 + 4, da cui la forma polare zo, = Va2 14 (—2—= + —2—1); ed

\/a2+4 \/a2+4

avendo parte immaginaria positiva il suo argomento principale 0, (che dovra avere coseno —= e seno 2 ) sta
v a2+4 \/a2+4

in [0,7] e pud dunque essere espresso come arccos(\/%). Pertanto la forma esponenziale & zo = vaZ+4e'’®, con
a’44

0o = aurccos(\/”;i+4
«@

6. (a) Se a # 0 l'equazione differenziale ay” + (o — 1)y’ —y = e~ * & del 20 ordine lineare a coefficienti costanti:
assegnare un problema di Cauchy significa assegnare i valori di una soluzione y(z) e della sua derivata y'(z) in un certo
o, ed essendo 3’ = f(z,y,y") = L(e7" — (@ — 1)y’ +y) con f di classe C' sono garantite esistenza e unicita locale della
soluzione all’intorno di x = zo (anzi, trattandosi come detto di un’equazione lineare a coefficienti costanti, & stato detto
che tutte le soluzioni avranno dominio come b(z) = e~*, ovvero tutto R). Se invece o = 0 si ha ’equazione differenziale
y' +y = —e *, lineare del 1o ordine; in questo caso assegnare un problema di Cauchy significa assegnare il valore di una
soluzione y(z) in un certo xo, e come in precedenza si avra esistenza e unicitad e dominio R.

), e l'espressione della potenza intera n-esima (per n € Z) & (z4)" = (a? +4) 2 "%,

x



Passiamo ora alla ricerca delle soluzioni desiderate. ® Se @ # 0, come detto si ha un’equazione del 20 ordine lineare a
coefficienti costanti. L’equazione caratteristica az® 4+ (o — 1)z — 1 = 0 ha radici é e —1, che quando a = —1 coincidono.

—x

Pertanto se a # —1 una soluzione particolare sara del tipo § = kze™® con k da determinare: essendo §' = k(1 —z)e " e
7' =k(r—2)e™ ", daag’ + (a—1)§ — g =e " siricava k = _o%&-l’ da cui le soluzioni generali y(z) = Aea® + (B —

O%Hx) e~ % con A, B € C, e imponendo che y(0) = 0 si ha A+ B =0, ovvero y(z) = Aea® — (A+ a%rlx) e “con AeC.

e Nel caso o = —1 una soluzione particolare sara del tipo § = kz?e™" con k da determinare: essendo 7’ = k(2z — z?)e™"
e’ =k(2—4z+2*)e ", da—§" —2§ —§ = e " siricava k = —1, da cui le soluzioni generali y(z) = (A+ Bz —1z%)e™"
con A, B € C, e imponendo che y(0) = 0 si ha A = 0, ovvero y(z) = z(B — 3z) e * con B € C. e Infine, per a = 0 si
ha I’equazione lineare del 1o ordine 3y’ +y = —e~*. Pensando alla forma 3y’ + p(x)y = ¢(x), una primitiva di p(z) =1 &
P(z) = z,e [l @g(z)dx = [e"(—e ™) dx = —z, da cui le soluzioni sono y(z) = e F@ ([ @ g(z) dz +k) = (k—x)e™™
con k € C, e imponendo che y(0) = 0 si ha k = 0, ovvero 'unica soluzione y(x) = —z e~ (che, si noti, ¢ il limite per
a — 0 di quella con A = 0 del caso del 20 ordine).

(b) Nell’equazione differenziale (x 4 1)y’ tg (2y) = 22, per una soluzione definita in © = —1 si dovrebbe avere 0 = 1,
assurdo: dunque nessuna soluzione sard definita in & = —1. Se poi in un certo zo una soluzione y(z) & tale che

tg (2y(z0)) = 0, ovvero y(xo) = k% per k € Z, si dovrebbe avere 0 = x2, percid una soluzione pud eventualmente
assumere tali valori solo in 2o = 0. Cio detto, si pud porre in forma normale ottenendo y’ = m, da cui si ricava
che 2 = 0 ¢ un punto stazionario e che le soluzioni crescono per z > —1 (se tg (2y) > 0, ovvero se k3 <y < T + k%)
oppure per x < —1 (se tg (2y) < 0, ovverose 7 +k% <y < (k+1)%); questo dice anche che z = 0 & un punto stazionario
in cui non cambia la crescenza, in altre parole € un punto di flesso orizzontale. Vista la crescenza, I'unica simmetria che

appare possibile & quella rispetto al segno: in altre parole, se ¢(x) & soluzione lo sara anche la sua opposta ¥(z) = —p(z)?
Si ha (z + )¢/ (2)tg (2 (x)) = (z +1)(—¢' (@))tg (—2¢(x)) = (z + 1)@’ (2)tg (20(x)) = 22, percid & vero: la famiglia delle
soluzioni & simmetrica rispetto al segno. e Separando le variabili si ha tg (2y) dy = ardr = (x—1+ %H) dx, da cui
integrando —1 log | cos(2y)| = 22”—a+log |z+1|+k, ovvero log | cos(2y)| = 2z —2”° —2log |z+1|+k, da cui esponenziando
z—a? z—a2?
cos(2y) = h?zﬁ_il)? con h € R, ed imponendo che y(0) = %’r si ottiene h = —%: dunque cos(2y) = —;‘(QZT)Q‘ Da qui
si ricava 2y = iarccos(fg(sz)z) + 2km per qualche k € Z: e imponendo ancora una volta che y(0) = %’T si ottiene
%’r = :I:arccos(—%) + 2km = :N:%’T + 2k per qualche k € Z, il che forza la scelta del segno “—” e di k = 1: otteniamo cosi
z—a? z—a?
2y = 2m — arccos(—s(iT)Q), ovvero la soluzione cercata y(x) = — %arccos(—ze?zT)Q) .
:
/
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1. Ex. 1: I'insieme A (in ascissa). 2. Ex. 2: grafico di g(z). 3. Ex. 4: grafico di f(z).
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A pie’ pagina(l) alcuni sviluppi asintotici di possibile utilita.

1. Descrivere A = {—6 + # :neNU{zeR:22-2r+1> e}, e dire (giustificando le
risposte) se ¢ superiormente/inferiormente limitato determinandone sup/inf (in R e R) e max/min
in R; se & aperto e/o chiuso, compatto, discreto; quali punti di R e di R sono interni, di aderenza,

di accumulazione, isolati, di frontiera per A.

2. (a) Determinare il dominio di g(x) = arcsin(x — 2\/z) e la fibra g~1(y) al variare di y € R.
Usare quanto trovato per dire se g ¢ iniettiva, se ¢ suriettiva; come si possono eventualmente
modificarne dominio e codominio per renderla biiettiva.

(b) Calcolare g~ '([—%,+oo]) e g([2,4]).

32 cos
3. (a) Calcolare i limiti lim | x| + x cos(mx)
0+7 1,400 \/E — %
locale (trascurabilita, asintoticita, sviluppi...) .

per a = 1, usando tecniche di analisi

(b) Discutere i precedenti limiti al variare di « € R\ {1}, sempre con tecniche di analisi locale.

B x
~ loglr 4+ 1| — 2=
(b) Determinare gli sviluppi asintotici di f(x) in 0, —1 e 400 con due termini significativi.

4. (a) Studiare 'andamento della funzione f(z) , e tracciarne il grafico.

5. (a) Dato il numero z, =2+ ai (con a € R) risolvere I'equazione 2% —3iz —5—5i = 0 sapendo
che z1 ne e soluzione. Esprimere poi in forma algebrica le radici cubiche di zp.

(b) Scrivere z, in forma trigonometrica/esponenziale, ed esprimerne le potenze intere (z4)".

6. (a) Si consideri 'equazione differenziale ay” — (a+ 1)y’ +y = €*, ove a € R. Cosa significa in
questo caso assegnare un problema di Cauchy, e che si puo dire su esistenza e unicita delle

soluzioni y(x)? Trovare poi, al variare di «, tutte quelle il cui grafico passa per 1'origine.

2

(b) Data I’equazione differenziale (1 —x)y’ tg(2y) = 2° studiarne a priori crescenza ed eventuali

simmetrie. Determinarne poi tutte le soluzioni, e in particolare quella tale che y(0) = %”
Miog(l + z) = @ — 12 4+ 22° + 00(2%); €° = 14z + 22% 4+ 00(2”); sine = z — L2° + £2° 4 00(2°); cosz =

1—22®+ La' +o0(2°); (14 2)* =1+ az + %ﬁ + 00(2%); arctgr = x — 22 + La® + 0o (2°).



Analisi Matematica I — Esame Scritto (04/02/2015) — — Soluzioni.

1. Siha A= A; U A, ove A1={—6+%:n€N} e Ao={zeR:2”—2z+1>e . Siha 4, ={-7, -4 =
—6 + %, 713—9 = —6 — %, ...}, una famiglia numerabile di punti isolati compresa tra il minimo —7 e il massimo f%
che converge a —6 oscillandovi attorno a sinistra e a destra a seconda della parita di n. D’altra parte la disequazione
2? — 2z + 1 > e~ " si pud studiare in modo qualitativo con un confronto grafico tra le funzioni ¢(x) = 2> — 2z + 1 e
(x) = e”: tracciando accuratamente i grafici (la parabola y = 22 — 2z 4+ 1 e Pesponenziale simmetrizzato) si vede
che () = ¥(x) in tre punti x = 20 > 0, c = 0ex =21 < 0, con 1 < zp < 2 e —3 < x1 < —2 (si noti che
0(=3) =16 < P(=3) = e> ~ 20,1, p(=2) =9 > P(=2) = e® ~ 74, p(=1) =4 > p(=1) = e ~ 2,7, p(0) = 1 = (0,
e(1) =0 < (1) =1 ~04, 9(2) =1>9(2) = 5 ~0,1), e che p(z) > p(z) per 0 < < 1 oppure > zy. Pertanto
Az =]x1,0[ U ]Jzo, 400 [. Notiamo anche che z1 > —3, pertanto nessun punto di A; appartiene ad A, (in altre parole,
A & V'unione disgiunta di A; e A2). Dunque A & un insieme solo inferiormente limitato, con inf A = min A = —7 (sono
evidentemente soddisfatte le proprieta caratteristiche); non & aperto (non ¢ intorno del suo punto —7) ne’ chiuso (non
contiene il punto di accumulazione 0), ne’ compatto ne’ discreto; i punti interni sono quelli degli intervalli di Az (e,
volendo, anche +00); i punti isolati sono quelli di As; i punti di aderenza sono tutti i suoi, e anche 0, xo, 1, —6 e +00;
quelli di accumulazione sono tutti quelli di aderenza tranne gli isolati; infine, quelli di frontiera sono tutti gli isolati e gli
estremi degli intervalli di As.

2. (a) (Figura 2) Il dominio di g(z) = arcsin(2y/z — z) & dato da > 0 (per la radice) e —1 < z — 2y/z < 1 (per l’arco-
coseno): la prima disequazione z — 2v/z < 1 equivale a z — 2/z — 1 < 0, ovvero v/z > —v/2 41 (sempre) e /& < V241,
che per z > 0daz < (vV2+1)? = 3+2v2 ~ 5,8; laseconda z — 2/ > —1 equivale a z—2/z+1 = (y/z—1)? > 0, sempre
vera. Ne concludiamo che il dominio di ¢ & [0,3 + 2\/5] e Passiamo al calcolo della fibra gfl(y) al variare di y € R.

Per iniziare, poiché I’arco-seno assume valori tra —7 e 7, gia possiamo concludere che g *(y) = @ per ogni y < -5 e
ogni y > % (in particolare, g non & suriettiva). Pensando invece a y € [—3, 5], da g(z) = y si ricava x — 2/ = siny,
ovvero ¥ — 2¢/x —siny = 0, da cui v/z = 1 F /1 + siny, il che richiede che il II membro sia > 0: la soluzione con
“4+” lo & sempre, mentre quella col “=” lo & solo quando siny < 0, ovvero quando y € [-F,0]. Cio appurato, per ogni

y € [-Z,—%] siricava z = 24 (y) := (1 + /T Fsiny)® = 2+ siny + 2/T + siny; mentre per i soli y € [—%,0] si ricava in
pitt anche = z_(y) := (1 — /I + siny)? = 2+ siny — 2y/T + siny. Notiamo inoltre che per y = —% si annulla la radice
VI +siny, e cosi si ha v (—%) =1 =4 (—7%). Pertanto, ricapitolando:

%] per y < —% oppure y > 7
—1y ) {1} pery=—7%
9 {z-(v), 2+ (y)} per =5 <y<0
{z+()} per0<y<7%.

La funzione non ¢ dunque nemmeno iniettiva (ci sono fibre con pitt di un punto); essa puod essere resa biiettiva ad esempio
restringendola a [1,3 + 2v/2] (in questo modo si elimina _ (y), che per ogni —% <y < 0 & sempre < 1) e restringendola
alla sua immagine [—%, %], con inversa g y) = 24 (y) =2 +siny + 2/T + siny.

(b) Per il calcolo di g~ '([—%,+oo[) va risolta la disequazione g(z) > —Z%, ovvero (essendo l'arco-seno crescente)

x—2y/x >sin(—%) = —3, ovvero 2z —4y/x+1 > 0, che da \/z < 1 — g oppure v/ > 1+ g, ovvero (tenuto conto del
dominio) 0 <z < % — /2 oppure % ++/2 <z < 34 2V2: pertanto g *( —%,Foo[) = [0, % —V2] U [% ++/2, 34+ 2v2).
(unione disgiunta di due intervalli chiusi). e Per il calcolo di g([2,4[) (che, essendo g continua, sara un intervallo) vanno
unite le soluzioni y delle disequazioni 2 < z_(y) <4 e 2 < z4+(y) < 4, ma la prima & impossibile perché come detto
vale 0 < z_(y) < 1: resta allora solo 2 < 2 +siny + 24/1 +siny < 4, ovvero —siny < 24/1 +siny < 2 — siny. La prima
disequazione 2+/1+ siny > —siny & sempre soddisfatta quando —siny < 0 (ovvero quando 0 < y < %), mentre quando
—siny > 0 (ovvero quando —% < y < 0) equivale a 4(1 4 siny) > sin? y, ovvero sin?y — 4siny — 4 < 0, con soluzioni
—0<y< Fovel:= arcsin(2(v/2—1)): dunque la prima disequazione ha soluzioni —8 < y < 5. La seconda disequazione
2y/T Fsiny < 2 — siny equivale a 4(1 + siny) < (2 — siny)?, 4siny < sin® y — 4siny ovvero siny(8 — siny) < 0, ovvero
siny < 0, con soluzioni —% <y < 0. Ne segue che g([2,4[) = [0, 5| N[-F,0] = [-0,0].

3. (a) Per a = 1si ha f(z) = ggig = —Micos(m) o In z ~ 0" si & in forma indeterminata 0/0; tuttavia si ha
N(x) ~g+ 2z (infatti 23 = 00(2z) e xcos(mx) = 00(\/%)) e D(z) ~g+ v/, da cui lim,_,o+ f(z) = lim,_,q+ % =2.
e Anche in & ~ 1 si & in forma 0/0, solo che stavolta non sono evidenti termini prevalenti. Posto z = 14¢ con t ~ 0
siha N(t) = /[(T+6)2 —2(1 + )] + (1 4 ) cos(m + 7t) = —(1 + t) cos(mt) + VI = =32 — 88 = —(1 + t)(1 — T1> +
00(t%)) + 14 L(=t) + 00(t) = =1+ T2+ 00(t*) =t + 4% + 00 (t%) + 1 — Lt + 00(t) ~o =3t e D(t) = VIF+i—(141) =

_3
(1+ 3t+o00(t)) — (1+1) ~o —5t, da cui limz—1 f(x) = limyo _—iz =3. eInz ~ 400 si ha N(z) ~j00 Vi =2z
2

e

e

3
z2
—x

D(x) ~4o00 —x, percid limg 4o () = limg— 400 = —o0.

/123 — 20| — - .
(b) Discutiamo ora i limiti per f(z) = ggg = %\%OS(M con o # 1. eInz ~ 0" si ha N(z) ~g+ V27 e



D(z) ~p+ VT (se a > 1) oppure D(z) ~o+ —z (se a < 3), pertanto lim, o+ f(z) vale 2 (se o > 3) oppure 0~ (se
a<3).elnz~1sihaN(t)~o —3teD(t)=vI+t—(1+t)* = (1+3t+o00(t))—(1+at+oo(t)) ~o (3 —a)t, dunque
: 3

_3
limg 1 f(z) = lime—o Sl LA B Infine, in ¢ ~ 400 si ha N(2) ~4oo 22 € D() ~ioo —2% (se a > %) oppure

(%—a)t 2a—1"
D(2) ~4oo VT (se a0 < ), percid limg— 400 f(x) vale 07 (se a > 2), vale —1 (se o = 2), vale —0o (se 3 < < 2) e vale
+00 (se a < 3).

4. (a) (Figura 3) Il dominio di f(z) = ogleiias © dato da x # —1 (per il logaritmo) e da log|z + 1| # 2z (per il
quoziente), e un confronto grafico tra log|z + 1| (il logaritmo simmetrizzato e traslato a sinistra di 1) e 2z (retta) da
x#0,z # 20 ex # x per certi ko €] —1,0[ e 1 €]— 2,—1[ (vale z ~ —0,8 e 1 ~ —1,1). Pertanto il dominio &
R\ {0, zo, —1, z1}. La funzione & di classe C* in tutto il suo dominio, senza simmetrie ne’ periodi. Non vi sono zeri,
perché x # 0. Quanto al segno: il numeratore & > 0 per z > 0, il denominatore lo & quando log |z+1| > 2z ovvero (sempre
per confronto grafico) per x < x1 e 2o < ¢ < 0 e, pertanto vale f(z) > 0 solo quando z1 < x < xo. I limiti interessanti

sono in —oo, x1, —1, xo, 0 € 4-00. Poiché come sappiamo log |z + 1| = 0co (), si ha limy 0o f(2) = limz 500 =52 = —%7

ovvero y = —+ & asintoto orizzontale bilatero, con intersezioni al grafico date da f(z) = —1, ovvero log |z +1| = 0, ovvero

|z 4+ 1| = 1, ovvero & = 0 (escluso) oppure z = —2 (accettabile). Si ha poilim___+ f(z) = Foo, lim, , 5 f(z) =0T e

0
lim_, s f(z) = oo (sono limiti determinati); in particolare x = —1 & una discontinuita eliminabile, e volendo si puo
1

definire f(—1) = 0. Invece limg—0 f(2) ¢ in forma indeterminata 0/0, e con de ’'Hépital si ottiene limg o —— = —1 (al-
x+1

ternativamente, con gli sviluppi asintotici: limg—0 f(z) = lime—o m = lim, 0 m = lim; 0 =% = —1).

Pertanto anche z = 0 & discontinuita eliminabile, e si pud definire f(0) = —1. Derivando (per = # 0, zo, 1, z1) si
1(10g\z+1\—21‘)—z(%—2) log |z+1|— % . =

ha f'(z) = (10g|m+1|—2x)2+1 = (bg‘xHI_Q:)lQ; si ha dunque f'(z) > 0 quando log|z + 1| > %5, e un con-

fronto grafico (piuttosto delicato vicino a z = 0) mostra che f'(z) = 0 per x = 0 (escluso) e z = =3 per un certo
2 €]— 5,—4[ (vale x2 ~ —4,6), e f'(z) > 0 per z < 22, -1 < < X9, 0 < ¢ < 0 e x > 0: ne ricaviamo

che £ = z2 & un punto di massimo locale, con valore f(x2) = log(mﬁ)ihz — w;%gfg—%z _ 72222111 ~ —0,44. No-
tiamo inoltre che lim,_, =z f'(z) = lim,_,_;* ﬁﬁ-ll = —lim,_, ;¥ m = Foo (dunque in z = —1 il
grafico ha un punto di cuspide verticale) mentre lim,_o f'(z) = limg—o % = limg 0 (xiizit:?gfg;;lim =
limy; 0 (z_%Z2+o?if33(;z)§1__22;12+00(22)) = limgz o0 %Tz; = %: pertanto in x = 0 la funzione pu® essere estesa ad-
dirittura per derivabilitd, con f'(0) = % Infine, con un po’ di pazienza si puo derivare ulteriormente ottenendo
f'(z) = (43”2271322)(112§121“:22;?“), e un confronto grafico tra log|z + 1| e la funzione razionale % mostra

Iesistenza degli attesi flessi obliqui: uno tra —8 e —7, un altro tra x1 e —1 e un terzo tra —1 e xo.

(b) In 0 come visto f & estendibile per derivabilita, con f(0) = —1 e f'(0) = 3: pertanto f(z) = —14 Sz +o0o(z). In —1
la funzione & estendibile per continuita con f(—1) = 0. D’altra parte, posto z = —1+t cont ~ 0si ha f(z) = f(—1+¢) =

Iog \t|1121(i1+t) ~p — 1o;|t\ = —log™ ! |t|, primo termine dello sviluppo (nella scala potenze-logaritmi); per un altro termine,
. 1 _ 2+4tlog|t|—2t 2 _ 1 2 —2

stha f(=1+1) = (“ i) = wglillos 7220 ~° Tog?» Pertanto f(z) = —iapay + merjery +or(log " |z +1]). o

Infine, in 400 si ha l'asintoto orizzontale y = —1, ovvero f(z) = —1 + 040 (1); € poi f(z) — (—3) = % ~too

floif‘ = —22 7 'log|xz|, da cui f(z) = —3 — 227" log |z| + 040c (' log|2|) (sempre nella scala potenze-logaritmi).

5. (a) Per il teorema Fondamentale dell’Algebra sappiamo che p(z) = 2z* — 3iz — 5 — 5i = 0 ha tre soluzioni in C, e dal
testo sappiamo anche che una di esse & z1 = 2 + i: dunque per Ruffini p(z) & fattorizzabile con z — (2 + i), e dividendo
si trova in effetti p(z) = (z — (2 +14))(2® 4+ (2 +4)z + 3 +4). Ne segue che le altre due soluzioni di p(z) = 0 sono quelle

. . . — i) A/ 1) — 1 — i i . .
di 22+ (2+ )z+3+1i =0, ovvero z = (@2+i+ <22+ oA+ (2+2)i3 ,ovvero z = —1 + ¢ oppure z = —1 — 2i. o
Si ha zg = Qeio, dunque le radici cubiche sono wg = \?’/iei% = \3/57 wy, = f’/iei(0+2%) = \3/561.2% = \3/5(—% + ?z) e
wy = Y20 F) = Y2F = V2(-1 - ?z)
(b) Il numero 2o = 2+ ai ha modulo |zo| = Va?+4, da cui la forma polare zo = VaZ+4(

2+ 2 ),
v a2+4 v a2+4 )

2

ed avendo parte reale positiva il suo argomento principale 6, (che dovra avere coseno e seno &) sta in
Vo244 Va244
sy ¢ i o la f . iale & — 3 o
(-5, 5] e puo dunque essere espresso come arcsin( ). Pertanto la forma esponenziale ¢ zo = Va2 +4€'’®, con
v a2+4
0o

0o := arcsin(ﬁ), e l'espressione della potenza intera n-esima (per n € Z) & (2a)" = (a2 +4)% ™
«@

6. (a) Se a # 0 I’equazione differenziale ay” —(a+ 1)y’ +y = € & del 20 ordine lineare a coefficienti costanti: assegnare
un problema di Cauchy significa assegnare i valori di una soluzione y(z) e della sua derivata y'(x) in un certo zo, ed
essendo y”’ = f(z,y,y") = L(e” + (a4 1)y’ —y) con f di classe C' sono garantite esistenza e unicita locale della soluzione
all’intorno di = zo (anzi, trattandosi come detto di un’equazione lineare a coefficienti costanti, ¢ stato detto che tutte le
soluzioni avranno dominio come b(z) = e, ovvero tutto R). Se invece a = 0 si ha I’equazione differenziale y —y = —e”,
lineare del 1o ordine; in questo caso assegnare un problema di Cauchy significa assegnare il valore di una soluzione y(x)



in un certo xo, e come in precedenza si avra esistenza e unicita e dominio R.

Passiamo ora alla ricerca delle soluzioni desiderate. e Se o # 0, come detto si ha un’equazione del 20 ordine lineare a
coefficienti costanti. L’equazione caratteristica az? — (e + 1)z + 1 = 0 ha radici é e 1, che quando o = 1 coincidono.
Pertanto se a # 1 una soluzione particolare sara del tipo § = kxe” con k da determinare: essendo §' = k(z + 1)e”* e
7" = k(z+2)e”, da af’ —(a+1)§ +§ = € siricava k = 15, da cui le soluzioni generali y(z) = Aea®+(B+ —L-z)e” con
A, B € C, e imponendo che y(0) =0 si ha A+ B = 0, ovvero y(z) = Aea™ — (A— L;z)e” con A€ C. e Nel caso o = 1
una soluzione particolare sard del tipo § = ka2e® con k da determinare: essendo §’ = k(2x+x2)e’3 ey’ = k(2—}—4x—&—ﬂc2)e“”7
da §" — 2§’ + § = € si ricava k = 3, da cui le soluzioni generali y(z) = (A + Bz + 12%)e” con A, B € C, e imponendo
che y(0) = 0 si ha A = 0, ovvero y(z) = z(B + 3z)e” con B € C. e Infine, per & = 0 si ha I'equazione lineare

del lo ordine 3y’ — y = —e®. Pensando alla forma 3" + p(z)y = ¢(z), una primitiva di p(z) = —1 & P(z) = —=z, e
[eP@g(x)dr = [e " (—e”) dz = —, da cui le soluzioni sono y(z) = e F@) ([ @ g(z)dx +k) = (k—x)e” con k € C,
e imponendo che y(0) = 0 si ha k = 0, ovvero 'unica soluzione y(x) = —z €® (che, si noti, & il limite per a — 0 di quella

con A = 0 del caso del 20 ordine).

(b) Nell’equazione differenziale (1—z)y’ tg(2y) = x*, per una soluzione definita in = 1 si dovrebbe avere 0 = 1, assurdo:
dunque nessuna soluzione sara definita in « = 1. Se poi in un certo zo una soluzione y(z) € tale che tg (2y(zo)) = 0,
ovvero y(zo) = k% per k € Z, si dovrebbe avere 0 = x3, percid una soluzione pud eventualmente assumere tali valori
solo in g = 0. Cio detto, si pud porre in forma normale ottenendo 3’ = %, da cui si ricava che £ = 0 & un
punto stazionario e che le soluzioni crescono per z < 1 (se tg(2y) > 0, ovvero se k3 <y < & + k%) oppure per z > 1
(se tg (2y) < 0, ovvero se T + k% < y < (k4 1)%); questo dice anche che 2 = 0 ¢ un punto stazionario in cui non
cambia la crescenza, in altre parole & un punto di flesso orizzontale. Vista la crescenza, 'unica simmetria che appare

possibile & quella rispetto al segno: in altre parole, se p(z) & soluzione lo sara anche la sua opposta ¥ (z) = —p(z)?
Si ha (1 — 2)¢/(z)tg (2 (2)) = (1 — z)(—¢'(z)tg (—2p(x)) = (1 — 2)¢’(2)tg (2p(x)) = x2, percid & vero: la famiglia
delle soluzioni & simmetrica rispetto al segno. e Separando le variabili si ha tg (2y) dy = % dr = —(x+ 1+ ﬁ) dz,
da cui integrando —3 log|cos(2y)| = —32* — z — log |z — 1| + k, ovvero log|cos(2y)| = 2z + 2* + 2log|z — 1| + k, da
cui esponenziando cos(2y) = h(z — 1)262’"“””2 con h € R, ed imponendo che y(0) = %’T si ottiene h = —1: dunque
cos(2y) = —1(z — 1)262“”"'”32. Da qui si ricava 2y = tarccos(—3 (z — 1)2621_‘—12) + 2km per qualche k € Z: e imponendo
ancora una volta che y(0) = 2 si ottiene 4F = +arccos(—3) + 2km = 2T + 2km per qualche k € Z, il che forza
la scelta del segno “—” e di k = 1: otteniamo cosi 2y = 27 — arccos(—3 (z — 1)262”‘”2), ovvero la soluzione cercata

(JI _ 1)262z+12) .

1 1
y(x) = m — jarccos(—3




1. Ex. 1: Iinsieme A (in ascissa). 2. Ex. 2: grafico di g(z). 3. Ex. 4: grafico di f(z).



