Analisi Matematica | (Fisica e Astronomia)

TEST n. 1 di Esame Scritto (16/12/2014)
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Cognome-Nome Matr. -
IN STAMPATELLO SF / SA

A pie’ pagina(?) alcuni sviluppi asintotici di possibile utilita.

1. Descrivere A ={zx € R:x > 1, cosz > cos2} U {# —2:n € N}, e dire (giustificando le
risposte) se ¢ superiormente/inferiormente limitato determinandone sup/inf (in R e R) e max,/min
in R; se & aperto e/o chiuso, compatto, discreto; quali punti di R e di R sono interni, di aderenza,
di accumulazione, isolati, di frontiera per A.

2. Determinare il dominio di g(z) = 3sin(e™*") — 1 ¢ la fibra g~!(y) al variare di y € R. Usare
quanto trovato per dire se la funzione & iniettiva, se & suriettiva; come si possono eventualmente
modificarne dominio e codominio per renderla biiettiva; calcolare ¢g=1([0,1[) e g([-1,3]).

1

3. Calcolare lim 2t
—00, 0, +00 (3(673” -1 —(x+1) arctg:r)

— cosz + 223

con 'analisi locale (trascurabilita, sviluppi...).

LU2

x+1—2log |x|
(b) Si puo prolungare f(x) anche in z = 07 Determinarne poi le parti principali in —oco, —1, 0, 1.

4. (a) Studiare 'andamento di f(x) = e tracciarne il grafico.(?)

f(x)

(Quesito sulle equazioni differenziali, argomento non ancora svolto)

5. Calcolare le primitive di al variare di a € R (ove f(z) ¢ quella dell’Ex. 4).

®

Miog(l +z) = = — 12° + 12 4+ 00(2®); €® = 14 & + 32° + 0o(2?); sinz =z - 2’ + ém" + 09(2%); cosx =
1—g2® + La* +o0(2®); (14+2)* =1+az+ %ag + 00(z?); arctgr = = — 32° + 12° + 0o (a°).

(2)Non & richiesto lo studio della convessita.
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+oo
Siha A=A UAs con Ay ={z € R: 2z >1,cosz > cos2} =[1,2][ U U |—2 4 2km,2 4 2k7| (unione infinita

di intervalli, superiormente illimitata) e Ay = {(77111) —2:neN}={- 3 —5, %, —g, 151, %, ...} (insieme
discreto di punti, compreso tra —3 e —%, che salta a sinistra e destra di —2, tendendovi). Dunque A & inferiormente
limitato e superiormente illimitato, con min A = —3; i suoi punti interni sono quelli di A; tranne 1; quelli di chiusura

sono tutti i suoi pit —2, 400 e gli estremi degli intervalli di A1, e, tra questi, gli isolati sono quelli di Az e tutti gli
altri sono di accumulazione. Ne ricaviamo che A non & ne’ aperto (ad esempio non ¢ intorno del suo punto 1) ne’
chiuso (non contiene la sua accumulazione —2); non & ne’ compatto ne’ discreto. Infine, sono di frontiera i punti
—2, +00, tutti quelli di A2 e gli estremi degli intervalli di A;.

. (Figura 1) Il dominio di g(z) = 3sin(e™®") — 1 & tutto R; si tratta di una funzione pari, dunque ci aspettiamo
g g

fibre simmetriche. Da g(x) = y si rzlcava sin(e” @ ) = ¥, che nellipotesi \ygil| < 1 (cioe —4 < y < 2) da
—x

2 . 2
e = arcsin % + 2k oppure e~ ¥ = m — arcsin ﬁ + 2km per qualche k € Z, ma essendo 0 < e™* < 1le
. . . 10NN —_ 2 . .
—% < arcsin % < % l'unica possibilita ¢ e™ = arcsin ﬂ con 0 < arcsin % <1, ovvero 0 < % < sin 1, ovvero

—1 <y <3sinl —1~ 1,5: per tali y si ottiene allora —z? = log(arcsin y—f{l), da cui x = F4/— log(arcsin ysj)

Ricapitolando, per —1 < y < 3sinl —1 si ha g '(y) = {—\/— log(arcsin yTH), \/— log(arcsin yTH)} (due

punti distinti, tranne che per y = 3sin1 — 1 in cui si ottiene il solo punto g~*(0) = {0}), mentre per y < —1 o
per y > 3sinl — 1 si ha gil(y) = @. La funzione non & dunque ne’ iniettiva ne’ suriettiva; essa puod essere resa
biiettiva ad esempio restringendola a [0, +o0o[ e corestringendola alla sua immagine ] — 1, 3sin1 — 1], con inversa

g '(y) = y/—log(arcsin £f*). Per il calcolo di g~'([0,1[) va risolta la doppia disequazione 0 < g(z) < 1, che

da |/—log(arcsin 2) < |z| < \/—log(arcsin 3) (unione disgiunta di due intervalli semiaperti simmetrici tra loro);

per il calcolo di g([—1, 5[) vanno unite le soluzioni y delle disequazioni —1 < —,/—log(arcsin y+1) (< l) e

(-1 <) y/—log(arcsin i) < 1 (senza scordare pero che deve essere —1 < y < 3sinl — 1), e alla fine risulta
3sinl —1<y<3sinl—1.

1

Sia f(z) = Vi

T (3(e~*—1)—(z+1) arctgx )2 "

—cos :c+2z3

e Vale f(x) ~ dunque lim_, f(z) =07. o In 0 il limite & in forma

: (1—gz%+oo(2®))~ (1~ § 2% +oo (2)) +22°
2. Sviluppando (e notando che \/;T = (1+22)72) si ottiene f(z) = B z+%z;+00(22)_1)2_<1+;)(m+00(Z))z =

~—oo (3e r)27

223400 (23)
(—4z+o00(2))2’

dunque limg f(x) = limg -2 1612 = 0. e Infine f(z) ~4oo e 20% o7 = %x, che tende a +oo0.

(a) (Figura 2) La funzione f(z) = m
%(x + 1), il che (come mostra chiaramente un confronto grafico) accade solo in —1. Vanno dunque esclusi 0 e
—1: solo che, mentre lim,_, ;5 f(x) = oo, si ha evidentemente lim, o f(x) = 0 e dunque f pud essere estesa
anche in 0 col valore f(0) = 0 (almeno per continuita, poi vedremo se in realta ci sard maggiore regolarita). Con
questa definizione, x = 0 & 'unico zero di f; si ha poi f(z) > 0 dove log |z| < % (z+1), il che accade per z > —1
(tranne che in 0). Si ha chiaramente f(x) ~ z, il che fa nascere il sospetto dell’esistenza di asintoti lineari:

¢ definita e C*° ovunque tranne che in 0 e nei punti in cui log |z| =

tuttavia f(z) —z = Z@leelell)  2zloele] _ 9160 ||, dunque niente da fare. Derivando (per x # 0, —1) si

z+1—2log |z| i
ottiene f'(z) = Zlati-dloglz)).

i atog|z)? notiamo subito che lim,—o f'(z) = 0, dunque il prolungamento di f & anche C*

inz =0 con f'(0) = 0. Essendo inoltre lim,_o % = lim,_,0 % = limz0 %g"; =0, si
ha che f & anche derivabile due volte in z = 0 (derivando ulteriormente ci si accorgerebbe che in realta f & ivi
di classe C?). Oltre che in z = 0, vale f'(z) = 0 dove log |z| = 2z + 1, il che (altro confronto grafico) accade
in un solo punto zo ~ —1,7; e per = 0 vale f'(z) > 0 dove log|z| < ix + 1, dunque per = < z1 o per = > 0.

Pertanto = z1 € un punto di massimo locale (con f(z1) ~ —1,6), mentre z = 0 & di minimo locale.

(b) Sul prolungamento di f(z) in z = 0 si & gid detto ampiamente in precedenza. Quanto alle parti principali,

abbiamo visto che f(z) ~fso é = z; vale poi f(z) ~o #Zg\zl = —12%(log|z|)™", mentre in x = 1 si
ha che f & finita e dunque f(z) ~1 f(1) = 1. Occupiamoci infine di x = —1. Posto t = x + 1 si ha

B 2 2 _

p(t) = f(=1+1t) = t—(21<1ag(t1)—t) = t—;(—lt:tgo(t)) ~0 37:7 dunque f(z) ~—1 %(z +1)7h

xf,log‘ 2l dy = fa?a_l do+ [z ?dz—2 [ 2 log |a:| daz Vanno allora discussi tre diversi casi.
oSea;éOea;élslottlene— (a 1log\:v| fz 11d) (1 2log |z|+ =25 ) +k. eSea =0
siottiene [ Ldz+ [ S dz—2 [ % 10g|x| dz = log|z|— 1 —2(—Llog|z|— f( ) dz) =log|z|— 1 + 2 log |z|+ 2 + k.
e Infine, se a = 1 si hafldm-i—fzdm—inlog|x\dac—a:+log|x| log? |a:|+k




1. Ex. 2: grafico di g(x), con I’antimmagine e immagine richieste.

2. Ex. 4: grafico di f(z).



TEST DESANE SCRITD

1. Descrivere A ={z e R:z > 1, cosz > cos2} U {%E —2:n € N}, e dire (giustificando le

risposte) se & superiormente/inferiormente limitato determinandone sup/inf (in R e R) e max/min

in R; se & aperto e/o chiuso, compatto, discreto; quali punti di R e di R sono interni, di aderenza,
di accumulazione, isolati, di frontiera per A.
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2. Determinare il dominio di g(x) = 35in(€ﬂ”2) —1 elafibra g '(y) al variare di y € R. Usare
quanto trovato per dire se la funzione é iniettiva, se & suriettiva; come si possono eventualmente
modificarne dominio e codominio per renderla biiettiva; calcolare g=1([0,1[) e g([—1, %[) L
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—L_ — cosz + 223

241

3. Calcolare lim
—oa b +oo (e~ — 1) = (2+1) ﬁ.l‘Cth)
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con l'analisi locale (trascurabilita, sviluppi...).




72

4. (a) Studiare 'andamento di f(z) = :r'+1——21cpg|:r|

(b) Sipuo prolungare f(z) anche in z = 07 Determinarne poi le parti principali in —oc, —1, 0, 1.

/

e tracciarne il grafico.(?
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5. Calcolare le primitive di al variare di o € R (ove f(x) & quella dell’Ex. 4).
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