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Analisi Matematica Ill (Fisica e Astronomia)
Esame Seritto (29/08/2016)
Universith di Padova - Lauree in Fisica ed Astronomia - A A, 2015/16

1. Sia g(z,y,2) =log(z +y — 2) — z% + 2y — 322

(a) Quali insiemi di livello di g sono superfici regolari? Detta M la superficie di livello contenente il punto
A(0,1,0), mostrare che & possibile esprimere M, all'intorno di A, come grafico di una funzione = = p(z, y).
Calcolare poi in due modi il piano tangente a M in A.

(b) Dire per quale & € R il punto A & stazionario in M per la funzione f(z,y,2) = xy + ay® — 2, determi-
nandone la natura (estremante locale o sella).

2. Sia A la porzione del primo quadrante del piano racchiusa dalla curva p(f) = 1 + cos@ (cardioide).
(a) Disegnare A e trovarne il baricentro.

(b) Dire se una tra le funzioni -; e ;h & integrabile su A, se si calcolando l'integrale.

3. Nello spazio cartesiano si consideri il solido E = {(z,y,2):z.p, 220, s +y+z <4, 22 +y* = 1}.
(a) Caleolare volume ¢ area totale della superficle esterna di E.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo vettoriale F = (1, -1,0).
(€] Caleolare I'area della hase orizzontale di E usando la formula di Green nel piano (x, y).
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Analisi Matematica Il (Fisica e Astronomia)

Esame Scritto (29/08/2016)

Universita di Padova - Lauree in Fisica ed Astronomia - A.A. 2015/16

1. Sia g(z,y,2) =log(z +y — 2) — 2% + 2y% — 322

(a) Quali insiemi di livello di g sono superfici regolari? Detta M la superficie di livello contenente il punto
A(0,1,0), mostrare che ¢ possibile esprimere M, all’intorno di A, come grafico di una funzione z = ¢(x, y).
Calcolare poi in due modi il piano tangente a M in A.

(b) Dire per quale a € R il punto A & stazionario in M per la funzione f(z,y,2) = 2y + ay?® — z, determi-
nandone la natura (estremante locale o sella).

2. Sia A la porzione del primo quadrante del piano racchiusa dalla curva p(f) =1+ cos@ (cardioide).

(a) Disegnare A e trovarne il baricentro.
1

(b) Dire se una tra le funzioni 7 € 735 ©integrabile su A, se sl calcolando I'integrale.
3. Nello spazio cartesiano si consideri il solido E = {(z,y,2) : 2,9,2 >0, 2 +y + 2 < 4, 2?2 +¢*> > 1}.
(a) Calcolare volume e area totale della superficie esterna di E.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo vettoriale F' = (1,—1,0).
(c) Calcolare 'area della base orizzontale di E usando la formula di Green nel piano (z,y).

Analisi Matematica III — Esame Scritto (29/08/2016) — Soluzioni (fino a (3.a))

1. (a) La funzione g(z,y,2) = log(z +y — z) — 2% + 2y*> — 32% & definita nel semispazio z < = 4+ y. Posto per comodity u =

ﬁ, il gradiente Vg(z,y,z) = (u — 2z, u + 4y, —u — 62) si annulla quando v = 2z = —4y = —62z: in particolare y = f%:c
ez = ,%% e cosi da u = 2z si ricava x = i\/é, e dunque il punto P( %,f%\/g,f%\/g) (Paltra soluzione, opposta a P &
spuria perché & fuori dal dominio di g). Possiamo concludere che tutte le superfici di livello di g sono superfici regolari tranne
quella di livello g(P) = —log2 — %log?) + %10g5 — % ~ —0,9 nel punto P. In particolare la superficie di livello M contenente il
punto A(0,1,0) (data percio da g(z,y,z) = g(A) = 2) & regolare; si ha Vg(A) = %(A), 2—5(14), g—i(A)) = (1, 5, —1), ed essendo
%(A) = —1 # 0, grazie a Dini si pud effettivamente esprimere M all’intorno di A come grafico di una funzione z = ¢(z,y), con

©(0,1) = 2(0,1) =0 e V(0,1) = (22(0,1),2,(0,1)) = (1,5) . Per uso futuro ricaviamo anche le derivate seconde: derivando rispetto
a x e y i due membri dell’identitd g(z,y, z(z,y)) = 2 otteniamo (1 — Zz)u — 2z — 622, =0 e (1 — Zy)u + 4y — 62Z, = 0 (da cui,
calcolando in (0,1), si ha (1 — 2;(00,1)) =0 e (1 — 2Z4(0,1)) +4 = 0 che danno ancora (2(0,1), Z4(0,1)) = (1,5)), e derivando ancora
rispetto a x e y si ottiene (—Zpzt — (1 — 2)?)u? — 2 — 6(22)% — 62542 = 0, (=Zeytt — (1 — 22)(1 — 2y))u® — 6248y — 625,y = 0 e
(—Zyyu — (1 = 2)*)u® +4 — 6(2,)* — 62%,, = 0 da cui, calcolando in (0,1), si ha —Z2(0,1) =2 =6 = 0, (—Zzy0,1)) =30 =0 e
(—Zyy(0,1) — 16) + 4 — 150 = 0, ovvero H.(0,1) = ( Z;Eg’ B ;’/558}; ) = ( o ) Infine, lo spazio tangente affine a M in
A e dato da Vg(A) - (x — 0,y — 1,2 — 0) = (1,5,-1) - (x,y — 1,2) = 0, cioé = 4+ 5y — z = 5; cid si desume anche dalla forma grafico
z(x,y) = z(0,1) + Vz(0,1) - (x — 0,y — 1), cioe z =0+ (1,5) - (z,y — 1) che rida z = . + 5y — 5.

(b) La condizione che il punto A sia stazionario in M per f(z,y,z) = xy + ay® — z si scrive, usando Lagrange, chiedendo che Vg(A) =
(1,5, —1) sia proporzionale a Vf(A) = (1,2«a, —1): cio da a = g Consideriamo poi la funzione composta F(y, z) = f(x,y,g(x,y)) =
zy+ 2y° — 2(z,y): siha VF(z,y) = (y — 4, o+ 5y — %) (da cui VF(0,1) = (0,0), come atteso) e Hp(z,y) = < Eea 1 Zay ), da

1—Zay  5— Zyy
cui HF(0,1) = ( 381 f’b.l7 ), una matrice definita positiva (infatti 8 > 0 e det > 0): questo mostra che A ¢ un punto di minimo locale
stretto per f in M.



2. ( ) (Figura 1) La figura piana A racchiusa nel lo quadrante dalla curva polare p(6) = 1-+cosf ha area data da % fog(l +cos 0)%df =
1 Jo 2 (1 4 2cosf + cos 0)df = 1[0 + 2sin6 + 2(o9+sm€cos9)]0 =1(Z+2+L(%) - %0) =2 +1. Vale poiV [, zdxdy =
f dﬁfurwsepcostdp =z f02 cosf (1 + cos0)®*do = fo (cos O + 3cos? @ + 3cos® 6 + cos 6)d0 = 1[sin6 + 2(0 + sinfcosh) +
3sind —sin® 0 + 1(sinf cos® 60 + 2 (0 +sln0c059))}% =341 e [,ydedy= fo d9f01+cosap51n0pdp =3 f02 sin6 (1 + cos )3 do =

1 495 _ 5 . _ 5m416
[ﬁ(l—i—cosO) ¢ = 1,dacui z, = 2‘5;’7(+8) ~09 e y, = 37r+8 ~ 0,6.
(b) L’insieme A & compatto, ma le funzioni % e ﬁ non sono limitate su A; tuttavia, essendo positive su A, per Tonelli e Fubini

bastera calcolare un integrale iterato e osservare cosa succede. e L’integrale [ 7 % dx dy & finito se e solo se lo & lintegrale iterato

jusy 2
(gia in variabili polari) [ df fl+coso ’;Z?:g pdp = % fo % do; tuttavia, poiché % ~¢+ %, la funzione non & integrabile
su A. e L'integrale [, le-y dz dy & finito se e solo se lo & lintegrale iterato [z df chose Wpdp = fo %dﬁ che
dopo la semplificazione per p & l'integrale di una funzione continua su [0 7r] e dunque converge. Per il calcolo converra porre ¢ =
37 37 V2
s 14cos @ 1+4cos 6 _ T 1+cos(yp— 1455 (cos Y+sin v) 4 V/2+cos P+sin P _
6 + 7, ottenendo fo s 07smo 40 = fo VZsin(0+ % )d9 z ﬂiln'{/) f" V2sin ¥ o = f sin df =

1 f« smlp + cotgzj; +1)d0 = i[v2logtg £ — logsin®y + w]?r = Z +V2log(v2+1) (ricordando che tgF = v2 — 1 e dunque
=v2+1).

tg s = cotg = 5=

3. (a) (Figura 2) Calcoliamo il volume di E per (z,y)-fili, tenendo presente che la base B & la differenza tra il triangolo rettangolo
B ={(z,y) 2,y >0, z+y < 4} e il quarto di cerchio B” = {(z,y) : z,y > 0, 2> 4y* < 1}: risulta allora Vol E = S (A—z—y) dz dy—

Jpn(d—z—y) dxcly:fo4 dr [ (4—x—y) dy— foz defo (4- p(cos@—l—sm@))pdp— 3 fo (4—2)? do— fo [2p° = $p° (cos 0+sin 0)]°=; df =

-4 - 2)*5 — fo (2 - 7(0050 +sinf))df = 2 — [26 — L(sin6 — cos 0)}0 = 31 — 7. e Per considerazioni di geometria elementare,
la gia descritta base B ha area 8 — 7; e (nascuna delle facce laterali T, e Ty, triangoli rettangoli isosceli di lato 4 — 1 = 3 paralleli

rispettivamente all’asse x e y, ha area %. La faccia cilindrica posteriore C, parametrizzata da (cos6,sin@,z) (elemento d’area 1)

con 0<0<Z e 0<2z<4—cosf—sind, ha area fo% d(9f4 cosfsinf g g, = fog(zif cos — sin @) df = [40 fsin0+cos9]0% =
(2m — 1) — (1) = 2(m — 1). Infine, 'area della faccia anteriore obliqua S si puo ricavare da quella di B con la legge del coseno: poiché
il vettore normale (1,1,1) = \/g(%, %, %) forma con asse z un angolo di coseno %, larea di S vale v/3(8 — ). L’area totale di

Eépercid (8—T)+2-2+2(m—1)+ V38— T) = 15+ 83 + =3,

1. Ex. 2. 3. Ex. 3.

M Ricordiamo che fcos?0df = [cosf(1 —sin®0) df = sin6 — %sinae +k eche [cos*0df = [cosf - cos®0df = sinfcos® O —
[ sin@ -3 (—sinf) cos® 0 df = sin 6 cos® 6 + 3 (1 — cos® ) cos® 0 df = sinf cos® § + (0 +sinf cosf) — 3 [ cos® 9 dh, da cui [ cos® 0df =
1(sin 6 cos® O + £ (6 + sin 6 cos 0)).



