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Analisi Matematica III (Fisica e Astronomia)

Esame Scritto (29/08/2016)

Università di Padova - Lauree in Fisica ed Astronomia - A.A. 2015/16

1. Sia g(x, y, z) = log(x + y � z) � x2 + 2y2 � 3z2.

(a) Quali insiemi di livello di g sono superfici regolari? Detta M la superficie di livello contenente il punto
A(0, 1, 0), mostrare che è possibile esprimere M , all’intorno di A, come grafico di una funzione z = '(x, y).
Calcolare poi in due modi il piano tangente a M in A.

(b) Dire per quale ↵ 2 R il punto A è stazionario in M per la funzione f(x, y, z) = xy + ↵y2 � z , determi-
nandone la natura (estremante locale o sella).

2. Sia A la porzione del primo quadrante del piano racchiusa dalla curva ⇢(✓) = 1 + cos ✓ (cardioide).

(a) Disegnare A e trovarne il baricentro.

(b) Dire se una tra le funzioni x
y e 1

x+y è integrabile su A, se s̀ı calcolando l’integrale.

3. Nello spazio cartesiano si consideri il solido E = {(x, y, z) : x, y, z � 0, x + y + z  4, x2 + y2 � 1} .

(a) Calcolare volume e area totale della superficie esterna di E.

(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo vettoriale F = (1,�1, 0).

(c) Calcolare l’area della base orizzontale di E usando la formula di Green nel piano (x, y).

Analisi Matematica III – Esame Scritto (29/08/2016) – Soluzioni (fino a (3.a))

1. (a) La funzione g(x, y, z) = log(x + y � z) � x2 + 2y2 � 3z2 è definita nel semispazio z < x + y. Posto per comodità u =
1

x+y�z
, il gradiente rg(x, y, z) = (u � 2x, u + 4y, �u � 6z) si annulla quando u = 2x = �4y = �6z: in particolare y = � 1

2
x

e z = � 1
3
x, e cos̀ı da u = 2x si ricava x = ±

q
3
5
, e dunque il punto P (

q
3
5
,� 1

2

q
3
5
,� 1

3

q
3
5
) (l’altra soluzione, opposta a P è

spuria perché è fuori dal dominio di g). Possiamo concludere che tutte le superfici di livello di g sono superfici regolari tranne
quella di livello g(P ) = � log 2 � 1

2
log 3 + 1

2
log 5 � 1

2
⇠ �0,9 nel punto P . In particolare la superficie di livello M contenente il

punto A(0, 1, 0) (data perciò da g(x, y, z) = g(A) = 2) è regolare; si ha rg(A) = ( @g
@x

(A), @g
@y

(A), @g
@z

(A)) = (1, 5, �1), ed essendo
@g
@z

(A) = �1 6= 0, grazie a Dini si può e↵ettivamente esprimere M all’intorno di A come grafico di una funzione z = '(x, y), con
'(0, 1) = z(0, 1) = 0 e r'(0, 1) = (żx(0, 1), ży(0, 1)) = (1, 5) . Per uso futuro ricaviamo anche le derivate seconde: derivando rispetto
a x e y i due membri dell’identità g(x, y, z(x, y)) ⌘ 2 otteniamo (1 � żx)u � 2x � 6zżx = 0 e (1 � ży)u + 4y � 6zży = 0 (da cui,
calcolando in (0, 1), si ha (1 � żx(0, 1)) = 0 e (1 � ży(0, 1)) + 4 = 0 che danno ancora (żx(0, 1), ży(0, 1)) = (1, 5)), e derivando ancora
rispetto a x e y si ottiene (�z̈xxu � (1 � żx)2)u2 � 2 � 6(żx)2 � 6zz̈xx = 0, (�z̈xyu � (1 � żx)(1 � ży))u2 � 6żxży � 6zz̈xy = 0 e
(�z̈yyu � (1 � ży)2)u2 + 4 � 6(ży)2 � 6zz̈yy = 0 da cui, calcolando in (0, 1), si ha �z̈xx(0, 1) � 2 � 6 = 0, (�z̈xy(0, 1)) � 30 = 0 e
(�z̈yy(0, 1) � 16) + 4 � 150 = 0, ovvero Hz(0, 1) =

✓
z̈xx(0, 1) z̈xy(0, 1)
z̈xy(0, 1) z̈yy(0, 1)

◆
=

✓
�8 �30
�30 �162

◆
. Infine, lo spazio tangente a�ne a M in

A è dato da rg(A) · (x � 0, y � 1, z � 0) = (1, 5,�1) · (x, y � 1, z) = 0, cioè x + 5y � z = 5; ciò si desume anche dalla forma grafico
z(x, y) = z(0, 1) + rz(0, 1) · (x � 0, y � 1), cioè z = 0 + (1, 5) · (x, y � 1) che ridà z = x + 5y � 5.

(b) La condizione che il punto A sia stazionario in M per f(x, y, z) = xy +↵y2 � z si scrive, usando Lagrange, chiedendo che rg(A) =
(1, 5,�1) sia proporzionale a rf(A) = (1, 2↵,�1): ciò dà ↵ = 5

2
. Consideriamo poi la funzione composta F (y, z) := f(x, y, z(x, y)) =

xy + 5
2
y2 � z(x, y): si ha rF (x, y) = (y � żx, x + 5y � ży) (da cui rF (0, 1) = (0, 0), come atteso) e HF (x, y) =

✓
�z̈xx 1 � z̈xy

1 � z̈xy 5 � z̈yy

◆
, da

cui HF (0, 1) =
✓

8 31
31 167

◆
, una matrice definita positiva (infatti 8 > 0 e det > 0): questo mostra che A è un punto di minimo locale

stretto per f in M .
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2. (a) (Figura 1) La figura piana A racchiusa nel 1o quadrante dalla curva polare ⇢(✓) = 1+cos ✓ ha area data da 1
2

R ⇡
2

0
(1+cos ✓)2d✓ =

1
2

R ⇡
2

0
(1 + 2 cos ✓ + cos2 ✓)d✓ = 1

2
[✓ + 2 sin ✓ + 1

2
(✓ + sin ✓ cos ✓)]

⇡
2
0 = 1

2
(⇡

2
+ 2 + 1

2
(⇡

2
)) � 1

2
(0) = 3⇡

8
+ 1. Vale poi(1)

R
A

x dx dy =R ⇡
2

0
d✓

R 1+cos ✓

0
⇢ cos ✓ ⇢ d⇢ = 1

3

R ⇡
2

0
cos ✓ (1 + cos ✓)3 d✓ = 1

3

R ⇡
2

0
(cos ✓ + 3 cos2 ✓ + 3 cos3 ✓ + cos4 ✓) d✓ = 1

3
[sin ✓ + 3

2
(✓ + sin ✓ cos ✓) +

3 sin ✓ � sin3 ✓ + 1
4
(sin ✓ cos3 ✓ + 3

2
(✓ + sin ✓ cos ✓))]

⇡
2
0 = 5⇡

16
+ 1 e

R
A

y dx dy =
R ⇡

2
0

d✓
R 1+cos ✓

0
⇢ sin ✓ ⇢ d⇢ = 1

3

R ⇡
2

0
sin ✓ (1 + cos ✓)3 d✓ =

[ 1
12

(1 + cos ✓)4]
⇡
2
0 = 5

4
, da cui xG = 5⇡+16

2(3⇡+8)
⇠ 0,9 e yG = 10

3⇡+8
⇠ 0,6.

(b) L’insieme A è compatto, ma le funzioni x
y

e 1
x+y

non sono limitate su A; tuttavia, essendo positive su A, per Tonelli e Fubini

basterà calcolare un integrale iterato e osservare cosa succede. • L’integrale
R

A
x
y

dx dy è finito se e solo se lo è l’integrale iterato

(già in variabili polari)
R ⇡

2
0

d✓
R 1+cos ✓

0
⇢ cos ✓
⇢ sin ✓

⇢ d⇢ = 1
2

R ⇡
2

0

(1+cos ✓)2

sin ✓
d✓; tuttavia, poiché (1+cos ✓)2

sin ✓
⇠⇤

0+
1
✓
, la funzione non è integrabile

su A. • L’integrale
R

A
1

x+y
dx dy è finito se e solo se lo è l’integrale iterato

R ⇡
2

0
d✓

R 1+cos ✓

0
1

⇢ cos ✓+⇢ sin ✓
⇢ d⇢ =

R ⇡
2

0
1+cos ✓

cos ✓+sin ✓
d✓, che

dopo la semplificazione per ⇢ è l’integrale di una funzione continua su [0, ⇡
2
] e dunque converge. Per il calcolo converrà porre  =

✓ + ⇡
4
, ottenendo

R ⇡
2

0
1+cos ✓

cos ✓+sin ✓
d✓ =

R ⇡
2

0
1+cos ✓p

2 sin(✓+⇡
4

)
d✓ =

R 3⇡
4

⇡
4

1+cos( �⇡
4

)p
2 sin 

d✓ =
R 3⇡

4
⇡
4

1+
p

2
2

(cos +sin )p
2 sin 

d✓ = 1
2

R 3⇡
4

⇡
4

p
2+cos +sin 

sin 
d✓ =

1
2

R 3⇡
4

⇡
4

(
p

2
sin 

+ cotg + 1) d✓ = 1
2
[
p

2 log tg  
2
� log sin +  ]

3⇡
4
⇡
4

= ⇡
4

+
p

2 log(
p

2 + 1) (ricordando che tg ⇡
8

=
p

2 � 1 e dunque

tg 3⇡
8

= cotg ⇡
8

= 1p
2�1

=
p

2 + 1).

3. (a) (Figura 2) Calcoliamo il volume di E per (x, y)-fili, tenendo presente che la base B è la di↵erenza tra il triangolo rettangolo
B0 = {(x, y) : x, y � 0, x+y  4} e il quarto di cerchio B00 = {(x, y) : x, y � 0, x2+y2  1}: risulta allora Vol E =

R
B0(4�x�y) dx dy�R

B00(4�x�y) dx dy =
R 4

0
dx

R 4�x

0
(4�x�y) dy�

R ⇡
2

0
d✓

R 1

0
(4�⇢(cos ✓+sin ✓)) ⇢ d⇢ = 1

2

R 4

0
(4�x)2 dx�

R ⇡
2

0
[2⇢2� 1

3
⇢3(cos ✓+sin ✓)]⇢=1

⇢=0 d✓ =

� 1
6
[(4 � x)3]40 �

R ⇡
2

0
(2 � 1

3
(cos ✓ + sin ✓)) d✓ = 32

3
� [2✓ � 1

3
(sin ✓ � cos ✓)]

⇡
2
0 = 34

3
� ⇡. • Per considerazioni di geometria elementare,

la già descritta base B ha area 8 � ⇡
4
; e ciascuna delle facce laterali Tx e Ty, triangoli rettangoli isosceli di lato 4 � 1 = 3 paralleli

rispettivamente all’asse x e y, ha area 9
2
. La faccia cilindrica posteriore C, parametrizzata da (cos ✓, sin ✓, z) (elemento d’area 1)

con 0  ✓  ⇡
2

e 0  z  4 � cos ✓ � sin ✓ , ha area
R ⇡

2
0

d✓
R 4�cos ✓�sin ✓

0
1 dz =

R ⇡
2

0
(4 � cos ✓ � sin ✓) d✓ = [4✓ � sin ✓ + cos ✓]

⇡
2
0 =

(2⇡ � 1) � (1) = 2(⇡ � 1). Infine, l’area della faccia anteriore obliqua S si può ricavare da quella di B con la legge del coseno: poiché
il vettore normale (1, 1, 1) =

p
3( 1p

3
, 1p

3
, 1p

3
) forma con l’asse z un angolo di coseno 1p

3
, l’area di S vale

p
3(8 � ⇡

4
). L’area totale di

E è perciò (8 � ⇡
4
) + 2 · 9

2
+ 2(⇡ � 1) +

p
3(8 � ⇡

4
) = 15 + 8

p
3 + (7�

p
3)⇡

4
.

1. Ex. 2. 3. Ex. 3.

(1)Ricordiamo che
R

cos3 ✓ d✓ =
R

cos ✓(1 � sin2 ✓) d✓ = sin ✓ � 1
3

sin3 ✓ + k e che
R

cos4 ✓ d✓ =
R

cos ✓ · cos3 ✓ d✓ = sin ✓ cos3 ✓ �R
sin ✓ · 3 (� sin ✓) cos2 ✓ d✓ = sin ✓ cos3 ✓ + 3

R
(1 � cos2 ✓) cos2 ✓ d✓ = sin ✓ cos3 ✓ + 3

2
(✓ + sin ✓ cos ✓) � 3

R
cos4 ✓ d✓, da cui

R
cos4 ✓ d✓ =

1
4
(sin ✓ cos3 ✓ + 3

2
(✓ + sin ✓ cos ✓)).
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