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. (a) Quali superfici di livello di g(x,y,z) = 2% + yz — log(z — y + 22) sono regolari? Detta S quella di
A(0,1,1), trovare lo spazio tangente affine e una parametrizzazione locale di S in A.

(b) Dire per quale a € R si ha che A é stazionario per f(z,y,z) =+ ay+ z su S, determinandone la
natura. Trovare poi gli estremi di tale f su K = {(z,y,2) : 2 + 4> + 22 <6, x + y > 0}.

. Si consideri la funzione f(x,y) =z log(2—2).

(a) Studiare dominio, zeri, segno, curve di livello e limiti interessanti di f.
(b) Dire se ha senso l'integrale di f su E = {(x,y):0<z<1,0<y<2z}; se si, calcolarlo.

. Si consideri nel piano verticale (x,z) I'insieme A = {(z,2) : 2> + 22 < R*, 2 >0, z > @R}, e sia D il
solido di R? ottenuto ruotando A di un quarto di giro in verso antiorario attorno l’asse z.

(a) Determinare area e baricentro di A, volume e momento d’inerzia di D rispetto all’asse z.

(b) Parametrizzare la porzione L della frontiera di D che fa parte della superficie sferica esterna; calcolarne
poi area in due modi, sia usando la parametrizzazione che il teorema di Guldino.

(c) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per L e per il campo F = (0,0, z).

(d) Detta B la porzione della frontiera di D sul piano orizzontale (x,y), calcolare [p xy? dx dy sia diret-
tamente che tramite la formula di Green, verificando che il risultato non cambia.

. E data I'equazione differenziale totale (2xy —1)dz —22dy =0.

(i) Determinare le curve integrali dell’equazione.

(ii) Trovare gli equilibri e un integrale primo del sistema autonomo nel piano naturalmente associato
all’equazione. Disegnarne poi le orbite e il verso di percorrenza.

(iii) L’insieme delle soluzioni del sistema ha qualche parita? Nel senso: se ¢(t) : I — R? (ove I & intervallo
di R) é soluzione, lo é necessariamente anche —p(t), o ¢(—t), o —p(—t), o nessuna?

(iv) Trovare il flusso del sistema, cioé le sue soluzioni al variare del dato (x(0),4(0)) = (o0, yo) € R
. Si consideri I'equazione differenziale y" + (1 — 2i)y’ — 2iy = 2cost — 5e~! nell’incognita y(t).

(a) Descrivere a priori la struttura dell’integrale generale, indi calcolarlo esplicitamente.
(b) Scrivere il sistema del primo ordine Y' = AY +b(t) (ove Y(t) = (yl(“) ) equivalente all’equazione

y2(t)
data; calcolarne poi et e la soluzione con condizione iniziale nulla.
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Analisi Matematica III — TEST n. 3 di Esame Scritto (09/01/2025) — Soluzioni.
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(Figura 1a) Il gradiente di g(z,y, 2) = 22 +yz—log(z—y+22) ¢ Vg = (2z

quando 2z = —z = %y = ﬁlﬁz: pertanto y = 4z, z = —2x e 2x = s e CTS NG TSy
impossibile. Ne segue che tutte le superfici di livello di g sono regolari. e Il punto A(0,1,1) appartiene alla superficie
di livello S data da g(z,y,z) = g(A) = 1, e lo spazio tangente affine a S in A ¢ dato da Vg(A) - (x =0,y — 1,z —1) =
(-1,2,-1) - (z,y — 1,z — 1) = 0, ovvero il piano  — 2y + z + 1 = 0. Per una parametrizzazione locale, essendo
%(A) = —1 # 0 possiamo esplicitare z(y, z), ottenendo cosl una parametrizzazione locale v(y, z) = (z(y, 2),y, z) con
z(1,1) = 0, Vz(1,1) = (2,—1) e (facendo ulteriori conti di derivazione dell’identitd g(z(z,z),y,z) = 0) I'hessiano

HI(1,1):( Byy(1,1)  dyz(1,1) ):( 9 2 )

Eyz(1,1)  #22(1,1) -2 3

(Figura 1b) Il gradiente di f(z,y,2) =z +ay+z e Vf = (1,a,1), e affinché A sia stazionario per f serve che Vf(A) =
(1,a,1) e Vg(A) = (-1, 2, —1) siano dipendenti: questo dd a = —2. Per capire il carattere di A per f su S basta comporre
f con la parametrizzazione v, ottenendo F(y, z) := f(z(y, 2),y, 2) = z(y, 2) —2y+ z, e studiare il carattere del punto (1, 1)
per F. Siha F(1,1) = £(0,1,1) = —1, VF(y, z) = (& — 2, = + 1) (da cui VF(1,1) = (iy(1,1) — 2, #.(1,1)+1) = (0,0),
come previsto) e Hr(y, z) = ( Fov Ly ) = ( Byy  Bys ) = Ha(y, 2), da cui Hp(1,1) = Ho(1,1) = ( S ) che &

yz Fzz Tyz Tzz
definita positiva: ne segue che A & un punto di minimo locale stretto per f su S. e Nel compatto K = {(z,y,2) : 2> +y*+
2% < 6, z+y > 0} non vi sono punti stazionari per f(x,y, z) = & —2y+ 2 ne’ tra i punti interni (il gradiente Vf = (1, -2, 1)

non si annulla mai) ne’ tra i punti del disco posteriore { (i due gradienti di f e della superficie del disco

. . . .. . . . N . . . . 2 2 — N
sono ovunque indipendenti). La condizione di stazionarietd per i punti sulla superficie sferica { e ++yy> g =6 & data da

2z 2y 2z T =z
rangog 1 9 1 ) <2 ovvero { y=-2z ) , con unica soluzione accettabile P(—1,2,—1). Infine, i
224y +22=6,z+y >0 224+ 92 +22=6,s4+y>0
2z 2y 2z
3 . . . —6 . det 1 1 0 =0 x—y—3z2=0
punti stazionari sulla circonferenza { 2 +y?+2% =6 gono dati da 1 -2 1 ,OVVero { z24+y2+:.2=6 ,
+y=0 22 4 2 2 _g —0
Yo+ 27 = z+y
z+y=0

con soluzioni Q, (+3,/%, F3/&,+2\/F). Poiché f(P) = —6 < f(Q_) = —v33 < f(Q,) = V33, il massimo assoluto di
fsu K & +/33~ 5,7 (assunto in @, ) e il minimo assoluto &€ —6 (in P).

2x—y

(Figura 2) 11 dominio di f(z,y) =z log(2 — %) e datoda z #0e 2— £ > 0, ovvero > 0: per x 2 0 si ha dunque
y S 2z. Nel dominio si ha f(z,y) = 0 quando 2 — ¥ = 1, ovvero sulla bisettrice y = =x; si ha poi log(2 — £) > 0 quando
2— 2> 1 ovvero ==¥ > 0, pertanto vale f(z,y) > 0 se e solo se y < x. La curva di livello Cr = {(z,y) : f(z,y) =k} &il
graﬁco y = x(2 — */®): notato che C_j, & la simmetrizzata di Cj, (ovvero (x,y) € C_j se e solo se (—x, —y) € Cy), si ha
che per k > 0 tale grafico tende a 0~ per 2 — 0~ e tende a —oo per & — 0T, ha un unico zero in = = 10;2

alla bisettrice y = = per x — oo. La funzione f ¢ C°° nel suo dominio, dunque i limiti interessanti sono nei punti della
retta y = 2x, nei punti dell’asse x = 0 e nel punto all’infinito ooz del piano. In un punto (zo,2z0) con xo # 0 il limite &
chiaramente Foo a seconda che xo 2 0. In un punto (0,yo) con yo # 0, preso 0 < € < |yo| e considerata la semipalla di
centro tale punto e raggio ¢ contenuta nel dominio, in essa si ha che zlog(2 — ¥2t) < f(z,y) < zlog(2 — ¥2=5) (cid vale
sia quando yo > 0, caso in cui la semipalla ¢ quella con x < 0, sia quando yo < 0, caso in cui la semipalla & quella con
z > 0), da cui per il teorema dei carabinieri segue che il limite di f ¢ 0. Quanto all’origine O(0, 0), tendendovi lungo y = x
il limite & 0 (e tale resta anche tendendovi lungo ogni altra retta y = max contenuta nel dominio, ovvero con m < 2), ma
il limite non pud essere 0 perché in ogni intorno di O vi sono altri punti della retta y = 2z in cui il limite & co (mentre,
se il limite fosse 0, per definizione dovrebbe esistere un intorno di O nel quale |f(z,y)| < 1), dunque in O il limite non
esiste; a tal proposito notiamo anche che quando » — 0 si ha che f(rcos6,rsinf) = rcosf log(2 — tg#) effettivamente
tende a 0 ma non in modo uniforme rispetto a —3 < 6 < arctg2. Quanto infine a co2, tendendovi lungo y = x il limite ¢
0 mentre tendendovi lungo y = %x il limite & Foo, pertanto anche in questo caso il limite non esiste.

L’insieme di integrazione E = {(z,y) : 0 < z < 1, 0 < y < 2z} & contenuto nel dominio di f, e su esso f & continua
ma ne’ limitata ne’ a segno costante, dunque va prestata particolare attenzione perché l'integrale di Lebesgue potrebbe
anche non avere senso (cio accadrebbe nel caso in cui entrambi gli integrali delle sue parti positiva e negativa f * fossero
infiniti). Notiamo che, posti E+ = {(z,y) € E : © 2 y} si ha E = E_ U E; (a meno di insiemi trascurabili) e f 2 0
su E+i, dunque fE [z, y)dedy = :I:fEi f(z,y)dzdy: esaminiamo dunque i due singoli integrali fEi fz,y) dz dy,
in cui f ha segno costante e che dunque, convergano essi 0 no, possono essere affrontati come integrali iterati, e poi
trarremo le debite conclusioni circa lesistenza di [, f 5 f(x,y) dxdy (pitt precisamente, se almeno uno dei due sara finito
avré,sensodeﬁnirefE Iy)dxdy—fEf+xy)dxdy fE my)dmdy—fE+ my)dxdy—i—fE xy)dacdy). e Siha

Jgs Flz,y dwdy—fzzo dxfyyzgcsclog( —Bydy = [, “= 2 ((y—2x)(log(2 -4 -]y dx fo —(—2z)(log 2 —
1))dz = (2log2 — 1 fol 2?dr = M , dunque ﬁnlto (e > 0) e Siha [, f(x,y)dedy = Z 01 dm Y zzmm log(2 —
Dydy = [, La((y — 22)(log(2 — 7) — 1)Y= da fo (0 - (—z)(-1))dz = ffola: de = -1, pure esso finito (e

< 0). Dunque ha senso ed ¢ finito anche fE T y)dmdy— fEfJr T y)dxdy fE (z,y)dxdy = fE+ x,y) dx dy +
Jo- f flz,y)dody = 282=1 — 1 = _2(1 —1log2) < 0.

(Figura 3) L’area della zona piana A = {(z,2) : 2> + 2> < R?*, 2 >0, = > gR} puo essere calcolata agevolmente



per differenza, vedendo A come A’ \ A” ove A’ & il settore circolare dato (in coordinate polari (p,1)) del piano (z, z))
da0 <9 <ZTel0<p< R eA”&il triangolo {(z,2) : 0 < z < @R, 0 < z < z}: si ottiene dunque 1T R* —
%(%R)Q = ’TT’QRQ. Anche il calcolo delle coordinate del baricentro pud procedere per differenza tra settore circolare
e triangolo: essendo [,, xdrdz = fo% dyp fORpcoswpdp = %R:” e [yyxdedz = fo de [ xdz = R otteniamo
TG = m(IA, rdrdz — fA,, rdxdz) = ﬁ}{; in modo simile si ottiene zg = m fA, zdx dz fA,, zdxdz) =

%R. A questo punto, per trovare il volume di D conviene usare il teorema di Guldino per i volumi dei solidi

di rotazione, ottenendo Fxg Area(A) = R®. Passiamo infine al momento d’inerzia Z di D rispetto all’asse z: D

12f
si pud parametrizzare naturalmente in coordinate cilindriche (r,6,z) con (r,z) € Ae 0 < 6 < 7, dunque, detta p la
densita di massa, si ottiene Z = fD u(z® +y?)dedydz = ufog dé fA r2rdrdz = S fA % drdz. Tl calcolo di fA r3drdz
pud essere fatto ancora una volta per differenza tra A’ e A”, ma giusto per cambiare lo facciamo usando la formula

di Green (per maggiori spiegazioni sulla quale rimandiamo a (d)), ottenendo fBA ir‘l dz = fo% LR cos 1) Recosp dip —

fogR i(gR)4 dz=1R° fo% cos® i dip — S—‘ERS = 71‘2€R5 In conclusione vale Z = Zp [, r® drdz = 734‘((/1 R®.
L si parametrizza naturalmente con gli angoli ¢ € [0, 7] formato dal vettore posizione col piano orizzontale (z,y) e 6 €
[0, %] delle coordinate cilindriche, avendo dunque ¢(v,0) = (z(v, ), y(¥,6), z(¢,0)) = (Rcostpcosd, Rcostpsinf, Rsinp):
elemento d’area risulta do = R®cosvdiydf, da cui Area(L) = [, do = fog do fo% R?costpdyp = ’“T‘/ERQ. Us-
ando invece Guldino, possiamo parametrizzare 1’arco I' di curva sul piano (z, z) che descrive L tramite (z(v), z2(v)) =

(Rcos®, Rsine), da cui Area(L) = 5 fr zdl =3 fo% Rcosy Rdy = ”‘TﬁRQ, come gia ottenuto in precedenza.

Va verificato che ®.(V x F) = §,, F - dl, ove V x F = (0,—1,0) & il rotore di F = (0,0,z). Per L usiamo an-
cora la parametrizzazione ¢(v,0) = (z(¥,0), y(¥,0), 2(v,0)) = (Rcosycos, Rcostsinf, Rsiny) con ¢ € [0, §]
e § € [0,%]: poiché la normale positiva a L che ne risulta & quella che entra nella sfera (verificare con le tre dita),

I’orientazione indotta sul bordo 0L & quella secondo cui il bordo, visto da fuori, & percorso in senso orario. e Si cal-
0 —Rsin cos 0 —Rcos 1 sinf
cola @1(V x F) = [ 21 10 = det ( “1 “Rsinusin®  Rcosy cosd )dwde = R* [T cos?ypd [7 sinfdf = R*(L(¢ +
T4 2 0 R cos 0

sin cos )] (— cos0]¢ = ”T”RQ. e [l campo F', ovunque parallelo all’asse z, € ortogonale ai due tratti orizzontali e nullo
sul tratto nel piano z = 0 del circuito dL, dunque I'unico contributo a faL F'-dx viene dall’arco I, che stante 'orientazione
oraria di L va percorso dal basso verso l'alto: usando la parametrizzazione di " gia vista nel punto precedente otteniamo
dunque [, w= [* Rcosty Rcostpdy = R [ cos® ip dyp = TE2R?, come gia trovato.

La porzione B della frontiera di D sul piano orizzontale (z,y) ¢ il quarto di corona circolare compreso tra i raggi gR e
R: con le coordinate polari si ottiene [, zy® dxdy = f0§ do f%R(r cos 0)(r? sin? 0) r dr = fO% cos 0 sin? 6 df f%R rddr =
(3 sin 3012 (37 5]fR = (- ZLIW)RS' e Ricordiamo la formula di Green: se W & un aperto di R*, U C W un
aperto con bordo regolare AU tutto contenuto in W e f,g : W — R due funzioni C!, si ha che faU(f dz 4+ gdy) =
fU (— — —) dx dy (ove si intende che AU & orientato in senso antiorario). Nel nostro caso abbiamo W =R? e U = B;

per ottenere la funzione integranda x?y possiamo ad esempio scegliere (f,9) = (0, %mQyZ), dunque si tratta di calcolare
faB L4242 dy. Poiché la forma 2 5T 2y? dy & nulla sugli assi, i contributi significativi all’integrale provengono dai due tratti
curv1hne1 esterno e interno, percorsi rispettivamente in su e in git: usando 'ovvia parametrizzazione polare si ha al-

lora fog 1(Rcos6)? (RsmB) Rcos6d0+f0 1 chosH) (?Rsine)2 chosﬂdG = (1— 5)R° f02 cos® fsin® 0 df =
[posto u =sinf] (1 — 4\F YR® fo 1 —v?)du = (1 — ﬁ)Rs(%ug -1’y = (1 - V)Rs, come gia trovato in
precedenza.

(Figura 4) Nell’equazione differenziale totale w = p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0 con p(x,y) = 22y — 1 e g(z,y) = —2?,

la forma w non ha punti singolari (infatti il sistema p(z,y) = ¢(z,y) = 0 non ha soluzioni), e non & esatta in quanto

% - % = 4x # 0. Tuttavia, dopo aver notato che x = 0 € una curva integrale dell’equazione, notiamo anche che la

funzione 7(2—5 - %) = —2 non dipende da y, dunque un fattore integrante & exp([(—2)dz) = Z: in effetti la forma
Lrw ¢ esatta (perché chiusa in ciascuno dei semipiani z = 0), con primitiva F(z,y) = 355 — %. Le curve integrali
dell’equazione totale sono dunque la gia trovata = 0, e le curve di livello F(z,y) = k: quanto a queste ultime, se k =0

si trova 'iperbole equilatera xy = %, e in generale le altre curve y = 1= jkz sono facilmente disegnabili (vedi in figura). In

particolare si noti che, detta C} la curva data da tale equazione, la curva C_j, € la simmetrizzata di C}, rispetto all’origine

(ovvero vale (z,y) € C_j se e solo se (—z, —y) € C}); inoltre Cy, ha un asintoto in z = 0, e quando k # 0 ha un solo zero

inx = (Sk)fé (ove per k < 0 si intende che la radice cubica & negativa) ed ¢ asintotica alla parabola y = —kz?.
2

Il sistema autonomo nel piano naturalmente associato all’equazione totale data e { ij ;zy - Alle domande di questo

punto si & gia sostanzialmente risposto nel precedente punto (i): il sistema non ha alcun equilibrio (I’equazione totale non
ha punti singolari), I'integrale primo & la funzione F(z,y), e le orbite sono i singoli rami connessi delle curve integrali
dell’equazione descritte in precedenza. L’unica cosa rimasta da discutere sono i versi di percorrenza di ciascuna orbita,
ma anche questo ¢ immediato: per le orbite del tipo F(z,y) = k, ovvero i rami delle curve y = %, essendo & =22 > 0

esse saranno percorse necessariamente nel verso delle = crescenti, mentre sulla orbita x = 0 (ovvero 'asse y) si ottiene



(iii)

y = —1 e dunque l’asse verra percorso in modo uniforme verso il basso, con legge oraria y(t) = —t + yo (ove yo = y(0)).

Per quanto detto prima su simmetria delle curve C} e verso di percorrenza delle orbite, delle parita proposte I'unica che
potrebbe esserci & quella per cui se (&) = (p1(t), p2(t)) : I — R? & soluzione allora anche —p(—t) = (—p1(—t), —p2(—t)) :

—I — R? lo & ove —I & Dintervallo opposto di I. Ed & vero: detta 1(t) = —@(—t) (dunque (¢1(t),2(t)) =
_ _4) — _ . P1(t) = p1(—t) = p1(—1)% = (—p1(—t))? =91 (1)? .
(=r(=t), —pa(=t))) sihache { a8 = s ot o icoatc = 1 = 2 (typaty 1 COme si voleva,

e Se il dato iniziale ¢ con zo = 0 abbiamo gia risposto nel punto (ii): la soluzione & (z(t),y(t)) = (0,—t + yo), che &

definita su tutto R e percorre uniformemente Passe y verso il basso. e Se invece il dato iniziale & con z¢ # 0, da & = 2>
si ricava facilmente che z(t) = 1ot ne consegue § = 27—y — 1, ovvero l'equazione lineare 4+ 2.5y = —1. Una
primitiva di u(t) = 255 & U(t) = 2log|zot — 1] = log(:cot —1)% e er(t> 1)dt = —i(mot — 1)3: si ha dunque

_ t - ZoY0— .
y(t)=e U(t)(f ul )( 1) dr +yoe’®) = 7(10; e (— 310 (zot — 1)% — 310 +yo) = %(7&&@”; + 1 —xot). La soluzione
¢ allora (2(1),y(t) = (7%, i(?fgtyfl_)ﬁ + 1 — xot)), definita sull’intervallo | — oo, %[ (se o > 0) o sull’intervallo
]10 ,+oo[ (se zo < 0), intorni in ogni caso dell’istante iniziale ¢ = 0.

L’equazione differenziale 3" +(1—2i)y’ —2iy = 2cost—5e¢~" & lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, con termine

non omogeneo ((t) = 2cost — 5e~* definito su tutto R: sappiamo che allora I'integrale generale S & uno spazio affine di
dimensione 2 di funzioni y(¢) : R — R di classe C?, ottenuto traslando lo spazio vettoriale 2-dimensionale Sy delle soluzioni
dell’equazione omogenea associata con una qualsiasi soluzione §(t) dell’equazione completa. e L’equazione caratteristica
24+ (1 —2é)7 — 2i = 0 ha radici 2i e —1, dunque So = {a1 e fase tar,a0 € C}. Essendo poi 2cost = et + eiit

iniziamo trovando due soluzioni partlcolarl per e’ e e~ per poi sommarle esse saranno rispettivamente del tipo ue® e

ve " con u,v da determinare, e i calcoli danno u = 1£* e v = —1=%. Quanto a —5e !, poiché —1 & radice caratteristica
semplice una soluzione particolare sara del tipo wte™*, e i calcoli danno w = 1 — 2i. Una soluzione particolare per
B(t) = 2cost — 5e” " sara pertanto §(t) = % et — % e " + (1 —2i)tet, da cui I'integrale generale risulta essere

S={a1e® 4+ (aa+ (1 —-2i)t)e " +Hte" —I=te ™ ay,a0 € C}.
Posto Y (t) = (yl(t)> il sistema Y’ = AY+b( ) equivalente all’equazione data ¢ quello con A = < o 71121. ) e b(t) =

0 A . . .
(B?t)) = (QCost . 55_t>' Gia sappiamo che gli autovalori di A sono 2i e —1, e che una risolvente per il sistema omogeneo
_ 2it —t .
associato & la matrice wronskiana delle soluzioni {**, e™*}, ovvero W (t) = ( 95 o2t - ): otteniamo dunque e'* =
1 €e —e

-1 _ e?it et 11 N7 1o2i % et 101\ L 1-2i( e? 42iet e?it — =t
W(t) W(0) _< 242t et )( 27 —1 ) - 5 1( 272t et )( 2i  —1 >_ Tl( 20 (e?it —e7t) 242t 4 et )
Infine, per trovare la soluzione Yy(t) del sistema con condizione iniziale nulla (ovvero Y5(0) = 0) si pud usare la formula
_ tA t —TA B Co. I _ )\ _ t P ) ;
Yo(t) =€ [Je b(7)dr, o si pud ricordare che naturalmente sara Yo(t) = (gg;gt;) = Zﬁ&;) ove yo(t) & la soluzione
_ 2(1459) )
3 .

148i
(=5

in S tale che yo(0) = y5(0) = 0 (i calcoli dovrebbero dare (a1, az) =

I

la. Ex. 1: la superficie S, il punto A e le curve di livello di f. 1b. Ex. 1: il compatto K e le curve di livello di f.

2. Ex. 2: segno, zeri, curve di livello, 'insieme E. 3. Ex. 3. la figura piana A e il solido D. 4. Ex. 4: alcune curve integrali.



1. (a) Quali superfici di livello di g(z.y.2) = 2% + yz — log(z — y + 2:) sono regolari? Detta S
quella di A(0,1,1), trovare lo spazio tangente affine e una parametrizzazione locale di S in A.
(b) Dire per quale o € R si ha che A é stazionario per f(x,y, ) = r+ay+: su S, determinandone

la natura. Trovare poi gli estremi di tale f su K = {(r.y,2): 22 + y* + 22 < 6. r +y > 0}.
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2. Si consideri la funzione f(r,y) =z log(2 - ¥).

(a) Studiare dominio, zeri, segno, curve di livello e limiti interessanti di f.
(b) Dire se ha senso l'integrale di fsu E = {(x,y):0<x < 1,0 < y < 2x}; se si, calcolarlo.

(a) g R ‘i'»-\,{:«. chala {fﬂ‘»"\\'&/ W“w« San, TR g_.,,LL.. /3_,\3“,
e zer -7( reheoe raisa .\3__ A
“)yL mikle v lE: ¢

b) [nscwa E & attwns.
( S.“ .(//'a _f /Mh* M}W raj:

a R
é:ga—ﬁiwﬂ [ peghi £
Es = {(u)¢E: X%y},

T
| | dpedc [F dndy sl dioirs
ahonks fot, i T o fs_p ffi N E{
J{J,‘JD : Jd,{j}x[ﬂ(z—"/)dj f ( 2* (2 %) - 4)] Jst
X b X

. (2 y2- q)f Vo 2—'—'3———’1 foe ( ">°)

oty [ e it e

£ Yo

Doopr 2 fﬂr,wg; 220 4 (A) e ~2 (k2] =0
E

3 —



3. Si consideri nel piano verticale (z, ) insieme A = {(,2) : 22+ =2 < R? : >0, 2 > 41?} ¢
sia D il solido di R? ottenuto ruotando A di un quarto di giro in verso antiorario attorno I'asse =.

(a) Determinare area e baricentro di A, volume ¢ momento d'inerzia di D rispetto all'asse =,
(b) Parametrizzare la porzione L della frontiera di D) che fa parte della superficie sferica esterna:
calcolarne poi l'area in due modi, sia usando la parametrizzazione che il teorema di Guldino.

(¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per L e per il campo F = (0,0, ).

(d) Detta B la porzione della frontiera di D sul piano orizzontale (z,y), calcolare [, P dxdy
sia direttamente che tramite la formula di Green, verificando che il risultato non cambia.
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4. E data I'equazione differenziale totale (2zy —1)dx —2z2dy =0.
(i) Determinare le curve integrali dell’equazione.
(ii) Trovare gli equilibri e un integrale primo del sistema autonomo nel piano naturalmente asso-

ciato all’'equazione. Disegnarne poi le orbite e il verso di percorrenza.
(iii) L’insieme delle soluzioni del sistema ha qualche parita? Nel senso: se ¢(t) : I — R? (ove [ &
intervallo di R) & soluzione, lo ¢ necessariamente anche —(t), o ¢(—t), 0 —p(—t), o nessuna?
(iv) Trovare il flusso del sistema, cio le sue soluzioni al variare del dato (x(0), y(0)) = (zo. ) € R2.
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5. Si consideri 'equazione differenziale y” + (1 — 2i)y’ — 2iy = 2cost — 5¢* nell’incognita y(t).

(a) Descrivere a priori la struttura dell’integrale generale, indi calcolarlo esplicitamente.
(b) Scrivere il sistema del primo ordine Y’ = AY + b(t) (ove Y () = (‘“"’) ) equivalente

ya(t)
all’equazione data; calcolarne poi ¢'4 e la soluzione con condizione iniziale nulla.
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