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IN STAMPATELLO Fi8 f AST

1. Sia I Vinsieme di livello di g(x,y,2) = (x2? —y, 22 —log(v — x)) che contiene il punto A(1, 2,0).

(a) Mostrare che I' & una varieta regolare all’intorno di A (di che dimensione?), e determinarne
una parametrizzazione locale e lo spazio tangente affine in A.

(b) Dire rispetto a quale coordinata il punto A & stazionario in ', determinandone la natura.

(e) Quali insiemi di livello di g sono varieti regolari? Di che dimensione? E quelli di ¢;7 E di g2?

2. (a) Direse f(z,y)= ;% ¢ integrabile sugli insiemi A= {(z.¥):0<2y <z <1}, B= {(z,v):

24y <R, rx>0,y>0} o C={z>1, —;31- < y < 0}, se sl calcolando 'integrale.

(b) La cicloide & la curva piana disegnata da una matita fissata sul bordo di un disco che, partendo
con la matita in (0,0), rotola senza strisciare per un giro sull’asse x. Descriverla parametri-
camente (il raggio del disco sia R), e calcolare area e baricentro della zona tra essa e I'asse z.

3. Si consideri il cono avente vertice a quota 2h sull’asse z e base il quarto di ellisse nel primo qua-
drante del piano (x, y) di semiassi a e b, e sia D il solido ottenuto troncando il cono a quota h.
Siano poi L la porzione di superficie esterna di D non piana, e B quella sul piano (y, z).

(a) Calcolare il volume di D.

(b) Verificare la formula di Stokes per B e per il campo F = (z — 2,9, 0).

(e) Calcolare il flusso di F' uscente da L col teorema di Gauss; e, se possibile, anche direttamente.
(d) Impostare il calcolo dell’area di L, e terminarlo nel caso in cui a = b.
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(¢) Poiché il campo F' ha divergenza nulla, il teorema di Gauss dice che il flusso totale di F' uscente dalla superficie
esterna 80D & nullo. D’altra parte, F' & un campo orizzontale ('ultima componente & nulla) e dunque i suoi flussi
attraverso le porzioni orizzontali (basi sopra e sotto) di 9D sono nulli; e sul piano (x, z) esso ¢ parallelo all’asse z (le
ultime due componenti sono nulle) e dunque & nullo anche il suo flusso attraverso la porzione di 8D su tale piano. In
sostanza, Gauss dice che il flusso di F uscente da L & 'opposto del flusso di F uscente da B, che & di facile calcolo:
[o(z.1,0) - (=1,0,0)dydz = — [pzdydz = — [P dz {5 zdy = —b [P 2(1 - F)dz = -b(F - El6 = —4bh°.
Pertanto il flusso di F' uscente da L vale 1bh*. e Col conto diretto, L si pud parametrizzare usando la parametrizzazione
7 di D bloccata su s = 1, ovvero ((1 — g;)acosy, (1 — g )bsing, z) con 0 < ¢y < Z e 0 < =z < h, e il Alusso di F

2 —=(1- jacosy  —(1 — Jasinyg —pracosy
uscente da L viene +I:dzj;;det( n_ﬂ?}i.juw {1_‘%bm¢ _",ta.;w )d\b:bf:dzj;%(z(l— 35 ) cos Y —
o 0 1

(1 - 2)acos2¢)dz = b (1 — ) (zsing — La(1 — ) sin2¢]hg dz =b [ 2(1 — &) dz, che come prima da Lbh?.

(d) La parametrizzazione di L da a conti fatti un elemento d’area do = (1 — f;)\/%"; + a?sin® ¢ + b? cos? ¢ dipdz, e
'area di L ne risulta -'rlﬁvirl*lﬂ-b] do. e Nel caso a = b lintegrale diventa jinnilxlo-"l“ - ?‘E)\/Tﬂ;‘? +a? dyrdz, e il suo
calcolo da ay/1 + 8% [M d= [F(1 — &) dv = Fay/1 + 8% [P — H)d= = Fay/1 + 3% (= — S8 = Fahy/1+ 8%

(risultato che — lo si verifichi — coincide con quello che otterremmo con la geometria elementare del cono circolare).
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