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Si consideri 'equazione differenziale (y” + ") cost =1 nella funzione scalare y(t) (ove r € Z).

Io A F P Elto (s 'A] o (a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni del problema dato?
2024 ( 2C (b) Se ¢ (t) & soluzione su un intervallo I.C 10, +o0[ allora w(t). = <p(—t).e/0. n(t) = —ga(—‘t) 1‘0 sono
g c su —I C]—00,0[? Nel caso, ne seguirebbe che una soluzione definita in ¢ = 0 & pari/dispari?
(24 ?‘hhﬂ-l s 202 ) (c) Posto r = 1 determinare la soluzione con dato (y(0),3'(0)) = (a,b) € R2.

(d) Rivisitare le precedenti questioni per il problema (y” + |y|*)cost =1 con a € R.
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Si consideri I'equazione differenziale (y +y") cost = 1 nella funzione scalare y(t) (ove r € Z).

(a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni del problema dato?

(b) Se p(t) & soluzione su un intervallo I C 0, +o00[ allora (t) = ¢(~t) e/o n(t) = —p(—t) lo sono
su —I C]—00,0[? Nel caso, ne seguirebbe che una soluzione definita in ¢ = 0 & pari/dispari?

(c) Posto r = 1 determinare la soluzione con dato (y(0),'(0)) = (a,b) € R%.

(d) Rivisitare le precedenti questioni per il problema (y” + [y|*) cost = 1 con a € R.



3. (a) L’equazione differenziale (y” +y")cost = 1 non & in forma normale; d’altra parte nessuna soluzione pud essere
definita in punti del tipo t = 7 + km con k € Z (ne seguirebbe 0 = 1), dunque ’equazione & del tutto equivalente a
y" +y" = = (asua volta equivalente al problema del 1o ordine in forma normale (y,p)’ = f(y,p,t) = (p, /=5 —¥")) su
intervalli aperti Iy =]5 + km, 5 + (k + 1)7[. @ Se 7 < —1 deve essere y # 0; per ogni altro dato (to,yo) con to # § + km
e yo # 0 & garantita esistenza e unicita locale (e unicita globale) della soluzione. ® Se r = 0 oppure r = 1 I’equazione
& lineare, dunque per ogni dato (to, o) con to € I & garantita esistenza e unicitd globale sull’intero intervallo Ix. e Se
7 > 2, ancora una volta per ogni dato (to,y0) con to # 5 + km & garantita esistenza e unicita locale (e unicita globale)
ma non si pud dire nulla sull’esistenza globale.

(b) Sia ¢(t) soluzione su un intervallo I C |0, +oo[. Se %(t) = p(—t) (ovet € —I) siha ¢'(t) = —¢'(—t) e " (t) = " (-t),
pertanto (¢ (t) + ¥(t)") cost = (" (—t) + @(—t)") cost = (¢" (—t) + ¢(—t)") cos(—t) = 1, il che mostra che anche 9(t)
& soluzione su —I. Una verifica analoga per 7(t) = —p(—t) da esito negativo. e Il fatto che se ¢(t) & soluzione allora lo
& anche la riflessa 9(t) = ¢(—t) non implica che le soluzioni definite in ¢ = 0 siano pari: infatti il fatto che 1/(0) = ¢(0)
costituisce un dato di Cauchy incompleto perché manca il dato anche sulla derivata prima. Se perd una soluzione definita
in ¢t = 0 ha ivi derivata prima nulla allora essa & necessariamente pari, perché infatti in tal caso oltre a (0) = ¢(0) si ha
anche 9'(0) = —¢’(0) = 0=¢'(0), dacuiyp = ¢ per unicita globale.

(c) Come detto prima, le soluzioni di " +y = = (lineare a coefficienti costanti) con dato in to = 0 saranno definite
su tutto Jo =]— 7, 5[. Un sistema fondamentale per 'omogenea & dato da {cost, sint}; col metodo di variazione delle
costanti arbitrarie, una soluzione pa,rtlcola,re per la completa & del tipo §(t) = c1(t) cost + ca(t)sint con ¢ = —sint m”
(dunque c1(t) = log|cost|) e ¢ = +cost = = 1 (dunque cz(t) = t). Ne segue che le soluzioni dell’equazione
data sono tutte e sole quelle del tipo y(t) = (A + log|cost|)cost + (B + t)sint con A,B € C. Derivando si ha
y' =tgt cost— (A+log|cost|)sint+sint+ (B +t) cost, dunque imponendo che (y(0),y'(0)) = (A, B) = (a, b) si ottiene
y(t) = (a +log | cost|) cost + (b+ t)sint: in particolare, come previsto, se y'(0) = b = 0 le soluzioni sono pari.

(d) Passiamo ora al problema (y” + |y|*) cost = 1 con o € R e A quanto detto in (a) va aggiunto che, nel caso 0 < a < 1,
per dati di tipo (o, 0) la funzione f(y, p,t) resta continua ma perde la lipschitzianita rispetto (y,p): per tali dati si avra
esistenza locale ma non ¢ assicurata l'unicitad. e Per (b) non cambia nulla. e Quanto a (c), invece, la situazione & pit
delicata. In effetti, per dati con a > 0 un sistema fondamentale per 'omogenea resta {cost, sint} come prima; ma per
dati con a < 0, essendo |y| = —y I'equazione caratteristica diventa A> — 1 = 0 e dunque un sistema fondamentale per
I’omogenea diventa {ef, e~*} (o equivalentemente {cosht sinht}); usando ancora il metodo di variazione delle costanti
arbitrarie una soluzione particolare & allora ( fu o dr)e’ + ( fo se—dr)e” = 0’ %d‘r cosi che lo spazio
delle soluzioni nel caso y(0) = a < 0 & y(t) = Acosht + Bsinht + f,: % dr con A,B € C, e imponendo che
(y(0),%'(0)) = (a,b) si ha (A, B) = (a,b). Pertanto, se il dato iniziale & con a = 0 e b # 0 andranno incollate le soluzioni
y(t) sopra e sotto con t 2 0 a seconda che b 2 0, mentre se a = b = 0 notiamo che dal testo dell’equazione si deduce che
y”(0) =1 > 0 e dunque la soluzione & > 0 per ¢ # 0 all'intorno di 0; inoltre questo procedimento va rimesso in atto con
un nuovo problema di Cauchy in un istante diverso ¢1 ogniqualvolta la soluzione si annulli in quell’istante ¢;.

T°APPELL0 saTTD
2024 (25

(b) Posto a = 1 risolvere i problemi di Cauchy con y(1) = 0, oppure y(1) = —1, opp

[ :‘ P'OLPQ-I s 202 ;> (c) Posto a = 0 risolvere gli stessi problemi di Cauchy del punto precedente.
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E data equazione differenziale (ay?+1t)y = y+ (a— 1)t nella funzione scalare y(t) (ove a € R).

(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni del problema dato?

ure y(—1) = 2.
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E data 'equazione differenziale (ay?+t)y’ =y + (a— 1)t nella funzione scalare y(t) (ove a € R).
(a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni del problema dato?

(b) Posto & = 1 risolvere i problemi di Cauchy con (1) = 0, oppure y(1) = —1, oppure y(—1) = 2.
(c) Posto a = 0 risolvere gli stessi problemi di Cauchy del punto precedente.

(a) L’equazione (ay? +t)y’ = y + (o — 1)t non & in forma normale.  Se a = 0 essa diventa ty’ = y — t, che essendo

lineare avra soluzioni definite su tutto | — oo, 0[ oppure ]0, +00l; se inoltre esistesse qualche soluzione y(t) definita anche
per t = 0 dovrebbe necessariamente aversi y(0) = 0. e Invece per a # 0 1’equazione non & lineare. Se il dato iniziale &
della forma y(to) = yo con ayd + to = 0 dovrebbe aversi anche yo + (o — 1)to = 0, e dalle due equazioni risultano le due
sole eventuali possibilitd (to,y0) = (0,0) oppure (per a # 1) (to,y0) = (—m, ﬁ) Invece per dati y(to) = yo

_yt(a=1)t

> ed & assicurata l’esistenza e
ay?+t

con ay3 + to # 0 si pud portare I'equazione in forma normale y' = f(y,t) =
unicitd locale (e 'unicita globale) della soluzione.
(b) Per a = 1 lequazione diventa (y? 4 t)y’ = y. L’equazione totale associata & w = p(y,t) dy + q(y,t) dt = 0 con

p(y,t) =y +t e qy,t) = —y; la forma w non & esatta (infatti % — %‘j =1-—(-1) =2 #0), tuttavia, una volta notato

che la funzione costante y = 0 & soluzione, poiché é(% - %Z) = —% non dipende da t si ha che exp(f(—%)dy) =y2
¢ fattore integrante. Se F(y,t) & primitiva per y 2w dovra aversi VF = %, %) =1+ ig, —%): da % = % si ricava
F= —i + ¢(y) con ¢ da determinare, dunque da % = y% +¢'(y) =1+ y% si deduce che ¢’(y) = 1, ovvero ¢(y) = y.

Una forma implicita per le soluzioni y(t) dell’equazione ¢ data dunque dalle curve di livello F(y,t) =y — i =k, ovvero
y? —ky —t = 0. Col dato y(1) = 0 la soluzione & la costante nulla y = 0 (dominio R); col dato y(1) = —1 si ricava k = 0,
da cui y*> —t = 0 ovvero y = —/¢ (dominio ]0, +o0); infine, col dato y(—1) = 2 si ricava k = % da cui 2y? — 5y —2t =0,

ovvero y = SHV2+18 (dominio | — 2, +ool).
(c) Per a = 0 Pequazione diventa ty’ = y — t, lineare. Scritta per ¢t # 0 nella forma y' + p(t)y = q(t) con p(t) = —+ e

q(t) = —1,si ha P(t) = [p(t)dt = —log|t| e [e"Dg(t)dt = [ —i7) dt = —olog|t| ove o = signt, col che la soluzione
generale si scrive come y(t) = e_P(t)(k+feP(‘>q(t) dt) = |t|(k—olog|t|) = t(k —log |t|) con k € R (notiamo che nessuna
di queste soluzioni si pud prolungare in ¢ = 0 come funzione C* perché y'(t) = k—1log [t| —1 ~=% +00). Col dato y(1) =0
si ricava k = 0, da cui y = —tlogt (dominio ]0, 4+00[); col dato y(1) = —1 si ricava k = —1, da cui y = —t(1 + logt)
(dominio ]0, +o0(); infine, col dato y(—1) = 2 si ricava k = —2 da cui y = —t(2 + log |t|) (dominio ]— 0o, 0]).



P = 2 _ 2
,‘;o APPELLO SO o Si abbia il sistema differenziale { z; gg B ;2 B zzg nell’incognita (z(t),y(t)) .

- 20 214 [ 2Z (a) Cosa si pud dire a priori su esistenza e unicitd delle soluzioni? Determinare gli equilibri e le

( 6 wclentlne 20 g,z) orbite delle soluzioni non costanti.
(b) Determinare le soluzioni che per ¢ = 0 valgono rispettivamente (—2, 2) e (1,1).
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(a) 11 sistema { d=v(2- “”2 —Y ; ha esistenza e unicita locale per ogni dato di Cauchy, perché il secondo membro &

y=a2(2—a? - y?

una funzione C'; nulla si pud invece affermare riguardo Iesistenza globale, perché il relativo teorema non & applicabile
visto che la crescita non & sublineare. Al di fuori della circonferenza z? + y* = 2 (che & fatta di equilibri) il sistema &
equivalente a quello in cui si semplifica per 2 — z> — 2, ovvero (&,9) = (y, x): 'unico altro equilibrio & dunque I’origine
(0,0), e un integrale primo del sistema (al di fuori della circonferenza 2> + y* = 2) & dato da F(z,y) = (2> —y?), le
cui curve di livello 22 — y? = k per k # 0 sono iperboli equilatere di asintoti y = +z e per k = 0 sono 'unione delle
due bisettrici y = +x. Tenendo presente che gli equilibri (che sono (0,0) e tutti i punti della circonferenza z* 4 y* = 2)
spezzano le curve di livello in orbite distinte, si ha che le orbite non costanti sono le porzioni delle suddette curve di
livello z2 — 4% = k che non contengono equilibri.

(b) Per quanto detto prima, l'orbita della soluzione con (z(0), y(O) = (—2,2) sara la semiretta y = —z con ¢ < —1
(punto d’intersezione di ¥y = —z con la circonferenza z” + y? 2), percorsa dal basso verso l'alto (infatti #(0) =
y(0)(2—2(0)>~y(0)?) = —12 < 0). Sostituendo y = —z in & = y(2—z?—y?) si ottiene # = 2z(z?—1), equazione scalare del

dz = 2dt si ottiene log(Y ‘ZLI‘) = 2t +h, e ricordando che z(0) = —

]

1o ordine a variabili separabili: integrando m

L. . . 221 2% o g2
si ricava k = log ‘/75; esponenziando si ha @ = ge ,da cui &5t

= 2¢" ovvero (4—3e")z” = 4 e dunque (sempre

4 et 2 . " - (2 2
ricordando che z(0) = —2) si ricava z(t) T La soluzione cercata & perciod (z(t),y(t)) = ( T \/m),
definita per t < to := ilog %: si noti che per ¢t — —oo la soluzione tende all’equilibrio (—1,1) e per t — ¢; scappa

all’infinito. e Il punto (1,1) & un equilibrio, dunque la soluzione con tale dato iniziale sara la costante in tale punto.
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To A PPE Lto SaliTrD E dato il problema di Cauchy { 5(0-)‘_2(?14 )y,a];l?i+ (jﬁ L nella funzione scalare y(t) (a € R).
=1, =—
- 2021 l 22 (a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni?

(/1 . ;enn.l-\‘o 20 2—?—) (b) Risolvere il problema per a = 1.

(c) Risolvere il problema per a = 0.
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(a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni?

E dato il problema di Cauchy { nella funzione scalare y(t) (a € R).

(b) Risolvere il problema per a = 1.
(¢) Risolvere il problema per a = 0.



3. (a) L’equazione y” + a(y)?> = 4y + (a — 1)e** & equivalente al sistema autonomo del 1o ordine nel piano delle fasi
F - . \ 5

(y,p) = (y,y') dato da { Z, - :’y Cap? 4 (a2 La funzione f(t,y,p) = (p,4y — ap® + (a — 1)e**) & di classe C*

su tutto R®, dunque la soluzione del problema di Cauchy ha esistenza e unicita locale e anche unicita globale. Quanto

all’esistenza globale, se & # 0 non si pud dire nulla a priori (infatti ¢’¢ crescita quadratica), mentre se @ = 0 'equazione

diventa lineare e dunque la soluzione sara certamente definita per ogni t € R.

(b) Per a = 1 l'equazione diventa y” + (y’)2 = 4y, autonoma del 20 ordine ed equivalente al sistema autonomo del

1o ordine nel piano delle fasi { z: - Zy 2 Passando all’equazione totale w = (4y — p®) dy — pdp = 0 e notando che

= = 2 non dipende da p, si ha che p(y) = e?¥ & un fattore integrante. Detta F(y,p) una primitiva di
e?Vw, da 9, F = —pe® si ha F(y,p) = 7%17262” + ¢(y) con ¢ da determinare, e da 8,F = —pe®¥ + ¢'(y) = (4y — p*)e¥
si ricava ¢(y) = 4ye®, da cui integrando ¢(y) = (2y — 1)e* (a meno di costanti additive). Si ha cosi F(y,p) =
(7§p2 + 2y — 1)e?¥; essendo nel dato iniziale F(1,—+/2) = 0, tale valore nullo sard mantenuto lungo tutta la soluzione
cercata. Ci siano allora ricondotti all’equazione del lo ordine p? = (y')? = 2(2y — 1), da cui y’ = —/2(2y — 1), a
variabili separabili. Ponendo u = 2(2y — 1) si ha %u’ = y/u, da cui separando le variabili ﬁ du = 2dt che integrata da
Vu=k—2t, edau(0) = } siricava k = v/2. Pertanto /u = v/2—2t, da cui u(t) = 2(1—tv/2)* e infine y(t) = t*—tv/2+1.
() Per a = 0 ’equazione diventa y” — 4y = —e?, lineare del 20 ordine a coefficienti costanti. Le soluzioni dell’equazione
omogenea associata sono generate da e** e e~* mentre, essendo 2 una radice caratteristica semplice, una soluzione
particolare per I'equazione completa sara della forma §(t) = ate? con a € R da determinare, e i conti danno a = —%.
La soluzione generale dell’equazione & dunque y(t) = (A — 1t)e* + Be™?" al variare di A, B € C. Imponendo infine la
condizione iniziale y(0) = A+ B =1e y'(0) = 24 — 1 — 2B = —/2 si ottiene (4, B) = (%, #).

1 (6(41/7172) _ 3(7?))
op dy



