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(a) Quali insiemi di livello di g sono curve regolari? Detta I' quella per P(2, —1), parametrizzare
T fino all’ordine quadratico attorno P e calcolarne in due modi la retta tangente affine in P.
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(b) Mostrare che P & un punto stazionario per f suI', determinandone la natura.

1. Nel piano cartesiano si considerino le funzioni f(z,y) =z —y e g(z,y) =ye* % +2z.

(c) Disegnato linsieme D = {(z,y) : # > 0, y < 1, 22 + 2y? < 6}, dire se esistono gli estremi
assoluti di f su D e, se si, calcolarli.
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1. Nel piano cartesiano si considerino le funzioni f(z,y)=z—y e g(z,y) =ye % +2z.

(a) Quali insiemi di livello di g sono curve regolari? Detta I' quella per P(2, —1), parametrizzare
T fino all’ordine quadratico attorno P e calcolarne in due modi la retta tangente affine in P.
(b) Mostrare che P & un punto stazionario per f su I, determinandone la natura.

(c) Disegnato linsieme D = {(z,y) : z > 0,y < 1, 2% + 2y < 6}, dire se esistono gli estremi
assoluti di f su D e, se s, calcolarli.




1. (a) (Figura 1) Il gradiente di g(z,y) = ye*™¥ + 2z & Vg = (ye*™ + 2, (2y + 1)e"T?¥); da Vg = (0,0) si ha
y=—1 e dunque —}e" "' +2 =0, da cui €' =4 ovvero z = 2log2 + 1. Pertanto, detto A(2log2 + 1, —1), tutte le
curve di livello di g sono regolari tranne al piti quella di livello g(A) = 4log2 in A. e In particolare & regolare la curva di
livello T" contenente P(2,—1), ovvero I' = {(z, ) : g(z,y) = g(P) = 3}. Da Vg(P) = (1,—1) si deduce che all'intorno di
P da g(z,y) = 3 si possono esplicitare sia z(y) che y(x): esprimendo ad esempio y(z) con y(2) = —1, da ye® 2V 422 = 3
derivando rispetto x si ottiene (v’ +y(1+2y’))e*?¥ +2 = 0, da cui calcolando per z = 2 si ha y/(2) — (1+24/(2))+2=0
ovvero y'(2) = 1; derivando ancora si ha (y” + v’ + 2(¥')* + 2yy")e* ™ + (v + y(1 + 2¢'))(1 4 2')e*t? = 0 da cui
calcolando per z = 2 si ha (y”(2) + 1+ 2 — 2y”(2)) + (1 — 3)(1 +2) = 0 ovvero y”(2) = —3. La parametrizzazione
locale cercata & dunque ¥(z) = (z,y(z)) con y(z) = =1+ (x —2) — 3(z — 2)% 4+ 02((x — 2)?), la cui parte al 1o ordine
y =—1+4 (z —2), ovvero y = z — 3, da la retta tangente; allo stesso risultato si arriva con Vg(P) - (z — 2,y +1) =0.

(b) La condizione di Lagrange per f(z,y) = z—yeI'da det (gg) = det (y ew+12v o s ;)lew”y) = (143y)e* > 4+2 =0
pit il vincolo g(z,y) = 3: il punto P soddisfa queste equazioni, dunque & stazionario per f su I'. Per determinarne la
natura componiamo f con la parametrizzazione vy ottenendo F(z) = f(y(z)) = z — y(z) e studiamo la natura di z = 2
per F(z): derivando si ha F'(z) =1 — 4’ (da cui F'(2) =1 —y'(2) = 0, come prevedibile per stazionarietd); derivando
ancora si ha F''(z) = —y” da cui F"'(2) = —y”(2) =3 > 0. Pertanto P & un punto di minimo locale stretto per f su I
(c) La funzione f(z,y) =  — y & continua su tutto il piano e Iinsieme D = {(z,y) : ¢ > 0,y < 1, z® + 2y*> < 6} (si
veda la Figura 1) & chiuso (definito da disuguaglianze larghe) e limitato (porzione dell’ellisse piena z* 4 2y* < 6, ovvero
in forma canonica % + (J\/%z < 1 con semiassi v/6 e v/3), dunque compatto: percid gli estremi assoluti di g su T
esistono per Weierstrass. Per la ricerca dividiamo D nei suoi punti interni, nei suoi tratti di bordo (due segmenti sugli
assi e un arco di ellisse) senza estremi e nei tre punti speciali L(0,1), M(2,1) e N(0,—/3).  La funzione f non ha punti
critici, dunque gli estremi assoluti di f su D non potranno essere assunti in punti interni di D. e Sui segmenti sugli assi
la funzione f diventa x oppure —y, pure prive di punti stazionari. e Per I’arco di ellisse la condizione di Lagrange da
x + 2y = 0, che in sistema con z* + 2y® = 6 d& come sola soluzione accettabile il gia noto punto P(2,—1). e Da quanto
trovato, gli estremi assoluti di f su D potranno essere assunti solo nei punti P, L, M e N: essendo f(P) =3, f(L) = -1,
f(M)=1e f(N) =3 ~ 1,7, il minimo assoluto & —1 (assunto in L) e il massimo assoluto & 3 (assunto in P).

2. Nel piano cartesiano sia A ={(z,y) : 2>+ 3> <a?,0<z <a,y > (1 — %)} (ovea>0).
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(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro geometrico
(b) Dire se gli integrali f s pdrdy e f Ay ~dzdy convergono, in tal caso calcolandoli.

Nello spazio cartesiano si disegnino la figura A nel piano orizzontale z = 0 e I’analoga figura A’

nel soprastante piano orizzontale z = a, e sia E il solido di tipo cilindrico con basi A e A’.

(c) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo radiale F' = (z,y, 2).
(d) Calcolare I’area della componente verticale S di F con profili orizzontali parabolici.()
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2. Nel piano cartesiano sia A = {(z,y) :2®+y? <a®,0<z <a,y>z(1— %)} (ovea>0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro geometrico.
(b) Dire se gli integrali [, %dz dy e [, idz dy convergono, in tal caso calcolandoli.

Nello spazio cartesiano si disegnino la figura A nel piano orizzontale z = 0 e I’analoga figura A’
nel soprastante piano orizzontale z = a, e sia E il solido di tipo cilindrico con basi A e A’.

(c) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo radiale F = (z,y, z).
(d) Calcolare 'area della componente verticale S di F con profili orizzontali parabolici.(t)

2. (a) (Figura 2) L'insieme A = {(z,y) : z>+y* < a?, 0 < z < a, y > z(1— £)} ¢ la differenza tra un quarto di cerchio e
un settore parabolico: essendo [; z(1— 2)dz = [} z*— %Z]‘O‘ = éa2, l’area di A risulta %az = éaz = 3’;;2112. Ragionando

per z-fili si ha poi [, zdzdy = [ dzfz(lfg) zdy = [y (zva® —a? —2° + %S)dz =[-%(a® - 12)% -1+ %]S =
a \/ﬂ;*ﬂ? a z
(—% + })a3 - (—éas) = }Ias e fAydzdy = fo dzf(l_ﬁ) ydy = %fo ((a? — z?) — (z(1 — f))z)dz = [a2z — %23 -

=
3 — 19,43, > 19
2a® + 1a® — 1a® = £a® dividendo per I'area, il baricentro risulta (325a, ma).
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(b) Le funzioni i e i sono > 0 su A, dunque per Fubini e Tonelli possiamo studiarne 'integrabilitd su A tramite

un integrale iterato. Ragioniamo ancora per z-fili. e Per fA < dzdy si ha fo dz fx’“‘f;:z ldy = fa(3Cz2’;22 — 14

) dz: notando che la funzione integranda & ~o £ ~; L, lintegrale diverge a 400 in z ~ 0". e Per fA idw dy si ha

Iy dzf(la_;)z ldy Jo (log(va? — 22) — log(z(1 — £))) dz = [;(} log(a — z) + 3 log(a + z) — logz — log(1 — £))dz =
[~3(a — z)(log(a — z) — 1) + 3(a + z)(log(a + ) — 1) — z(logz — 1) + a(1 — 2)(log(1 — £) — 1)]§ = (a(log(2a) — 1) —
a(loga — 1)) — (—a) = (1 + log2)a. Dunque i ¢ integrabile su A con valore (1 + log2)a.

(c) La superficie esterna OF ha 5 componenti: la parte verticale S con profili orizzontali parabolici, la parte cilindrica
anteriore C, le due basi A e A’ e la parte rettangolare R nel piano (y,z). Per il campo radiale F = (z,y,2) i flussi
attraverso A e R sono nulli per parallelismo. Per A’ il flusso uscente vale [, (z,y,a) - (0,0,1)dzdy = a - Area A =

31-24%. Per S, parametrizzata da (z,z(1 — £),2) con 0 < z < ae 0 < z < a (normale associata uscente), il flusso
x A 0

uscente vale + [ dx [ det (z1—2) 1-22 o]dz = afj(z— % -z 4+ %)dz =—afy %dz = —1a®. Infine per

z 0 L

C, parametrizzata da (acos6,asinf,z) con 0 < § < 7 e 0 < z < a (normale associata uscente) il flusso uscente vale

z acosd —asing 0
+ ;2 df [ det (asizns acos ?> dz = Za®. 1l flusso totale uscente di F da OF risulta pertanto (3752 + 5 — )a® =

12

33’;;20.3 (il triplo del volume di E, che & niente altro che area di base per altezza): poiché V - F = 3 e dunque
IE V.Fdzdydz = 3Vol E, cid conferma il teorema di Gauss.

(d) La componente S di OE, parametrizzata come detto sopra, ha elemento d’area do = 4/1+ (1 — 2£)2dx dz che &
I’elemento di lunghezza della base parabolica 4/1 + (1 — 2i‘)z dz per 'elemento di altezza dz (S & un rettangolo deformato,
la sua area sara sempre base per altezza): posto u =1— 22, da cui z = fa(l —u) edr= —fa du, Parea risulta dunque

Jado= [54/1+( 7%’)2dzfoadz=%azf_llx/1+u2du=a2f0 VI+uZdu=a®[}(uvI+u? +log(u+v1+u?))s
1(og(vV2 +1) + va)a®



- ° 'APPELLO SOl ol 3 E data I'equazione differenziale m¢y™ 1y = 1+4(¢t—1)y™ nella funzione scalare y(t) (ove m € N).
~ 2024(2§ (
(20 agosT> 202F) (

a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni?

(c) Posto m =1 determinare le soluzioni coi dati iniziali precedenti.

)

b) Posto m = 2 determinare le soluzioni con dati iniziali y(—1) = 1 oppure y(1) = 1.
)
)

(d) Nei casi m =2 e m = 1 esistono soluzioni definite anche per ¢ = 0?7
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3. (a) L’equazione mty™ 'y’ = 1+ (t — 1)y™ non & in forma normale. e Se m = 1 essa diventa ty’ = 1+ (¢t — 1)y,

che essendo lineare avra soluzioni definite su tutto | — co, 0[ oppure ]0, +00[; se inoltre esistesse (ma non ¢ detto) qualche
soluzione y(t) definita anche per ¢ = 0 dovrebbe necessariamente aversi y(0) = 1. @ Se i > 2 I’equazione non ¢& lineare.
Notiamo che una soluzione non pud mai annullarsi, altrimenti si avrebbe 0 = 1; inoltre un’eventuale soluzione definita
per t = 0 dovrebbe soddisfare y(0)™ = 1, ovvero y(0) = 1 (se m dispari) oppure y(0) = F1 (se m pari). Invece per dati
iniziali y(to) = yo con to # 0 e yo # 0, come quelli che sono assegnati nei punti successivi dell’esercizio, si pud portare
I’equazione in forma normale y' = f(t,y) = %‘%, essendo f di classe C' in tutto il quadrante aperto del piano
(t,y) che contiene il dato, sono garantite esistenza e unicita locale e I'unicita globale della soluzione.

(b) Per m = 2 lequazione diventa 2tyy’ = 1+ (t — 1)y?. L’equazione totale associata & w = p(y,t) dy + q(y,t)dt = 0
con p(y,t) =2ty e q(y,t) = (1 —t)y® — 1. La forma w non & esatta (infatti %f - %3 =2y — (1—1t)2y = 2ty # 0); tuttavia,
poiché —% ﬁ (’?J!.;) = —1 non dipende da y si ha che exp([(—1) dt) = e™* & fattore integrante. Se F(y,t) & primitiva
per e 'w dovré aversi VF = (2—5, %—’:) = (2tye™, (1 — t)y? — 1)e™"): da g—’; = 2tye™" siricava F = ty’e~" + ¢(t) con ¢

—t

da determinare, dunque da 25 = (1—t)y?e ™" +¢'(t) = (1 —t)y* — 1)e~* si deduce che ¢'(t) = —e~*, ovvero p(t) = e
t
k,

Una forma implicita per le soluzioni y(t) dell’equazione & data dunque dalle curve di livello F(y,t) = (ty* + 1)e~

ovvero ty? + 1 = ke'. Col dato y(—1) = 1 si ottiene k = 0, ovvero ty? = —1, da cui y* = —% = ﬁ e percid y(t) = ol
definita per ¢ < 0; invece col dato y(1) = 1 si ottiene k = 2/e, da cui ty* = 2¢'~! — 1 e dunque y(t) = 4/ %, definita
per 2¢"~! —1 > 0 ovvero per t > 1 —log2.

(c) Per m = 1 come detto 'equazione diventa ty’ =1+ (t — 1)y, lineare. Scritta per ¢t # 0 nclla forma 3’ + p(t) y = q(t)
con p(t) = 1=t e q(t) = 1, si ha P(t) = [p(t)dt =log|t| —t e feP(i) (t)dt = [(|tle™): dt = —oge™ ove o = signt, col
che la soluzione generale si scrive come y(t) = e PO (k+ [ " Oq(t) dt) = k=L ’l con k € R Col dato y(—1) = 1 si ricava
k=0, dacui y = —% (dominio |- 0o, 0[); col dato y(1) = 1 si ricava k = 2/6, da cuiy = —L (dominio ]0, +o0[).

(d) Nel caso m = 2 si & visto che una forma implicita per le soluzioni y(t) dell’equazione ¢ della forma ty? +1 = ket
con k € R. Ponendo ¢t = 0 si ottiene necessariamente k = 1, ovvero ty? + 1 = e': per ¢t # 0 tali soluzioni diventano

y(t) = £+ 51;1, che sono effettivamente prolungabili come funzioni C* anche in t = 0 col valore del limite +1 (si

1,2 T
noti che 4/ ”t;l =1/ M = /14 3t +o00(t) = 14 ft+ 00(t)), e come tali sono in effetti le sole soluzioni

dell’equazione definite anche per ¢ = 0. o Nel caso m = 1 si & visto che per ¢ 2 0 le soluzioni si scrivono come y(t) = Ll’l
ef—1
t

con k € R: per k =1 la funzione y(t) = ] & prolungabile come funzione C* anche in t = 0 col valore del limite 1 (si

noti che &T_l = w =1+ %t +00(t)) e come tale ¢ la sola soluzione dell’equazione definita anche per ¢ = 0.
PS. Come potra suggerire ’evidente somiglianza tra le soluzioni dei casi m = 2 e m = 1, le considerazioni fatte nel
caso m = 2 si potevano fare tali e quali per un qualsiasi m € N dando luogo alla primitiva F(y,t) = (ty™ + 1)e™* e
dunque alla forma implicita ty™ + 1 = ke', da cui le soluzioni y(t) = ||~ per il dato y(—1) = 1 (dominio ¢ < 0) e
y(t) = (2C 7 'l)m per il dato y(1) = 1 (dominio ¢ > 0 se m = 1, oppure ¢t > 1 —log2 se m > 2).



