Analisi Matematica 3 (Fisica e Astronomia)
Esercizi sull'integrazione multipla - 1

Owe possibile, per allenamento calcolare gli integrali in modi diversi (esempio con le polari, le cartesiane...). Le coordinate
del baricentro e il momento d’inerzia sono definiti in termini di integrali multipli nelle dispense; ivi é anche ricordato il

teorema di Huygens-Steiner.

1. Disegnare e calcolare area e baricentro geometrico delle seguenti figure piane limitate:

— A, situata sopra 'asse z e delimitata da questo asse, dalla parabola y? = 4ax e dalla retta
x + vy = 3a, con a > 0;

— Ay compresa tra le due spirali di Archimede p =6 e p =260 con 0 <0 < 7, e sopra l'asse z;

— A3 = {(z,y) : 1 < a2y <3, ar <y < bxr} con 0 < a < b (Suggerimento: visto
che la conformazione di A3 non ¢ comoda per il calcolo in coordinate cartesiane, converra
considerare il cambio di coordinate (u,v) = (zy, )).

2. Direse f(z,y) = % ¢ integrabile su ciascuno dei seguenti insiemi, e se si calcolarlo:
€T )
D = {(z,y)eR*:1<z<V3, 0<y<1},
Dy = {(z,y) eR*:2>0, 22+ <4},
D3 = {(z,y) €eR?*:|z| +y <0},
Dy = {(z,y) eR*:2<0, -1 <azy<a}.

3. Calcolare, se finito, l'integrale di glogm su (disegnare) D = {(z,y) : |y| <z < 1}, E =
x
{(z,y):2>0, 0<y <min{yz,1}}, F={(z,y):2>0, 1<zy<2} esu H=DNE.

4. Posto T = {(z,y,2) : x,y,2 > 0, © +y + z < 1}, spiegare perché [, zdxdydz esiste finito, e
calcolarlo sia per fili paralleli all’asse y, sia per fette perpendicolari all’asse z.

5. Determinare volume, baricentro e momento d’inerzia rispetto alla retta y = —3, z = 0 (parallela
all’asse z) del corpo omogeneo B, di densita costante &, delimitato dal paraboloide y? 4222 = 4z
e dal piano x = 2. (Suggerimento: la sezione del paraboloide non & circolare ma... , dunque
nel piano della sezione converra forse considerare un sistema di coordinate polari leggermente
adattato all'uopo. Per il momento d’inerzia, ricordare il teorema di Huygens-Steiner.)

6. Dire se ¢ finito, ed eventualmente calcolarlo, 'integrale / (x+y+ z)2 dxdydz ove:
E

— E & la parte comune al paraboloide 2az > x2 44?2 e alla sfera 2%+ y? + 22 < 3a2, con a > 0.
— FE & la piramide retta di base quadrata [0, 1] x [0, 1] sul piano zy e vertice V(%, %, ).
7. Disegnare L = {(z,y,2) : 2> + 3> +22 < R?, >0, 0<y<ax, 0<2<h} (ovea>0e

0 < h < R) e calcolarne volume e baricentro sia nel caso omogeneo che in quello di densita di

massa che cresce linearmente con z da un valore pg per z = 0 a un valore p; per z = h.

8. Calcolare A\, (B"(R)), ove B"(R) ¢ la palla in R™ di centro l'origine e raggio R > 0, fino a n = 5.
(Suggerimento: ragionando per fette rispetto xy, ...)



Soluzioni.

1. Le tre aree sono rappresentate nella Figura 1.

— Integrando per fili paralleli all’asse = si ha Area(A41) = [ dy fsa Vdr = fo Ba—y— —yz)dy = ?a?
11 baricentro ha coordinate z, = 10a2/3 f f3a ymdm = 103{125 JUBa—y)? = iy dy = Hae
G:10a2/3f fsa Y ydo = 10a2 0 y(Ba—y — 4. )dy—foa

— In generale Parea di una figura descritta in coordmate polari come r1(0) < r < r2(0) per 0 € [o,f] &
%fﬁ r3(0) — ri(6)) db: dunque Area(Az) = 5 [ ( (46° — 6°)d9 = %(6%]5 = 37°. 1l baricentro ha coordinate
Ty = 3/2 fA vdedy = % [ defg (reosO)rdr = % [ (3 3]2% cos 0 df = =5 [ 0% cosOdf = 7%23_4)
eyG:ﬂg_—/QfAdexdy:W—ng d0f (rsin@)rdr= 3% [ 03sm€d67*14(7T 6.

— Da (u,v) = (zy, ¥) si ha (z,y) = = (\/%,/uv) con det J4(u,v) = 3=, dunque il cambio proposto &

un diffeomorfismo del primo quadrante in sé. Si ha percid Area(A3) = [ x, drdy = fl du f & dv =log 2.

1l baricentro: x, = mfAsxdxdy = Wfl dufa V¥ dv = log(b/a) (23 — )(\F f) Yo =
1 1 3 b 1 1 2
log(b/a) ng ydl‘ dy = log(b/a) fl du fa uv 55 dv = log(b/a) (2\/§ - 5)(\[ - f)

2. La funzione f(z,y) = ﬁ ¢ continua nel piano bucato. Al fine del calcolo degli integrali ’assenza di (0,0) dal
dominio ¢ irrilevante (un punto & trascurabile); tuttavia, tendendo a (0,0) la funzione ¢ illimitata (passando in
polari si ha infatti 7% = <58 che per r — 07 tende a oo tranne il caso in cui § = F7%), pertanto bisognera
porre attenzione all’integrabilita sia nel caso in cui il dominio d’integrazione coinvolga in qualche modo (0, 0), sia
ovviamente nel caso in cui il dominio sia illimitato. I quattro domini proposti sono rappresentati nella Figura 2.

— 1l rettangolo D; € un compatto ben lontano da (0,0), dunque nessun problema. Usando Fubini si ottiene
- 12 ™ 7r
ff dx fo x2+y2 dy = f1 (arctg L]4= odr = f1 arctg + do = (v arctg %]}/5 - fl\/gx1+11//x2 dr = \/37 -+

(f log(1+ )] = (? — —)ﬂ' + 3 5 log 2. Provando a integrare nell’altro ordine si ha fol dy f1

——dr =
iy (3log(a? + )22y dy = L [ (log(y® + 3) — log(y* + 1)) dy = 7((ylog S~ [ (R - 2+1)dy =
1log2 — (y — V3arctg ﬁ}o + (y — arctgyl$, che rida (% — )7+ 5 log2.

— Il semidisco D2 invece lambisce (0, 0), dunque serve verificare I'integrabilita: vediamolo in due modi. e Usando

il cambio di variabili polari, cid & equivalente al verificare che esista 'integrale f[o 2 x[— T, z CTOQSB rdrdf.
? 272

L’integrando & positivo, dunque per Fubini e Tonelli I'integrale esiste finito se e solo se esiste finito l'iterato

f%ﬁ cos @ df f02 dr, che in effetti vale (sin 6’]% (r)3 = 4, ed & ad esso uguale. e Sennd, essendo l’integrando

B Va—x2 =+4/4
positivo, per Fubini e Tonelli € come calcolare I'iterato fo dx f i 12+y2 dy = fo arctg y] \/7

Zfo arctg\/? v o*2f0 =2(0—-0) +2(—vV4— 273 = 4.

— Col cuneo D3 siamo nella stessa situazione di D2; ma con la rilevante novita che stavolta f non ha piu segno
costante sul dominio d’integrazione. Procediamo comunque, per quanto possibile, come prima. e Col cambio
di variabili polari, cio € equivalente al verificare che esista finito l'integrale ’"if’;'g rdrdf.

dx = 2(z arctg

f[0 +oo]x[-3F,— 7]

Usando Tonelli, vediamo se ¢ finito l’iterato f sz df f+°° M rdr: ma l'integrazione rispetto r da +oo

(tranne che nel caso § = F7), dunque niente da fare. Attenzione: se avessimo fatto l'integrale iterato

f0+°° dr 3} 7928 1 df avremmo trovato fO dr(fj% cosfdf) = 0+°° 0dr = 0, ma questo, senza la verifica

preliminare con Tonelh (che infatti & andata male), non sarebbe stato affatto il nostro integrale doppio. Tra

I’altro si noti che, con laltro iterato [ 3‘§, do f+°° ”TAG rdr, Uintegrazione rispetto r da oo (tranne che nel
b

caso ) = F75). o Alla stessa conclusmne si arriva seguendo, come prima, l'integrazione per z-fili (anche qui,

applicare prima Tonelli senza scordare il modulo!)
— Nell’insieme illimitato D4 la funzione ¢ negativa: dunque per Fubini e Tonelli 'integrale esiste finito se

- —_1
L s dy = fol (arctg %]Z;l * dr =

1‘2y

ff; (arctg (—-%) — arctg 1) dz = [posto t = —1] — f1+°°( arctgt® — arctgt)z dt = [per parti] +(arctgt® —

- 1
e solo se esiste finito uno degli iterati. Abbiamo allora f O dx fl_w



t t
+ +o0 1 2t +oo 2 400 7+1 7—1
arctg t) 1 < - f1 7(1+t4 - 1+t2 ) dt = (O) - (0) - (W - t(1+t2) ) dt = 1 (t2+t2\/§+1 - tsz\/ﬁle +

]
t 1 1 +oo (2t+v2)+v2  (2t—v2)—V2 1 t24tV/2+1 t2+1
t2+1 t)dt T2v2 ( t24tv/2+1 t2—tv/2+1 +\[(t2+1 )) dt = 2\/(1 € T tvat1 +\f10g +

2(arctg (tvV2 + 1) + arctg tV2 = ))7> = —m(log ;figi +12log £ 4 + 2(m + arctg 1’5‘{2))]1 =
_ m—2log(2+Vv2)—(v/2—1) log 2 ~ —0.14
2v2 e

3. La funzione f(z,y) = ¥logz & continua nel piano privato del’asse y; anche qui, come nel’esercizio precedente, al
fine del calcolo degli integrali ’assenza dell’asse dal dominio ¢ irrilevante, ma tendendovi la funzione ¢ illimitata,
pertanto bisognera porre attenzione all'integrabilita sia nel caso in cui il dominio d’integrazione coinvolga in
qualche modo ’asse y sia ovviamente nel caso in cui il dominio sia illimitato. I quattro domini proposti sono
rappresentati nella Figura 3.

— La funzione & dispari rispetto all’asse z, ovvero f(x,—y) = —f(z,y), e D & un triangolo simmetrico rispetto
all’asse x che lambisce 'origine. Converra allora forse partire dallo studio di cio che accade per il triangolo
H = DN E, che ha vertici (0,0), (1,1) e (1,0): se su di esso f & integrabile, lo sara anche su D con integrale
nullo. Su H la funzione € negativa: per Fubini e Tonelli 'integrale esiste finito se e solo se esiste finito

2
uno degli iterati, e sard ad esso uguale: si ha [, f(z,y)dzdy = fo dz [ Llogady = ! 1051 (L5 dz =
T log x —
3 fo zlogrdr = f(%}o =3((-5)—-(0)=—3% e [, flz,y)dedy=0.
— La funzione cambia segno passando da 0 < x < 1 a > 1: verificando l'integrabilita con Tonelli si trova
1
f01 dz 0\/5 Y(—logz)dy + [ dx [* Llogzdy = f01 —loBzye gy 4 f+oo logw 72z dz, che converge; poi con

x

Fubini si ha [}, f( x,y)dmdy:fol k’%zd:ﬂ—&-fﬂ)o gz 1 dx = (3 (logaz—l)]l—l—(—21°8g367m+1]f'OO =-%

— Su F' la funzione cambia segno; verificando l'integrabilita con Tonelli si trova f+°° dx f2/z “ofwl dy =

dx, che perd non converge in 0.

2Jo

+oo /|logz|\1 3 __ 3 [too |logez|
fO ( T )53272(11:7 3

4. L’insieme T ¢ il tetraedro costruito su tre versori della base canonica, che (oltre che ovviamente misurabile)
¢ compatto. Dunque l'integrale su esso di z (continua) esiste finito. L’integrale per fili paralleli all’asse y di-
venta [y, o pracry dudz [T 2dy = f{(z wz0, srecny 200 T dudz = [y (1,2):2,20, w4251} 2(1 -
x—z)da:dz:fol dz Ol_zz(l—:c—z)dﬂc:folz —z)z—12%)” zdz—Qf z)*dz = (327 —32 +7 1o =2
(da cui si pud anche concludere che il baricentro di T ¢ a quota zg¢ = ol(T) fT zdrdydz = 1/6 214 = ) Ragio-
nando invece per z-fette, se z € [0,1] la sezmne di T diventa il triangolo {(z,y) : z,y > 0, x +y < 1 — z} che ha
area = (1 — 2)?, dunque lintegrale diventa fo (1 — 2)?)zdz, tale e quale a prima.

5. Conviene ragionare per z-fette (vedi Figura 4). Se 2 € [0, 2] la z-sezione & Pellisse y* + 22% = 42 nel piano (y, z),
OVVero % + (\/%T)Z = 1; ricordando che l’area di un’ellisse di semiassi a e b ¢ data da wab (usando infatti il
sistema di coordinate polari adattate g:c,y) = (arcosa,brsina) con r € [0,1] e 6 € [0, 2], il cui jacobiano ha

determinante abr, tale area diventa [, df fol abr dr = mab) il volume di B risulta f02 (mv4x\/2z) de = 4m/2.
Per simmetria materiale il baricentro stara sull’asse z, con zg = ﬁ Jprdrdydz = ﬁ f02 x(mV4z\/2x) dz =
2 o 222 dy = é. Per quanto riguarda il momento d’inerzia I, rispetto all’asse x (baricentrico), usando coordinate

polari adattate (y,2) = (\/4mrcos a,\/Za:rsm a) conr € [0,1] e a € [0,27], il cui Jacoblano ha determlnante

2v/2zr, si ottiene [, 6(y° + 2 )dxdydz—dfo dxf{u +2z2_4x}(y +z )dydz—5f0 dx dwfo (4272 cos® a +
2z r? sin? o) (2v/2zr) dr = 45\ff0 2% dx fo (14-cos® a) da fo rdr = 46v2(32°]3 (a—l—Q(oH—smacos )]g" (546 =
45\/5% (377)(%) = 8v/276: dunque, grazie al teorema di Huygens-Steiner, il momento d’inerzia cercato & I, + Md>

(ove M = 47+/2§ & la massa totale e d = 3 ¢ la distanza tra i due assi), ovvero 44/276.
6. Gli insiemi proposti sono (ovviamente misurabili e) compatti, e la funzione integranda & continua: dunque gli
integrali proposti sono entrambi finiti.
— (Figura 5) Paraboloide e sfera si tagliano a quota z = a (come si vede ponendo 2az = 3a®—2% con z > 0); inte-
grando per z-fette si ottiene [* dz f{12+y2gzaz}(cv+y+z)2 dx aly—&-f;\/5 dz f{12+y2§3a2_22}(1’+y+,2)2 dx dy.
Ora, usando le coordinate polari si ricava in generale f{12+y2§ﬁ2}(w +y+ a)2 drdy = 0271' do foB (rcosf +
rsin@4a)?rdr = OZW de foﬁ (r? 4+ 2ra(cos 0 +sin 0) +r2 sin 20 + o) r dr = 5“(%1"4(1 +sin 20) + 2r’a(cos 6 +
sin ) + %7"2042]0’8 do = ZB*(20° + ﬂQ) dunque l'integrale diventa [*32az(2z% + 2az)dz + [ 3 7(3a
2%)(222 4 3a® — 2?) dz = W ma®.
— Anche qui, ragionando per z-fette si ottiene [ dz f%lié dy félié (4+y+2)’de=1.

7. (Figura 6) Per z € [0,h] la z-fetta & il settore circolare di apertura arctga e raggio v R? — 22, che ha area
1(R* — 2*)arctg o, dunque il volume di L & Oh L(R? - ) arctgadz = Lh(3R* — h®)arctga. Si ha poi
[, zdedydz = foh %Z(RQ — 2 arctgadz = %(QR2 — h?)h? arctg a, dunque il baricentro geometrico ¢ a quota



3(2R%—h? . . . . . . . N . .
2e = vyor [, zdvdydz = w h; per simmetria materiale il baricentro materiale giacera poi sul piano

verticale-bisettrice di L, dunque basta trovare la sua distanza dall’asse z, data darg = WllL fL VvVt +yldedydz =

\/R2-22 in &
m foh dz foamga de [, ="y dr = [posto z = Rsint] h(312%+ih2) ST R cos® tdt = ... (si omet-

tono ulteriori calcoli).*)
Nel caso di densita di massa che cresce linearmente con z da un valore pg per z = 0 a un valore p; per z = h si
intende che tale densita ¢ p(z) = po+ #5222, dunque andra prima calcolata la massa totale My = fL p(z) dz dy dz,
e poi ad esempio si avra zg = ﬁ J;, z p(2) dzx dy dz (si omettono ulteriori calcoli).

8. Gia sappiamo che A1 (B'(R)) = Ai([—R, R]) = 2R, che X2(B*(R)) = mR* e che A3(B*(R)) = 37R’. Poi, per
n =4, se x4 € [~ R, R] allora la z4-sezione di B*(R) ha area A3(B?(\/R2 — 22)) = 47(R* — wi)% e dunque, posto

x4 = Rsint, si ottiene™ che A\i(B*(R)) = ffR in(R® — 22)% doy = 7R [ 2 costtdt = ’TQ—QR‘l. Analogamente
2

per n = 5 si ottiene A\s(B°(R)) = ffR Ai(B*(y/R? — 22)) das = ff‘R %(R2 —x2)*das = %R‘%. In realtd si pud
dimostrare senza grosse difficolta, usando in R™ la naturale generalizzazione delle coordinate sferiche data da

x1 = rcosp;
T2 = rsinp; cos p2
Tp—1 = rsing; sings «-- sinp,_o cosd
Tn = 7rsiny; sings --- sing,_—2 sinf
con (7"7 Py P2, "5 Pn-2, 9) € }07 +OO[ X]077T[n72 X]0727T[7 che
IS~
—R (se n=2m, m>1)
m!
An(B"(R)) =
2" m! ™

o R" (sen=2m+1, m>0).

(1) Ex. 1. (2) Ex. 2. (3) Ex. 3.

\

~

(4) Ex. 5. (5) Ex. 6. (6) Ex. 7.

()Sara utile ricordare che [ cos®™ tdt = ~(cos®™ Tt sint+ (2n—1) [ cos®™ Y ¢dt) per ognin € N.
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