Analisi Matematica 3 (Fisica e Astronomia)
Esercizi sull'integrazione multipla - 2

1. (a) M Per quali a la funzione f,(z,y) = %e_mzy ¢ integrabile su E = {(z,y) : 2%y > 1, 2 > 0}?

Calcolare poi D'integrale per o = 1, sia in coordinate cartesiane che col cambio (u,v) = (z%y,y).

(b) Idem per gq(z,y) = % e~V sulla striscia orizzontale R x [0, 1], calcolando poi per a =0 e a = g

2. Si consideri ¢ : R? — R? data da (z,y) = ¢(u,v) = (u? —v%, 2uv): dire tra quali aperti A, B C R? essa &
diffeomorfismo. Usare cid per calcolare (se finito) fDl ) ﬁ drdy, ove Dy = {(z,y):y >0, 22+y% <
4 f-P<e<iyr -1} e Do={(2,9):0<y<2 |2|<1-{y?}1.

3. (U Dire per quali o € R esiste finito I'integrale I, = [g. w dx dy, e calcolarlo in tre modi: (i)
direttamente con la formula di riduzione; (ii) osservato che I, = A3(T,) ove Ty = {(z,y,2) : 0 < 2z <
W}, trovare la z-sezione di T, e usarla per calcolare A3(T,); (iii) dopo aver ricondotto I, a un

integrale sul primo quadrante, usare il cambio (u,v) = (x + y, y).

2
4. (a) () Dire per quali a € R esiste finito I'integrale di W su {(z,y, 2) : y > 0}, calcolandolo
poi per a = 12. Stessa domanda su tutto R3, calcolandone il valore per ogni a.
(b) Sia D il cilindro {(z,y,2) : 2> + 4> <1, 0 < 2 < 1}. Dire per quali a € R esiste finito I'integrale di
2
W su DN {y > 0} e su D, calcolandone i valori per &« = 5. Stesse domande nel caso in
cui D sia il cilindro superiormente illimitato {(x,y,2) : 2> +y> <1, z > 0}.

5. Disegnare la porzione P, del paraboloide z > z2? 4+ y? che giace sotto il piano axz + 2z = 1 (ove a > 0),
e calcolarne il volume. Detta poi S, la superficie esterna di P,, scrivere correttamente gli integrali che
ne descrivono 'area, il baricentro geometrico e i momenti d’inerzia (con densita superficiale di massa &
costante) rispetto ai tre assi coordinati, provando se possibile a proseguire i calcoli nel caso o = 0.

6. Descrivere la superficie S = {(z,y,2): 2= \/% , 1 <z <2} ecalcolarne l'area; dire poi per ciascuno
224y

dei tre integrali di superficie |, S % do, | S ﬁ do e [ S Z% do se esiste finito, se possibile calcolandolo.

7. In R3, due palle di raggi a e b hanno i centri che distano tra loro d, ove d < a 4+ b. Detta L I'intersezione
delle due palle, calcolare il volume di L e ’area della superficie OL.

8. L’elicoide ¢ la superficie parametrizzata da (r,t) — (rcost, rsint, t) con r > 0, t € R. Disegnare la sua
$2+2y2 d
fE \/(1+x2+y2)(1’2+y2) g

porzione E tale che 2(2?+%2) < z <, calcolarne I'area, e (se finito) I'integrale

9. Calcolare le aree (finite?) delle porzioni di superficie 2log z+y—+/3 z = 0 che sul piano (z, z) si proiettano
rispettivamente sul triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (1,1) e sul triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0, 1).

10. Si disegnino il tratto £; di spirale d’Archimede () = 26 con 6 € [0, 7] e il tratto ¢, di grafico x = log(1+y)
con y € [0,1], e siano Ay e Az le zone di piano racchiuse tra essi e Passe y. Calcolare le lunghezze di ¢4 o
e le aree di A, o; scrivere poi in modo corretto gli integrali che esprimono le aree delle superfici e i volumi
dei solidi ottenuti ruotando ¢; 5 e A; o di un giro attorno a ciascuno degli assi coordinati.

(M Esercizio tratto da prove d’esame composte da Giuseppe De Marco.
1] caleolo di ¢~ (D1,2) & un po’ delicato (ma fattibile!). Tuttavia, per chi non ne uscisse ne diamo qui di seguito il
risultato: viene ¢ ' (D1) = {(u,v) :u® +0° <2, u> 1,0 >1} e ¢ (D2) = {(u,0) :0<u<1, 0<v <1},
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Soluzioni.

(a) Su E = {(z,y) : 2’y > 1, = > 0} (si tratta della parte del primo quadrante che sta sopra il grafico
zy®
T+y

<% 2
finito se e solo se esiste finito I'integrale iterato f0+°° dy ftoo ”fiy eV dy = I e (fie_z Yt dy =
N

y = z%) la funzione fo(z,y) = e~ & positiva, dunque per Tonelli e Fubini il suo integrale esiste

1 oo 4o
2e JO 14y

dy, che converge se e solose «a —1 > —1 e a—2 < —1, ovvero 0 < a < 1. In particolare,

+ + 2

se a = & si ottiene 5 [[7™ mdy =1 Wdﬁ = . Alternativamente, da ¢(u,v) = (z°y,y)
si ricava y = v e x = :I:\/g , dunque ¢ si puo interpretare come omeomorfismo dal primo quadrante in
1 1 u

TV ) si ha detJy(u,v) =

3

se; essendo poi Jg(u,v) = ( 2
diffeomorfismo. Essendo ¢~ '(E)

+o0 oo V5 VY —u — +oo +oo o —u =T
JIo dv [ \/1:1) 2\/1m6 du=3 [T7 f(1+v) dv du = 3¢

2e”
(b) La funzione go(z,y) = lfy e g positiva sulla striscia orizzontale R x [0, 1], dunque per Tonelli e Fubini

calcolarne ivi l'integrale equivale a calcolarne un integrale iterato. Si ha allora fo dy f+:: % e dp =

ﬁ > 0, pertanto si tratta di un

{(u,v) : u > 1}, per Tonelli e Fubini si ricava poi fE f% (z,y)dxdy =

o
Il

+oo g2 o oo 1 — _ +00 —t? _

fo mdyfioo e~ Yde = [ponendo t: :cf] fo mdy S e 2 dt = fo dy [T e at =
. 5. . 1 1
[ricordando l'integrale di Gauss] /7 fo dy, che converge se e solo se @ — 5 > —1 ovvero « > —5-

Per a = 0 si ottiene ﬁfolmdy = 2f(arctgf]0 = "\[, per o = 2 si trova \ffo m =
VA fy(y =1+ ) dy = Va(3y® —y +log |1+ y[l6 = (log2 — $)V/7.

. (Figura 1) Si noti che ¢(—u,—v) = ¢(u,v), dunque A non potra contenere punti antipodali. Posto v # 0 si

. . . \/x2+ 2 ¢ . .
ottiene u = 2=, da cui vt + 4zv® —y? = 0, da cui v = 4/ + eu = ———~%_—: ne ricaviamo
[V a24+y2—z
2 2

che ¢ & omemorfismo tra A = {(u,v) : v > 0} (oppure A = {(u,v) : v < 0}) e B = R?\ {(z,0) : = > 0},
ed essendo det Jy(u,v) = 4(u? +v?) > 0 si tratta in effetti di un diffeomorfismo. In modo simile, posto u # 0

/2 2
si ottiene v = %, da cui qu* —4dzu® —y? =0, dacuiv = + w eu=+—YL e pertanto ¢

[Vz2+y2ta
2 2

& diffeomorfismo anche tra A = {(u,v) : u > 0} (oppure A = {(u,v) : u < 0}) e B = R?\ {(«,0) : = < 0}.
Usando ad esempio il diﬁeomorﬁsmo tra A = {(u,v) : v > 0} e B =R?*\ {(z,0) : > 0}, facciamo il cambio

di variabile negli integrali fDl - +y2 dedy. e Siha ¢ '(D1) = {(u,v) : u >0, v+ < 2, i — 4u? <

u? —0? < u?? — 1}: Tunica condizione un po7 ostica da interpretare ¢ 1’ultima, che tuttavia, separata nella

: PR 1 —16u?v? < 4u? — 402 (402 + 1)(4u® —1) >0 . ju| > L
sue due disequazioni, diventa ovVvero = che equivale a Z2
q ’ u? — v? <uzv2—1 (W +12-1)>0 d lv] > 1

Tenuto conto che siamo in v > 0, ricaviamo insomma che ¢~ ' (D1) = {(u,v) : v +0* < 2, u > ,v > 1}.

Dunque l’integrale fD 2+y2 dz dy (che di certo esiste finito, perché > € continua su Di, un compatto ben

y
z2+y

lontano da (0,0)) diventa, per Fubini, f; du [V 2 ﬁél(lf +v?) dv = 4f1 (log(u® + v?)]'2Y ™ “ du

4f11 u(log2 — log(u® + 1)) du —4( u?log2 — 3 (u® + 1)(log(u” —|—1)—1)] = $(5log5 — 15log2 + 3).  Si ha
2
2
¢ (Do) = {(u,v) : 0 < uw < 1, [u? —2v?| < 1—u?v?}, e raglonando come prima, la condizione |u? —v?| < 1 —u?v?
(che, essendo 0 < uv < 1, signiﬁcau2 271 <u?-0v?r<1-—uw ) equivale a 0 <u < 1e 0 <wv <1, dunque il
quadrato [0, 1]2. Sul quadrato la funzione & positiva; tuttavia, vista la prossimita del quadrato a (0, 0), tendendo
al quale la funzione diventa illimitata, non & certo che U'integrale esista finito (potrebbe essere +00). Perlomeno,
essendo la funzione positiva, per Tonelli e Fubini lo p0551am0 calcolare come 1ntegrale iterato, venga quello che
venga. Si ha allora fol du fol (uf_‘_%él(u + v )dv = 4f0 u(log(u? + v?)]=8 du = 4f0 ulog(1l + %) du. Vale
Julog(1+ 25)du = u 2 log(1 + %) — [3u Lt du = 1 (u’log(1 + = 1) +log(1 4 v?)), da cui ricaviamo che

1+ 1
4f0 ulog(l+ 2) du = 4(3 (u? log(l +5)+ log(l +u?))])e = 2((2log 2) — (0)) = 4log 2, valore finito.
: 1
Se « S 0 si ha W

supporre da subito che a > 0. (i) Per parita siha I, =4 f[o toof2

w2
u
> 1, dunque di certo per confronto l'integrale cercato non sara finito. Possiamo dunque

m dx dy. La funzione integranda & positiva,
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5.

6.

dunque per Tonelli e Fubini si ottiene I, = 4f+°° dx f dy = [se a>1] 4f0+°°(—M) der =

(1-!—ac-&-y)‘x \ 1-a
a41 0 CA+2) T de = [se a > 2 m. (ii) Da z < W si ricava |z|+ |y| < 27« — 1, dunque per
0 < z < 1la z-sezione di T, ¢ il rombo-quadrato di dlagonah 2|z~ a —1\ che avra area 2(z —a —1)2. Si ricava percio
_2 -
a—fo 75—1 d2—2f0 a2 a—l—l)dz—?( D‘—22 1 +2]h = [se a > 2] 2( 2z )=
2(% -5 +1) = m. (iii) Come detto, vale Ia = 4f[0,+oo[2 W dz dy; col cambio d1 vanablh
suggerito (Cloe (z,y) = (u—wv,v)) le condizioni z,y > 0 diventano u > v e v > 0, dunque il nostro integrale diventa
+ oo u 400 +oo w— +oo —a —a
45 ﬁdufo dv =4 [ e du = [posto w =u + 1] 4 [ et dw =4 [T (W™ —w ) dw =
,LU27Q wlfoc oo
A — =277 = ea>2] 4zt - 22) = e

(r cos 0 sin )2 (r sin 0 sin ¢) 2

% [0,7] % [0,7] e sin @ dr df dy,
che, visto che la funzione integranda ¢ positiva, per Tonelli e Fubini esiste finito se e solo se esiste finito 'iterato

a) In coordinate sferiche l'integrale cercato equivale a
[0,4-00]

(a variabili separate) foﬂ cos? 0sin 6 db fow sin* o dyp fo dr. L’unica condizione affinché cio avvenga &

1+7‘°‘

che I'ultimo integrale converga a oo, ovvero che 5 — o < —1, ovvero a > 6: e per a = 12 si ottiene® )
P P 2

(=2 cos® 65 (3(2(¢ — sinpcos ) — cospsin® )5 (4 arctgr®]J™ = 2352 = Z- Quanto all'integrale su

tutto R3: poiché f(z, —y,2) = —f(z,y, 2), tale mtegrale esistera finito (e sara nullo) se e solo se esiste finito

quello per y > 0, ovvero, come appena visto, se e solo se o > 6.
(b) Similmente a prima, per y-antisimmetria Uintegrale di [yl
y? < 1, 0 < z < 1} esistera finito (e sard nullo) se e solo se esiste finito I'integrale sul mezzo cilin-
dro D N {y > 0}, sul quale la funzione & positiva e che si lascia descrivere in coordinate polari come

{(rn0,9):0<0<7m 0< <], 0<r< JU{(rnby):0<0<m §<¢p<7F, 0<r§sw}

x2y2)a/2 sul cilindro D = {(z,y,2) : 2% +

Per Tonelli-Fubini si tratta dunque di calcolare l’iterato foﬂ cos? 0sin 6 d6 fo% sin? o dy f”s“" Smadr 4+
x 1

Jo cos® Osin 6 db f? sin' pdp [¢7 r°"%dr = [supposto o < 6] [ cos® 0sinf df f04 cos? *" sin? o dp +

f T cos? @sin 6 do f 2 u sin* ¢ dp, che non da ulteriori condizioni su a per esistere finito. Dunque deve

essere a < 6; e se a = 5 si ha [ cos” 0sin 6 do (f04 sin’ S"d(,OJrf,r sin® godtp) Jo cos® Osin 6 do (fo

cos

cosg

cos p—cos psin? @) d<p+f% sin (1 —cos? p) dnp) = (—3 cos 3015 ((log | = t |—51n ©—3 sin gp] + (—cos p+
% cos® ap]%) = é (6 log(ﬂ +1)— \/ﬁ) Infine, se il cilindro & superlormente illimitato le considerazioni prece-
4

denti restano valide, tranne che stavolta ¢ varia tra 0 e 7 e si ha sempre 0 < r <

L cosi che, arrivati
sin @

a ﬁ foﬂ cos? 0sin 6 d6 fO% sin®~2 ¢ dy bisogna richiedere che a — 2 > —1 (ovvero o > 1), e pertanto deve

essere 1 < a < 6; nel caso a = 5 si ottiene (sempre sul mezzo cilindro) foﬂ cos? Osin 0 df fO% sin® pdp =

(=% cos® 6]5 (— cos ¢ + 5 cos® Ap]% =3

(Figura 2) La proiezione di P, sul piano orizzontale (z,y) ¢ il disco D, dato da 2*>+y*+az—1 < 0 (centro (— $,0),

raggio 7V22+) I volume, per fili paralleli all’asse z, & allora [}, dxdy flzfyx dz = [p (1-az— 2% —y?) dz dy;

v a244

usando coordinate polari traslate (z,y) = (—% + rcosf,rsinf) si ha fo% do [, (I —a(=% + rcost) —
Vo 2+4
%2 —r2cos® 0+ arcos — r?sin®O) rdr = [0 df Jo T (+ %2 — ) rdr = %w. (Una possibile alterna-

tiva per il calcolo del volume ¢ di passare alle coordinate adattate (u,v,w) = (x + 5,y, ax + z) ovvero (z,y,z) =

(u—%, v, w—au+ %2), che tagliano P, in fette parallele al piano.) Per il calcolo degli integrali superficiali usiamo

naturalmente la parametrizzazione come grafico: ponendo do1 = /1 + 422 +4y? dxdy e doz = V1 + a?dxdy
(elementi d’area rispettivamente nella parte curva Sa,1 e dritta Se 2 di Sa), usando la legge del coseno per le

2 4/ 1502
aree piane e le coordinate polari traslate otteniamo Area(S.) = Area(Sa,1) + Area(Sa2) = Wﬂ' +

Vo2+a
fo% do [, 2 rV4r? —4racos@+1+a?dr (in particolare Area(So) = m + fzﬂ de fol r\/4r2 +1dr = 7+

Area fD 1+ da? + 4y2 +
Vit+a?)dzdy e z2¢ = mea((wQ + ) 1+ 422 492 + (1 — ax) Vl—i—oﬂ))dxdy, quanto ai mo-
menti d’inerzia, si avra I, = § fDa( WP+ @2+ ) V1 +42? + 492 + (P + (1 — ax)®) V1 +a?))dedy, I, =
) fD (22 +(2®+9y)?) 1+ 422 + 42+ (2% +(1—ax)®) V14 a?))dedye I, =6 fDa(:ﬂ2+y2)( 1+ 422 4+ 4y2+

v1+ a?)dzdy (si omettono i calcoli, comunque fattibili, nel caso o = 0).

2m( &5 (4r% + 1)%](1) = @ﬂ'). Per simmetria sara poi yo = 0, quindi zg =

(Figura 3) La superficie S = {(z,y,2) : z = \/ﬁ, 1 < z < 2} & un z-grafico sopra la corona circolare
@24y

()G ricordi che, posto I, := fsin2" pdyp, vale I, = ﬁ( (2n — 1)I,—1 — cos psin

2n—1 4,0) .



C = {(z,y) : % < V2?4 y? < 1}, a simmetria radiale, compreso tra la z-quota 1 sul bordo esterno di C' e 2 su

T2+ (——Z 5 )2drdy = Vit(e24y?)?

3 3 2 2
(224y2)2 (224y2)2 z=+y

quello interno. L’elemento d’area e do = \/1 + (- dx dy, pertanto

Area(S) = [ dJ:f07dedy: d0f1 VHT rdr = [ponendo u = /1% + 1] TI'fr u2 - du =
Wff (1+ 35 — =9) du = w(u — §log ““]‘Q (V2 — Y7 4 log ?:14)71 (In alternativa si sarebbe
T

potuto usare il teorema di Guldino: la curva nel piano (z, z) ¢ data da v(z) = (z, ) (con elemento di lunghezza

IV (z)||de = \/1+ 2y dx) per § < x < 1, dunque ancora una volta si ha Area(S) = 27rf11:r1/1+ Ldr =
2

\/ 1‘4 (Ez 2)2 N N . . s

27 fél 1: dz.) e Vale fs % do = fc i% dx dy: non & perod certo che questo integrale esista, perché

la funzione integranda non ha segno costante su C' e diverge nei punti di C sull’asse x. Tuttavia essa & y-

antisimmetrica, dunque se 'integrale esiste finito su CT = C' N {y > 0} (in cui la funzione & positiva, dunque

grazie a Tonelli e Fubini per il calcolo possiamo usare un integrale iterato) allora esistera anche su C, con valore

Idedy = o [t LoV e = 7 _Lgg [1 Y gy

nullo. Occupiamoci dunque di f, i e — Y
2

ma tale integrale iterato diverge a +o0o perché é. Pertanto [ s % do non ha senso (sia la parte positiva che

= [, 7\Wwdxdyédel

. . . . y _
quella negativa hanno integrale che diverge a +00). e Il discorso per |, s do VT

tutto analogo al precedente (anche questa funzione & y-antisimmetrica), solo che stavolta i problemi sono nei punti
di C sull’asse y. In ogni caso, come prima, se I'integrale esiste finito su C* = CN{y > 0} allora esistera anche su C,

: vV 1+ (22 +y?)? ™ 1 rsing vV 1+T4 _ sinf 1474
con valore nullo. Si ha LY dzxdy = |, df [ 2= rdr = dr
fC+ \ x| z24y? Y fO f% A/7|cos 6| f() \coiG fl r ?

integrale iterato che stavolta (a differenza della precedente) esiste fimto7 anche se non riesco a calcolarne il
valore nel suo fattore in r (invece quello in 6 vale 2f0§ \;% df = —4(Vcos]g = 4). e Invece [ Y do =

/ 2 2)2
L LD e dy = Jo(2® +4*)/1+ (22 + y?)? dx dy certamente esiste finito, perché la corona C

fc 1/(z2192)2 w24 y2
si mantiene lontana dall’origine: e vale 027r do fll rPV1+rirdr =2r (141 = Z2(2v2 - ZVI7).
2 2

sin 0

sm@ ~o

. Denotiamo con B, e By, le palle, e con S, e S le superfici; giusto per fissare le idee sia a > b. Se b+d < a (ovvero se
d < a—b) allora By ¢ tutta contenuta in B,: in altre parole, in tal caso si ha L = By, di cui ben conosciamo il volume
%ﬂ'b3 e la superficie 47b?. D’ora in poi supporremo che a—b < d < a+b: in tale intervallo le due palle si intersecano
in modo proprio. Per prepararsi al calcolo converra calcolare quanto valgono, in generale, il volume e ’area di una
calotta sferica Cr,p, = {(x,v,2) : 2> +y*+22 < R*, 2> h} per R > 0e —R < h < R. Usando z-fette e coordinate
cilindriche, il volume risulta th(R2 — 2 rdz = §(2R3 —3R%h+ h?); quanto alla superficie sferica della calotta, la
parametrizzazione (v RZ — 22 cosf, vVR2 — 22sinf, z) (con 0 < 0 < 2w e h < z < R) da ’elemento d’area Rdf dz,
da cui l'area fo on]x[n,r Rd0dz = Rf de ff dz = 2rR(R — h). (Per esercizio, ricalcolando le stesse cose

in coordinate sferiche si riotterrebbe T df fdrmb d«pf . r 51n<pdr = 777 Oarccos (R3 COS3 )sinpdp =
arccos L arccos & arccos L
2r(—R%cosp — W]O n %(2R3 —3R?h+1h?) e d@ I F R2 sin @ dp = 2w R?(— cos ¢, R =

2w R(R — h).) Torniamo ora al nostro quadro geometrico. Ponendo il centro di B, nell’origine e quello di By in
(0,0, d), confrontando tra loro le equazioni z? + y? + 22 = a®> e z? 4+ y? + (z — d)? = b*> si vede subito che
I'intersezione tra S, e Sp avviene a quota z = W7 che sta tra 0 e a (nell’emisfero superiore di Sg), dunque i

contributi di B, al volume di L e di S, all’area di dL sono quelli della calotta C a2 2142 . Per quanto riguarda
o, 22=p7rd?

I’altra palla, la stessa situazione va letta dal suo punto di vista, ovvero alzandosi di d e poi a testa in giu: in altre
parole, cambiando la terza coordinata in Z = —(z —d) = d — z (si noti infatti che i centri di B, e By, caratterizzati
da z = 0 e z = d, hanno coordinata Z rispettivamente d e 0). L’intersezione, che in z avviene a quota W,
in Z avviene a quota d — a’-’71272+,12 = dz’;j“’Q, e dunque i contributi di By al volume di L e di S, all’area di 0L
sono quelli della calotta be d2,;2+b2 .

. (Figura 4) L’elicoide, nella parametrizzazione data da (r,t) — (rcost, rsint, ¢) ha elemento d’area v/r2 + 1dr dt;
e la sua porzione F tale che 2(z?+y?) < z < 7 & ottenuta quando (r,t) soddisfano 2r*> < t < 7. Pertanto l'integrale

z2 4242 . r?(1+sin® t) P} _ 2 R
I NGET T do diventa f{(m):%ggtgﬁ} e Vr2 + 1ldrdt = f“m)mggtgw} r(1+ sin® t) dr dt; visto

che l’integrando & positivo, usando Tonelli e Fubini 'integrale esistera finito se e solo se esiste finito 'iterato foﬁ 1+

sin® t) dt fo S dr = Joa + sin® ¢) (377 fdt T+ s1n 2t) dt, che evidentemente & finito. Continuando il
Calcolo otteniamo § [ (3 — cos2t) dt = (3 31 — Ltsin2t — Lcos2t]f = En®.

. (Figura 5) La superficie 2log  +3 —v/3 z = 0 puod essere vista come grafico cartesiano y = f(z,2) = V3 2z —2logz,
e lelemento di superficie & do = \/1 +(=2)2+ (V3)2dxdz = 2/2% + 1dx dz. Notiamo che 2v/z2+1 > 0 su

ciascuno dei due triangoli nel piano (z, z) indicati come proiezione. e La porzione (illimitata) che sul piano (z, z) si
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proietta sul triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (1,1) ha I’area calcolata da fol de [ 2Va? +1dz =2 fol Va2 + 1dz,
dunque finita: posto x = sinh ¢ e ricordando che settsinh ¢ = log(v/t2 + 1 + t) si ottiene 2 folog(ﬁ“) cosh? £ d¢ =

(& + sinh & cosh 5]g°g(ﬂ+” =log(v/2 4+ 1) + v/2. e L’altra porzione (pure illimitata) che si proietta sul triangolo
di vertici (0,0), (1,0) e (0,1) ha I’area calcolata da fol dx Ol_z 2V22+1dz =2 fol 1-2/22 + 1dz, integrale che
pero diverge a 400 in quanto 1779”\/332 4+ 1~ %

(Figura 6) Il tratto ¢ di spirale d’Archimede 7(6) = 20 con @ € [0, 3] & parametrizzato da v (6) = (26 cos 6, 20 sin 6),
dunque la sua lunghezza ¢ data da fog V402 £ 4df: ponendo x = sinh¢ (vedi anche esercizio precedente) si

ottiene 2fosett5inh E cosh? £dé = (& 4 sinh € cosh f];emsmh s Ta/1+ ’21—2 +log(5 +4/1+ %2) Il tratto ¢y di
grafico z = log(1 + y) con y € [0,1] & parametrizzato da v2(y) = (log(1 + v),y), dunque la sua lunghezza
N Vu? w

¢ data da fol WJ1+ m dy = [posto u=1y+1] ff u+1 du = [posto w = vu? + 1] f\\//; e wdw =
(u— 3 log Z—ﬂ]g = (v/5—log @) —(vV2—log(v2+1)) =5 -2 +1log % L’area di A; & data da
%fog 40°do = (26°]¢ = ’{%, quella di A; da fol log(1 +y)dy = ((1 + y)(log(1 +y) — 1)]s = 2log2 — 1. Usando
Guldino, gli integrali che esprimono le aree delle superfici ottenute ruotando ¢1 2 di un giro attorno all’asse z

sono rispettivamente 27 fO% 20sin 0 V4602 +4df e 27 fol y\/%dy7 mentre i volumi dei solidi ottenuti
ruotando Aj2 di un giro attorno all’asse x sono rispettivamente 27 fA1 ydrdy = 27 f()% do f020(r sin@)rdr =
B fO% #Psinfdd e 2w fAz ydrdy = 2w fol dy fgog(lﬂ) ydr = 27 fol y log(1 + y) dy; quanto al giro attorno
all’asse vy, gli integrali diventano 2w fog 20 cos /402 +4d6, 2m fol log(1 +y),/1+ m dy, 2w fAl zdrdy =

or 2 do [ (reosO)rdr = Lr [ 6% cosOdl e 2r [, wdwdy = 2n [} dy [y wde = 7 [ log?(1 + y) dy
(naturalmente alcuni di questi integrali sarebbero facilmente calcolabili).
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(1) Ex. 2. (2) Ex. 5. (3) Ex. 6.

(4) Ex. 8. (5) Ex. 9. (6) Ex. 10.



