Analisi Matematica 3 (Fisica e Astronomia)
Esercizi sui teoremi classici d’integrazione di campi

Si cerchi, in generale, di fare i calcoli richiesti in pit modi, sia ricorrendo ai teoremi classici (Gauss-Green, formula di
Kelvin-Stokes, ...) che alle definizioni dirette.

1. Disegnare e calcolare, sia direttamente che usando Green, 'area di 4; = {(z,y) : x <0, —=3(z+
1) <y <0} e lintegrale (converge?) fAl y%l dz dy. Stesse domande per Ay = {(z,y) : 2ay <
?4+y? <2by, 0<y<atga} (con 0<a<be 0<a<3) e Az={(z,y) :|z—1 <
min{y +2, 1}, z > y? + 3y + 2}.

2. Nel piano (z,y) siano 71, 72 e 3 i cammini da O(0, 0) a A(3, 3) rispettivamente lungo il segmento,
lungo l’arco di parabola y(y — 2) = x e lungo l’arco di circonferenza passante per (3,0).

(a) Dato il campo F(z,y) = (3zy —y?, 2%+ 2y) calcolare f%‘ F-dl per j=1,2,3, e dedurne
che F non ¢ conservativo (si poteva vederlo piu rapidamente?). Trovare poi le funzioni
¢ :R? — R di classe C! tali che G(z,y) = F(z,y)+ (0,¢(z,y)) diventi conservativo.

(b) Detta D la porzione di piano racchiusa tra 7 e 79, verificare la formula di Green per F e D.
Infine, scelta una ¢(x,y) come sopra, calcolare gli integrali di linea f'Yj G-dl perj=1,23.

3. Nel piano verticale (z, 2) si disegni B = {2z > &£2? —a, |2| < 1z}, ovea > 0.

(a) Calcolare area e baricentro di B, e il volume del solido D ottenuto ruotando B di % in senso
antiorario attorno all’asse z.

(b) Sia S la superficie esterna di D, e sia S’ la parte di S ottenuta ruotando 1’arco di parabola.
Calcolare il flusso del campo F(z,y,z) = (z — z, y, 0) attraverso S, B e S’; se si vuole,
calcolare anche il flusso attraverso le altre porzioni di superficie che costituiscono S.

(¢) Calcolare la circuitazione di F lungo 0B e 05’ se possibile in due modi.

4. Nel piano orizzontale (z,y) sia C' la cardioide {(r, ) : r < 2a(1 + cosf), 0 € [0,27]}, ove a > 0.

(a) Disegnata C, calcolarne l’area (sia direttamente che con Green) e la lunghezza del bordo.

(b) Dato b > 0, sia U la porzione con 0 < z < b del cono di base C' e vertice (0,0, 2b). Mostrare
che U & compatto, e calcolarne volume, baricentro e (per quanto possibile) I’area esterna.

(c) Calcolare il flusso uscente del campo F(z,y,z) = (—y + z, —x — 2z, x) attraverso tutta
la superficie esterna di U, la superficie laterale S e ciascuna delle due basi C' (bassa) e C’
(alta). Verificare poi la validita della formula di Kelvin-Stokes per S e F'.

5. Disegnare i seguenti solidi D, calcolarne il volume ed esprimere il flusso uscente da S = 9D di un
campo vettoriale A = (A,, Ay, A.) sia con calcolo diretto che col teorema di Gauss, esaminando
e commentando poi i casi particolari in cui 4y = 1(z,y, z) oppure Az = (a,b, ) (costante).

(a) Dy ={(w,y,2): 2% +y* <min{z, 2(6 — 2)} }.

(b) Do : il settore sferico centrato in O(0,0,0) di raggio R e semiapertura « € [0, 7] lungo z.
() D3={(z,y,2): 2> +y?+ 22 <ad?, zZa(l—i—;—%g), z >0}, cona>0.

(d) Ds=A{(z,y,2): xZQyQ + z—i <1, (x—a)®+y*><a?}, ovea,c>0.




Soluzioni.

1. (Figura 1) L’area del triangolo A; & 0vv1amente 2. Con Green (secondo cui fD (%2 —) drdy = faD(f dz + g dy)
per ogni coppia di funzioni (f, g) di classe C* in un aperto contenente D) si ha ad esempio Area (A faAl x dy,
ove il circuito 0A; & percorso in verso antiorario, e lo pensiamo ottenuto, a partire da O(O 0) come giun-
zione dei cammini ¥ (segmento orizzontale (—z, 0) con 0 < x < 1), 92 (segmento obliquo (xz,—3z — 3) con
—1 <z < 0) e ¢3 (segmento verticale (0,y) con —3 < y < 0). Vale [, zdy = f%xdy =0e [, zdy =
fEl z(—3dz) = (—32°%, = 2, da cui si riottiene f(?Al zdy = fwl rdy + fwz rdy + fws zdy = 2. L’integrale
[ A, ylj dz dy esiste finito (e negativo) perché y—il ¢ continua (e negativa) sul compatto Ai; e per Fubini vale

0 0 0
f73 dyf7%y71 y—ildx = % s z—ﬁdy = (%(y + 4logly — 1))]%5 = (0) — (%(—3 + 8log2) = —(glogQ - 1).
Volendo usare Green, per ottenere il nostro integrale doppio [ Ay % dx dy basta scegliere (f,g) = ( ,ﬁ)

ottenendo dunque fAl ﬁ drdy = dy. Si ha ancora fw Py “5d dy = 0, mentre fw = o dy =

faA y— 1 fws y—1
fEl a1 (—3dz) =3 fEl o2 dz = —(§ log 2 — 1), col che si riottiene il risultato precedente.  In coordinate
polari si ha A; = {(r,0) : 0 < 6 < «, 2asinf < r < 2bsinb}, dunque (usando l’esprebbione dell’area in coordinate
polari %f;:)l (r2(0)* — r1(0)%) d0) si ottiene Area (Az) = & [*(4b°sin® 6 — 4a® sin® 0) df = 2(b° — a®) ;" sin® 0 df =
2(b*> — a®)(3(0 — sinfcos)]§ = (b — a®)(a — sinacosa). Con Green si ha Area (Az) = faAz z dy, ove il cir-
cuito 0As & percorso in verso antiorario, e lo pensiamo ottenuto, a partire da O(0,0), come giunzione di 1
(arco di circonferenza grande, dato da (2bsincos@, 2bsin?0) con 0 < 6 < «), v2 (segmento, dato dal cam-
mino inverso di (rcosa, rsina) con 2asina < r < 2bsina: una volta calcolato 'integrale della forma z dy

basterd cambiare segno al risultato) e 73 (arco di circonferenza piccola che torna in O, ottenuto dal cam-
mino inverso di (2asinfcos6, 2asin®f) con 0 < § < «). Vale fledy = [y 2bsin® cos 0 4bsin 6 cos 0 df =

20? N sin?20df = b*(a — sin a cos a cos 2a); similmente si avra allora f% zdy = —a*(a — sinacosacos20); e
_ 2bsin « . _ 2 2\ . .2 L. . _
fw rdy = snsine TCOSQ sinadr = —2(b a®)sinacosasin® a, da cui si riottiene §8A2 rdy = fm rdy +

_ (B2 2 : : Iy : 1 :
f,yz xdy + f% zdy = (b° — a”)(a — sinacos ). Passiamo ora all’integrale doppio Ay 7T dx dy, che per Tonelli

esistera finito se (e solo se) esistera finito I'integrale iterato f02 dz | (A2). ly—il‘ dy, ove (As2), denota la z-sezione
1

ly—1]

Riemann in senso generalizzato, dunque alla Lebesgue) in y = 1. Nemmeno il teorema di Green ha senso in questo

caso: infatti, per poterlo applicare, le funzioni f e g dovrebbero esistere ed essere di classe C' in tutto un intorno

aperto di AQ, cosa che nel nostro caso non ¢ possibile (le funzioni f e g dovrebbero essere scelte di modo che

di A sopra z € m1(A42) = [0,2]. Ma tale integrale diverge perché la funzione positiva non ¢ integrabile (alla

ng, gi Py 1) ) o Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene Area (A3) = fA drdy = f dy |” y+3 L dz+
0

SO Ay [F sy dr= [T (43— (—y—1D))dy+ [°,2— (v’ +3y+2)) dy = (v* + 4] "5+ (35 — 3y ] =%

Con Green si ha Area(Asz) = faASIdy, ove il circuito dAs lo pensiamo ottenuto, a partire da (0,—1) gi-

rando in verso antiorario, come giunzione di quattro cammini: parametrizzando tali cammini con y si ha allora
Area (A43) = f:f(fy —1)dy + f:; (y+3)dy + fi)l 2dy + fofl(yQ + 3y + 2)dy = 2. Passando poi all’'integrale
/ As ﬁ dz dy, come per A; esso esiste finito (e negativo) perché yl—l ¢ continua (e negativa) sul compatto As;

eperFubmlvalef dy y;31y d:r—i—f dyf2+3y+2y ldac—f;(?”g)y#dy—l-ff Wdy_
(2y +6logly — 1|73 (_Ey — 4y 4log |y — 1]]% ( + 6 log3 —10log2). Volendo usare Green, similmente
a prima si tratta di calcolare f . Ldy + [~ 21 U gy + f_ Zdy+ [, Dy 43yt +3y+2 dy, che dovrebbe ridare il

risultato precedente (si omettono questi calcoli).

2. (a) (Figura 2) Che il campo F(x,y) = (3zy — 4>, 2® + 2y) non sia conservativo si nota dal fatto che non &
OFy _
oy

irrotazionale, in quanto 3r — 2y # % = 2x; comunque si nota anche dalla diversita dei tre integrali

di linea, che valgono rispettivamente f’Yl F-dt= fOS((SxZ — 23 (1) + (2* + 22)(1)) dz = (z* + 2°]3 = 36,

(*)Questa risoluzione contiene in realtd una falsa presunzione, cioé che Ay arrivi sempre a tagliare la quota y = 1 con
un segmento di misura positiva: cido pero non & vero quando b < % per ogni «, o quando b > % ma « < arccotg (2b — 1),
perché in tali casi A2 sta tutto sotto tale quota, eventualmente lambendola con un solo vertice nei casi estremali b > %
e o = arccotg (2b — 1). Se A, sta tutto sotto tale quota 'integrale fA2 ylj dz dy esistera ovviamente finito (perché ﬁ
¢ continua sul compatto A2) e per Tonelli e Fubini si puo calcolare come iterato (perché ﬁ ¢ ivi negativa), ma & di
difficile calcolo preciso; i casi estremali b > % e a = arccotg (2b— 1) vanno invece esaminati a parte, vedendo se l'integrale

iterato converge (esercizio).



S F-de = [H(By*(y—2) - ")y —2) + (v — 2> + 2)(1) dy = (3y° — 6y* + 6y° + 75 = 2°

e, in coordinate polari adattate (z,y) = (3 + 2v/2 cosf, 2 + /2 sin6), f7 F-dt=3V2[%, 33+
4

2 cos0)(2+2v2sin0) — (2 + 2v2sin6)?) cos 0 + ((2 + 2v/2 cos0)” +2(2 + 2v/2sin0))sin6) do = ...

(si omettono ulteriori calcoli). Il campo G = F + (0, ¢) = (3zy — v*, = —|— 2y + o(z, )) ¢ definito su tutto

O0Gy __ aGy dp __ .
P = = 2x + 2, ovvero 3% xr — 2y, da cui

R?, dunque la conservativitd equivale a 3r — 2y =

o(z,y) = %azQ — 2zy + ¥ (y) per una qualsiasi ¥(y) di classe Cl.

Intendendo nella formula di Green (f(a:,y),g(a:,y)) = F(z,y) = (Bzy — ¢y*, 2® + 2y) si ha faD(f dr +

gdy) = f F - dl — f F-dl = @ = %: si tratta di dimostrare che questo & anche il valore

dell’mtegrale doppio [ (5 @ — —) dx dy = fD (22 — 3z — 2y)) dx dy = [, (2y — x) dz dy, che per Fubini vale

fo dy y(y 2)(2y x)dx = fo 2zy — iz ]U(y 2 dy = (559° — y* + 39°]5 = 2, come previsto. Scegliamo

infine p(z,y) = $2° — 2zy (ovvero w( ) = 0): una primitiva a(z, y) di G(z,y) = (3zy —y*, 327+ 2y — 2zy)

¢ data da (g‘;‘, g‘;) (3zy —y?, 237 2 4 2y —2xy), e siricava oz, y) = %x2y—xy2 +y?+k al variare di k € R:

pertanto, essendo G conservativo, i tre integrali richiesti fv~ G -d¢ sono uguali e valgono «(3,3) —a(0,0) = 22
J

(Figura 3) Nel piano (z, z) la parabola z > ;~2* — a e il grafico |2| < 1z si incontrano nei punti (a, —3a) e

(2a,a), dunque si ha Area (B) = [, dedz = [ dmf—%;: dz+ffa dmsz dz = foaxdx+f2u lo—La?+

$2 —a

_ U _ 9.3 11 —
a)dx = 13a%; mmodo31m11es1r1cavafBJ:dxdz 2a’ e [, zdrdz = $a®, dacuizg = Area<B fB:cdacdz

Q—Za e zg = m fB zdxdz = a Usando Guldino, il volume del solido D ottenuto ruotando B di % 5 in

senso antiorario attorno all’asse z & dato da Vol (D) = % z¢ Area (B) = 2Za°.

Per calcolare il flusso del campo F(z,y,2) = (z — z, y, 0) attraverso S usiamo il teorema di Gauss: essendo
V-F =1+1+40 =2, ilflusso & pari a ®5(F) = [,(V-F)dzdydz = 2 Vol (D) = %a®. Per il flusso attraverso
B, notiamo che nel piano y = 0 (in cui B & contenuta) il campo F & parallelo all’asse x e dunque a B: percio
& (F) = 0. Per il flusso attraverso S’ usiamo la definizione: parametrizzando S’ con (r cos @, rsin 0, ﬁ?ﬁ —a)

. s 2, rcosﬂ—%r2+a cos 6 —7rsinf
cona<r<2ae0<60<Z otteniamo Pg (F) = [Zdf [~ det 7sin sind  rcosd | dr =
2 0 a 0 1, o

f02 d@fza (r+(a— 51%)cosf)dr = -1 fo ' + L(acosO)r® — 2 (cosO)r’]; 2o do = — L [2 (L2 —

2 cos)a’ df = —(12F — 2)a®. Gli altri flussi di F sono calcolabili sempre attraverso la definizione: per la

porzmne conica inferiore si avra la parametrizzazione (p cos, psin 0, —fp) con0<p<ael0<O< T;perla

porzione conica superiore si avra (pcosf, psin6, 2p) con0<p<2ae0<0 < ; per I’ altra faccia verticale

sul piano = = 0 si avra (0,y, z )con—fygzg syse0<y<a, econ%y —a§z§ ysea§y§2a

Naturalmente alla fine andra verificato che la somma di tutti i flussi del campo attraverso le singole porzioni
dia nuovamente il gia calcolato flusso totale del campo attraverso S.

Converra usare la formula di Kelvin-Stokes: il rotore di FF ¢ V x F = (0,—1,0), pertanto §8BF

0o 1 0
dl = ®p(V x F) = [, det < -1 0 0 ) dvdz = Area(B) = 13a”. Anche col calcolo diretto si ottiene
0

0 1
0 @ a
fon Pl = [z = (S5 ds + [7((@ — (Fa® ~ )W) ds + [3((@ — ($))de = [7 $ads +
fa (x — 5=2° +a)dz + f20 Zde = $3a°. e Sempre con Kelvin-Stokes si ottiene ¢, F - dl = ®5/(V x
0 coqe —7rsin 6 s
= f02 d6‘ff“det< —1L sin6  rcosf > foz defza Lr?sin@dr = L(—cos6)g (3r°]2* = Za®. An-
o 1 0

che qui si puo verificare il risultato col calcolo diretto: le parametrizzazioni del bordo che danno luogo
all’orientazione positiva di 95’ sono (nell’ordine, partendo dal vertice (2a,0,a)): 1'arco di circonferenza alta
(2acosf,2asinf,a) con 0 < 6 < Z; il segmento parabolico sul piano z = 0, dato da (0,y, igf — a) con
a <y < 2a, percorso all'inverso; ’arco di circonferenza bassa (a 0059 asinf, — a) con 0 < 6 < 7, percorso
all’inverso; e il segmento parabolico sul piano y = 0, dato da (z, 0, :r2 —a) con a <z < 2a.

(Figura 4) L’area della cardlode C = {(r,0) : r < 2a(1+ cosb), 0 € [o, 27r]} ¢ data (nella solita formula
in coordinate polari) da 3 0 4a (1 + cos0)®df = %4a*(0 + 2sinf + 1(0 + sm@cos@)} = 6ma®; con

Green si ritrova fac x dy = [2"2a(1 4 cos0) cos 0 d(2a(1 + cos ) sinf) = 4a> (1 + cos ) cosO(cos O +

cos 29) df = 4a* 0 "(2cos 0 + 3cos 0 — cos ) df = 8a* 0277 cos® 0 df = 8a” % (cos® 951119 + 3&tsinfcosf am —

6ma Quanto alla lunghezza del bordo, I’elemento d’arco (sempre in coordinate polari) si scrlve come df =
T +r )2d6 = 2v/2a/1+ cosfdf, dunquesiha [, dl =2v2a 0277\/1+cos d9—4af |cos 4| df =
8af0 cos § dé) = 16a.

U & compatto perché chiuso (definito da disuguaglianze late di funzioni continue) e limitato (infatti in
coordinate cilindriche si ha r < 4a ¢ 0 < z < b). La z-fetta di U ha dimensioni lineari che decrescono
linearmente con z dal valore 2a per z = 0 al valore 0 per z = 2b, dunque il bordo di tale fetta & caratterizzato
(sempre in coordinate cilindriche) da (6, 2) = a(2 — %)(1 + cos§): pertanto, rimpiazzando 2a con a(2 — %)

nell’area trovata in precedenza, si ha che ’area della z-fetta di U risulta gﬂ'(2— %)ZaQ, e il volume di U si trova



integrando in z tale area, dunque Vol (U) = b §71'(2— z )2 2dz = 7” a?b. Quanto al baricentro, per 51mmetr1a

02
si avrd yo = 0; poi z¢ = =5 fU zdxdydz = 7m2b 0 T do fo dz fa(277)<1+cose) rcos@rdr = ﬁfrb o+
cosG) cos0d0f0 (2 - 7) dz=22a e zG 2 [y zdedydz = 2o 0 T do fo dzfa<2_ p)(tcosf)  gr =

1+ cosH o [Fz(2— 2 2dz = b Infine, vediamo cosa si puo dire per la superficie esterna di
77rb 0 ( 0 p p p

U. Le aree delle basi sono rlspettlvamente 6ma® (quella inferiore C) e 77ra2 (quella inferiore C’). Una

parametrizzazione della superficie laterale S di U ¢ data da quella in 6 della z-fetta piu la coordinata z,
ovvero da (z,y, z) = (r(0, z) cos 0, r(0, z) sin b, z): con essa si potrebbe procedere al calcolo dell’area di S con
la consueta tecnica dell’integrale superficiale (elemento d’area ecc.), ma i calcoli risultano complicati.

Per calcolare il flusso uscente ®oy(F) del campo F(z,y,z) = (—y + 2z, —x — 2z, &) attraverso tutta
la superficie esterna di U converra usare il teorema di Gauss: essendo V - F = 0 si avra ®py(F) =
Jy(V-F)dxdydz = 0. Tl flusso uscente da C ¢ facile da calcolare con la deﬁnizione infatti il versore normale
uscente ¢ —e3 e l'elemento d’area & dx dy, dunque si ottiene ®¢(F fc —e3)dxdy = — fc rdrdy =

d@fza(lﬂ%e)rcosﬁrdr = —gag "(1 4 cos8)3cos0dd = —%aS o (COSO + 3cos?0 + 3cos® O +
cos 0) df = [eliminando i termini a integrale nullo] — $a3(3 [?" cos?0dO + [ " cos*0df) = —3a*(3m +
%ﬂ') = —10ma®. Idem per il flusso uscente dalla base superiore C’: il versore normale uscente & e,

dunque si ottiene ®¢/(F) = [, F -esdedy = [, zdrdy = f027r de foa(1+°059) rcosfrdr = ta’® 02”(1 +
cosf)®cosfdf = 2ma®. A questo punto, essendo oy (F) = Ps(F) + ®c(F) + @ (F), si ricava subito
P5(F) = ®ou(F) — ®c(F) — ®c/(F) = 0 — (—10ma®) — (57a®) = ¥7a®. e Procediamo ora con la
verifica della formula di Kelvin-Stokes per S e F. Calcoliamo il flusso uscente di V x F' attraverso S:

si ha V x F = e;, dunque usando la parametrizzazione di S descritta sopra si ricava ®5(V x F) =
o b 1 a(2 — £)(1+ 2cos0)sin6 #(1+ cos ) cos 6
Jo " do ) det < 8 a(27 7)(1728050)(1+c059) 77( +c1059)51n0 >dz = d0f0 a(2 — £)(1 — 2cosf)(1 +

cosf)dz = afo%(—cos 20 — cos @) do fé’(? — Z)dz = 0. D’altra parte il bordo S & costituito dall'unione

disgiunta del bordo di C' orientato in senso antiorario e del bordo di C’ orientato in senso orario. Ora, 0C

¢ parametrizzata da (2a(1 + cos @) cosf, 2a(1 + cosf)siné, 0), dunque il vettore tangente & (2a(—sinf —

sin 20), 2a(cos 6 4-cos 20), 0): pertanto [, F-dl = 5”((—2@(1 +cos @) sin @) (2a(— sin 0 —sin 20)) + (—2a(1 +

cos 0) cos 0)(2a(cos 9+cos 20))) df = —4a* 27T(4 cos* 0+6 cos® §—cos? §—4 cos H—1) df = 0 (infatti f02" cos? 6 =
2m s

T, Jo cos* @ = 37 e 0 Tcosf = fo cos® @ = 0). Allo stesso modo si mostra che fac’ F - dl =0, dunque

fas F-dl= fac F-dl— fac/ F-dl =0, e la formula di Kelvin-Stokes ¢ verificata.

(Figura 5) Il solido D1 = {(z,v, 2) : > +y* < min{z, 2(6 —2)} } ¢ la zona compresa tra i due paraboloidi z =
2% +y? (sotto) e z = 6— % (> +y?) (sopra). I due paraboloidi si intesecano a quota data da z = 2(6—2z), ovvero
z = 4, dunque la proiezione di D; sul piano orizzontale & il disco 2> + y < 4: il volume di D & dato (per fili
paralleli all’asse z) da f{22+y2§4} (6—3(z°+y°)—(z®+y°)) dady = [;" df fo (6=3r*)rdr =2r(3r*—2r']5 =

127, o alternativamente (per z-fette) da f04 Zm dz—i—ff 2(6—2)mdz = 87T+47r = 127. 1l flusso del campo campo

vettoriale A = (Az, Ay, A.) uscente da dD1 si pud calcolare col teorema di Gauss come ®sp, (A) = fDl (85;1 +

aaAy 4o 9812 Y) dx dy dz; in alternativa, con la definizione diretta, il flusso uscente dalla calotta inferiore & (col

Ay 10
segno meno per ottenere la normale uscente) ®,,,— (A) = — f{12+y2<4} det ( Ay 0 1 ) drdy =
1 >

A, 2¢ 2y

z=a2+4y?

2z Ag + 2y Ay — A)| > dx dy, mentre quello uscente dalla calotta superiore & (I)aDj (A) =

f{z2+y2§4} (

Ay 1 0
f{z2+y2§4}det<ﬁy o1 )

—z —y

z=x2+y

drdy = f{z2+y2g4} (z Az +yAy+ Az)\zzf)-,%@uryz) dx dy,
2=6— 3% (z2+y2)
e Pop, (A) = Pop, (A)+Pop, (A). e Per A1 = +(=,y, 2), secondo Gauss tale flusso dovrebbe ricalcolare il vol-
ume di Dy, e infatti si ottiene ®op, (A1) = 3 f{x2+y2<4} (2x2+2y27( +y?)+2t Y +6— (27 +y)) dedy =
f{12+y2<4}( (2 +y®)+2)drdy = 0277 d0f02 > 4+2)rdr = 2m(ir* + 7] = 127. e Invece per Az = (a,b,c),
sempre secondo Gauss tale flusso dovrebbe essere nullo, e infatti si trova ®sp, (A2) = f{12+y2 <4 (2ax + 2by —
ctaz+by+c)dedy =3 [(,, 2y (az +by) drdy =3 [T dO [ (ar cos 6 + brsin )r dr = 0.
(Figura 6) I Volume del settore sferico D2 & facilmente calcolabile in coordinate sferiche come l'integrale
OZW do [ dapf r*sinpdr = 27m(1 — cosp)R®. 1l flusso del campo campo vettoriale A = (Az, Ay, Az) us-
Y) dx dy dz;
A) =

cente da OD> si pud sempre calcolare col teorema di Gauss come ®ap,(A) = fD2 ‘MI + 6; +2 ay

con la definizione diretta, il flusso uscente dalla superficie sferica superiore ¢ dato dall’mtegrale o, pr(
2
Ag 7Rsin9§in<p Rc'osﬂcosap 2 . . ) .
- f[O’%] % [0,a] det ﬁz Rcosg sin Ril}f%i{io:(p do dy = f[0,27r] x[0,0] R? sin (A1 cos 6 sin o+ A, sin 0 sin o+

As cos ) df dp, mentre quello uscente dalla superficie conica inferiore (data da (z,y, /22 + y? cotga)) &

Ay 1 0
— A 0 1 — _ cotg
CI)ODZ_ (A) - f{12+y2 <R2sin2 a} det ( AZ \/m;;ry2 cotg \/m2y+y2 ) dz dy = f{z2+y2§R2 sin2 a}( ,712+y2 (JJ A1—|—



yAg)—Ag)dxdy: d@f’“"‘“ (A1 cosO+ Az sin® ) cotga — Az) rdr. e Per A1 1( x,y, ) 1 flussi diven-
tano ¢8D2+(A1) =1 0 "df [ R*sinpdfdp = 2m(1 — cosp)R’ e <I>3D; (A1) = = dequa (rcotg o —
rcotg o) r dr = 0 (prevedibile, visto che il campo A; ¢ parallelo alla superficie comca), dunque il flusso totale
& ®op, (A1) = Pap, (AT) + Pop, (A7) = 27(1 — cos @)Rg’, che come prescrive Gauss rida il volume di Ds.
e Invece per Az = (a,b,c) i flussi diventano <I>8D+( = f[o,zﬂ]x[o,a] R?sin p(acos@sin g + bsinfsinp +
oDy (A2) = [T dO fRsma acosf + bsinf) cotga — ¢) rdr = —mwesin® a R?,

dunque il flusso totale uscente ®pp, (A2) & nullo, come prescrive Gauss.

ccosp)dfdp = mesin?a R? e @

(Figura 7) 11 luogo 22 +y? + 2% < a? rappresenta la palla chiusa di centro l’origine e raggio a, mentre il luogo

2
z = a( — é — %) ¢ il paraboloide d1 z-sezione ellittica z—z + % = 1— Z (con semiassi rispettivamente
a/1—Z2e a1/1 £ dunque con area 7ra (1—7)), pertanto il solido D3 = {(x,y, 2) : 2> +y*4+2% < a?, z >
z2 4y

a(l—%4 — %), 2 2 0} ¢ fatto dai punti della mezza palla superiore che sono esterni al paraboloide. Il vol-
ume di D3 converra calcolarlo per differenza: il volume interno al paraboloide si trova integrando l’area della

2 290 _ 1.3 2.3 1_3 __
,z seglone tra 0 e a, ovvero fo 57TQ 21— 2)dz = *ﬂ'a (z—3 o+ 228 = s7a”, pertanto Vol (D3) = sma” — 3ma” =
us

2a 3

75a°. Come in precedenza, il flusso del campo campo vettoriale A = (A,, Ay, A.) uscente da 9Dz si puo
calcolare col teorema di Gauss come ®op,(A) = [ DS(BB“:" 88’2 ¥4 aa—/;y) dz dy dz. Con la definizione diretta,
dette Si1 la superficie sferica esterna, Sy la superficie ellittica interna e Ss la superficie piana di base, si ha

che il versore normale uscente per Sy ¢ l(:c7 y, v/ a? —x?2 — y2) e I'elemento d’area & \/ﬁ dzx dy, da cui
Ds, (A) = [, (m + A3) dz dy oppure, in coordinate sferiche (6, ) (nelle quali il versore nor-
{224y2<a?} \/T

male uscente per Si & (cos @ sin ¢, sin @ sin ¢, cos ) e elemento d’area & a® sin ¢ d dy) si ha anche ®g, (A) =
f2" df [.2 (A1 cos B sin o+ Ay sin 0 sin o+ As cos )a” sin @ df dip; si pud poi parametrizzare S con (z,y, a(1—
2

Ay 0
- 4;/ ), da cui &g, (A) = — fT iz <1}det< ’:z Ky )dwdy:—f% a2 <1}(21‘A +58 A4, +

A.)dz dy; infine il flusso uscente da S3 & dato da ‘1353(/1) = —f{12+y2§a27 2%+?722>1} 3l,_o dzdy. e

MO»—‘

Per Ay = i(z,y,2) i flussi diventano ®s, (A1) = %f{22+y2§a2}(\/%7f_y2 + Va2 — 22 —y?)dedy =
a? 27 a a? s / a s :
%f{x2+y2§a2} VaZ—22_y2 dedy = 3 o do [ Saz_r2 rdr = %az(f a? —7r?g = 2?“37 poi ®s, (A1) =
2 2 2 2 . ™
gz (54405 dody = oo o) = Gopconvs opsin)] 3 37 o 5%+

Dpdp = —1a’n(3(p* + 1)]6 = —1ima®, e infine ®g,(A1) = 0, cosi che il flusso totale & ®s(A1) =
Og, (A1) + Ps, (Al) + ®s,(A1) = 5743, che come prescrive Gauss rida il volume di D3. e Invece per

12
az+Ly +'Y) dr dy _ 0 dg fo a'rcosl9+ﬁrsm9 +

Az = (o, B,7) i flussi diventano @g, (A2) = f{12+92<a2}(\/—7x7 W

v)rdr = [eliminando i termini nulli nell’integrazione in 6] 0 "o [ yrdr = 7ya?, poi ®s,(A2) =

— [ .2 =2 4y <1}(2z a+2 B4+ry)dedy = — 2” dvp fol(2apcos9—|—4,8psin0—|—'y)%a2pdp = —1mya® e ®g,(Az) =

f{ 2yyrca?, 22442 >1}fydxdy = ffyArea (S3) = —Limya®: dunque il flusso totale uscente ®op,(Az) &
e?ty?<a?, Tp+ir2

nullo, come prescrive Gauss.

(Figura 8) Il luogo & +2” + i < 1 rappresenta ’ellissoide di centro l'origine e semiassi rispettivamente
2a, 2a e c, mentre il luogo (z — a)2 + y? < a? ¢ il cilindro retto di base il cerchio nel piano orizzontale
(z,y) di centro (a,0,0) e raggio r (cerchio tutto contenuto nell’ellissoide) e illimitato in direzione z: e il
solido D4 & lintersezione tra i due. Integrando per fili paralleli all’asse z, e notando che in coordinate

polari nel piano (z,y) il cerchio (z — a)® + y* < a® & descritto come 0 < r < 2acosf con §] < Z, si

4a2—x2—y
2a —r2 _
ha che Vol (D1) = [y, ape. ooy U5t d) dudy = € [y ocyay VAG — 22— ddy =

<[5 deQGCDSQ\/mrdr: Eﬁ% (~1(a—r?)Bectdp = £ [, 8a®(1-|sin6]®) do = 1o8% [F (1

sin® 0) df = 16“ (0 + cosf — £ cos 9]0 = 16; (2 — 2). Come al solito, il flusso del campo campo vettoriale
A= (Ag, Ay, Az) uscente da 8D4 si pud calcolare col teorema di Gauss come ®sp, (A fD4 BAT 8‘2” +
oA

ayy ) dx dy dz. Usiamo ora la definizione diretta, chiamando S; la porzione di superﬁ01e esterna sull ellissoide
e 53 quella sul cilindro. Parametrizziamo la superficie dell’ellissoide usando delle coordinate sferiche adattate,
ovvero (x,y, z) = (2a cos 0sin g, 2asin §sin ¢, ccos @) con (0, p) € [—m, 7] x [0, 7]: la condizione (z—a)?+y* <

a® diventa allora (fatte le sostituzioni) cos @ > sin ¢, ovvero || < |arccos(sin )| = |¢—Z|, da cui (mettendo il
. - lo—Z| Ay —2asin @ sin @ 2a cos 0 cos ¢
segno per assicurare la normale esterna) ®s, (A) = — [7 d¢ f, fﬁ det [ A, 2acos@sing 2asinfcosy | dO =
A, 0 —csing

2a fo 81n<pdg0f 2 (c(Azcosf + Aysinf)sing + 2a A, cosp)df. Parametrizzando poi la superficie del

cilindro in coordmate cilindriche tramite (z,y,z) = (a(l + cosa), asina, z) con (a,z) € [0,2n] X R, e la



.. 2,2 2 . - . . . . PR
condizione L~ + 2. < 1 diventa |z| < ¢y/17%52 = csin® (si noti che sin 2 > 0 perché si & scelto
a? c2 2 2 2

1
in Az —asin 0 in
a € [0,27]), da cui ®s,(A) = [7 da ff:mnidet( Ay acosa 0 )dz = " da ffismi Az cosa +
A 0 1

Aysina)dz e Per Ay = $(z,y, 2) i flussi diventano ®s, (A) = Za [ sinpdep f‘ 2] (c((2a cos@sin ) cos O +
(2asinfsin ) sin §) sin p + 2a (ccos @) cos ) db = 2a [ s1n<pdg0f|w 2‘ |2acdf = 8a2cf0 lo—Z|sinpdp =

[posto v = — 3] 3a cf2 |w|cos1/)d'¢ = a20f0 Yeosdyp = 16 a’c(ysiney + COS’(/)] Yeospdyp =
Ba%e(2-1) e ®s,(A1) = 2a [)" do fcjzng a(1+cos @) cos a+asin® o) dz = %CLZC "(1+cosa)sin & da =

B4%c, cosi che il flusso totale & <I>3D4 (A1) = @5, (A1) +Ps, (A1) = 16§ (55— ) che per Gauss rida Vol (Dy).

e Invece per Ay = (h,k,1) (costante) si ha ®s,(A2) = 2a [ smapdgof (c(hcosf + ksinf)singp +

2al cos @) df = 2a [ sinp(c(hsin® — kcos ) sin g + 2al9cosg0]97_ _E dp = 4af0 (chsin|p — Z|sinp +
allo — 5| cos ) sinpdp = [posto ¢ = ¢ — F] 4af (ch sin || cos ) — al]y|sin ) coscpdz/) = [sfruttando

le (dis)parita] 8a fog chsin cos® ¥ dip = 8ach(—3 cos 1/1]0 = 3Sach e ®s,(A2) =a [;" da fc::n (hcosa+
ksina)dz = 2acf (hcosa+ksina)sin § da = [posto B = §] 4ac fo (2 cos? f— )+2k sin 8 cos ,B) sin 8dS
4ac(h(—% cos® B+ cos B) + 2k sin® B]§ = —fach dunque il ﬂusso totale uscente ®yp,(A2) & nullo, come pre-
scrive Gauss.

(1) Ex. 1. (2) Ex. 2. (3) Ex. 3. (4) Ex. 4.

(5) Ex. 5a. (6) Ex. 5b. (7) Ex. 5¢c. (8) Ex. 5d.




