Analisi Matematica IIT

3 Integrazione dei campi vettoriali

Abbiamo finora trattato —con Riemann prima e Lebesgue poi— una teoria di inte-
grazione “non orientata”, nella quale il fatto che lo spazio base (R™ o la varieta) su cui si
stava integrando una funzione reale fosse o meno orientato (nel senso che preciseremo tra
poco) non aveva alcuna rilevanza. Ci proponiamo ora di studiare una teoria di integrazione
sensibile all’orientazione dello spazio base, nella quale gli oggetti naturalmente portati ad
essere integrati (perché ne portano traccia dentro di se) non saranno piu le funzioni ma
le forme differenziali. D’altra parte, con questa doppia natura dell’integrazione bisognava
prima o dopo fare i conti: l'esistenza di due diversi integrali (uno non orientato e l'altro
si) era gia stata fatta accettare allo studente senza troppe spiegazioni quando, nello studio
dell’integrale di Riemann su R, si era passati dal simbolo f[%b} f (integrale “non orientato”,

definito come elemento separatore delle somme superiori e inferiori) al simbolo ff f(x)dx
(integrale “orientato”, basato come definizione sul precedente ma sensibile all’ordine in cui
vengono citati a e b). In effetti, nel linguaggio che andremo a precisare nel seguito e che
all’epoca non conoscevamo, nel secondo integrale non stavamo piu integrando la funzione
f ma la forma differenziale lineare f(z)dz.

Le forme differenziali sono 'aspetto duale dei campi vettoriali e delle loro costruzioni ten-
soriali, e per certi versi le due teorie sono analoghe; tuttavia I'uso delle forme rispetto a
quello dei vettori assicura un netto vantaggio in termini di naturalitd della costruzione
delle operazioni e degli enunciati, come si vedra ad esempio nella formula del cambio
di variabili (il “pull-back”) e nella sua compatibilita “funtoriale” con la differenziazione,
I'integrazione, il prodotto esterno. D’altra parte € pero innegabile che ’approccio tramite
i campi vettoriali sia ancora quello preferito nelle scienze applicate, perché un vettore ha
un’immediata rappresentabilita visiva e una forma no, dunque i risultati classici di inte-
grazione vettoriale (teorema della divergenza di Gauss-Green, formula di Kelvin-Stokes)
sono enunciati e conosciuti soprattutto in quel linguaggio. Pertanto, I'insegnamento di
questi argomenti puo seguire due diverse strategie: scegliendo la prima si illustrano i risul-
tati classici nel consueto linguaggio dei campi vettoriali con un rapido accenno finale a
una loro sottostante unitarieta, previlegiando la consuetudine e la comprensibilita imme-
diata a scapito di una reale consapevolezza di quanto sta dietro a tutto; scegliendo invece
la seconda si introducono la teoria dell’integrazione delle forme differenziali sulle varieta
fino al risultato generale (teorema di Stokes) per poi mostrare come i teoremi classici
si possano tutti dedurre da questo come casi particolari, mettendo in risalto I'unitarieta
matematica che governa il tutto ma col rischio di disorientare gli studenti —soprattutto
all’inizio— con un linguaggio fatalmente piu astratto. Il primo approccio ¢ di gran lunga
il piu diffuso, e in queste note per opportunita didattica daremo la precedenza ad esso;
tuttavia, considerando il secondo culturalmente piu appagante, abbiamo scelto di presen-
tarlo comunque nella parte finale della sezione, dando modo agli studenti interessati di
godere della bellezza di una teoria tanto semplice(*®) quanto potente.

(48) Diciamo semplice non nel senso di “facile” ovvero “che si puo fare senza difficoltd” ma nel senso
etimologico, ovvero “non complicato, univoco” (dal latino semel, “una volta”).
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Organizzeremo percio ’esposizione come segue.

— Inizieremo parlando delle varieta con bordo regolare, del concetto di orientazione e di
partizioni dell’'unita, in preparazione ai teoremi classici di integrazione vettoriale che,
come spiegato in precedenza, approcceremo in due modi diversi.

— Primo approccio. Enunceremo e dimostreremo i teoremi classici nel linguaggio dei
campi vettoriali.

— Secondo approccio. Costruiremo lo spazio delle forme differenziali di grado qualsiasi
(che chiameremo k-forme, ove k ¢ il grado: ad esempio, le O-forme sono le funzioni,
e le 1-forme sono le gia note forme differenziali lineari) con le loro operazioni di dif-
ferenziale, prodotto esterno, “pull-back” (immagine inversa) e integrale; lo faremo in
primo luogo sugli aperti di R™, poi sulle varieta. Quindi enunceremo e dimostreremo
il teorema di Stokes, e subito dopo ne daremo l'interpretazione in termini di campi
vettoriali, trovando nuovamente i risultati classici di integrazione vettoriale.

3.1 Varieta differenziali: bordo, orientazione, partizioni dell’unita

Ricordiamo la gia nota definizione di varieta differenziale affine (vedi pag. 14).

Un sottoinsieme X di R” si dira essere una varieta di dimensione m (con 0 < m < n) se
“localmente assomiglia a un aperto di R™”, cioe se ogni suo punto ha un intorno in X
(ottenuto intersecando X con un intorno nello spazio ambiente R™) diffeomorfo a un aperto
di R™. Piu precisamente, X & una varieta di dimensione m e classe C¥ (ove 0 < k < oo
e 0 <m < n)se ammette una delle seguenti tre descrizioni equivalenti.

(1) (Forma parametrica: X & localmente CF-diffeomorfo ad un aperto di R™)

Per ogni x € X esistono un intorno aperto W C R™ di x, un aperto V' C R™ ed un
Ck-diffeomorfismo (detto carta locale di X vicino a x) ¢ : WNX =5 V.(49) Linversa
v:V =>WnNX CR” si dira parametrizzazione locale di X vicino a x.

(2) (Forma grafico: X & localmente il grafico di una funzione R™ — R"~™ di classe C¥)

(49)Si ricorda che una funzione ¢ : M — N tra due sottoinsiemi qualsiasi M C R? e N C R? si dira
essere “di classe C*” quando ¢ & ottenuta restringendo a M una funzione ¢ : U — V di classe C* tra due
intorni aperti U C R? e V' C RY rispettivamente di M e N tale che ¢(M) C N;eche ¢ : M — N & un
“diffeomorfismo di classe C*” se & un omeomorfismo (cioe biiettiva, continua e con inversa continua, cosa
che ha senso anche su sottoinsiemi qualunque muniti della topologia indotta) di classe C* e anche 'inversa
¢! N — M & di classe C*. Dunque, nel caso di nostro interesse, una carta locale ¢ in concreto una
funzione di classe C* definita su tutto un aperto W di R™ e a valori in un aperto V di R™, che diventa
biiettiva quando ristretta a U := W N X e tale che la funzione inversa vy := ¢~ ' : V — U C R" & di classe
ck (nel significato usuale, visto che il dominio V' & un aperto di R™ e il codominio ¢ R", dunque si tratta
una funzione di m variabili e n componenti).
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Per ogni z € X esistono un intorno aperto W C R"™ di z ed m variabili 2’ =

(xiy,...,x,) tali che, scritte le rimanenti come 2" = (z;,,...,zj,_,,) e denotata
con 7 : R™ — R™ la proiezione m(x) = 2/, siha WNX ={z € U : 2" = ¢(a')} per
un’opportuna funzione ¢ = (¢, ..., ¢, ) : 7(W) — R*™™ di classe C*.

(3) (Forma cartesiana: X ¢ localmente il luogo degli zeri di una sommersione R" —
R™™™ di classe C*)

Per ogni x € X esistono un intorno aperto W C R™ di x ed una funzione g =
(G1s - s Gnom) : W = R™™™ di classe C* tale che WNX =g (0p_pm) ={z €W :
g1(x) =+ = gn—m(x) =0} e che, in tali punti, g sia sommersiva.

Una varieta potrebbe non essere descrivibile dappertutto con un’unica carta, perché, pur
essendo localmente diffeomorfa a un aperto di R™, potrebbe non esserlo globalmente: in
generale bisogna ricorrere a un atlante, cioe una famiglia {py : Uy — V) : A € A} dicarte
locali tra loro compatibili, ovvero tali che, ogniqualvolta due di esse si sovrappongono anche
parzialmente (cioe UxNU, # @), larelativa funzione di transizione ® ,, :=: gpuogp;l sia un
diffeomorfismo C* tra gli aperti di R™ dati da ¢x(UxNU,) e ¢,(UrNU,) (corrispondenti
alle parti sovrapposte delle due carte). D’altra parte va detto pero che spesso si riesce a
trovare una sola carta che copre X “quasi dappertutto”, nel senso di “a meno di insiemi
Am-trascurabili” (ad esempio, a meno di sottovarieta proprie di X, che hanno dimensione
inferiore): e per certe esigenze, come il calcolo di integrali m-dimensionali su X, questo &
gia sufficiente, dunque in pratica si riesce di frequente a lavorare con una sola carta.

Esempio. La circonferenza S' = {(z,y) € R? : ° + y® = 1} & una varietd di dimensione 1 in R?, perché
essa & localmente diffeomorfa a un aperto di R. Tuttavia essa non & globalmente diffeomorfa a un aperto
di R: il modo pitt semplice per vederlo ¢ il seguente. Se per assurdo ci fosse un diffeomorfismo tra S' e
un aperto A di R (allora A sara necessariamente un intervallo, perché S' & connessa), detti N = (0,1) (il
polo nord di S') e zo il punto di A corrispondente a N dovrebbe rimanere indotto un diffeomorfismo tra
S'\ {N} e U\ {zo0}, il che & assurdo perché S' \ {N} resta connessa mentre A\ {zo} no. Dunque una
sola carta non pud bastare a coprire tutto S!. Le scelte pill frequenti di carte per S! sono le seguenti.
(1) Data la mappa di avvolgimento f : R — S! con f(t) = (cost,sint), si possono considerare le carte
n = (flnn) ™ S\ (=1,0)} 2] = [ oppure o i= ( flgor) " : S1\{(1,00} 210,27, o (2) La
proiezione stereografica di S* dal polo nord N = (0,1) ¢ la funzione pn : S*\ {N} =5 R che associa ad un

punto P di S' diverso da N I'unico punto ¢px(P) dell’asse delle ascisse ottenuto intersecando ’asse con la

semiretta uscente da N e passante per P: se P(z,y) (con z° +14? = 1 e y # 1) si calcola che pon(P) = et
con inversa (on)™' : R =5 S\ {N} data da (on)7 (1) = (liQQ,fﬁ—zz). Analogamente, la proiezione

stereografica dal polo sud S = (0, —1) & la funzione ¢s : S* \ {S} = R data da pg(P) = 11y con inversa

~ - u —u? : :
(ps)™" : R = ST\ {S} data da (ps) ' (u) = (7753, 1747)- @ (3) Detti Uz = {(z,y) € S' 1y 2 0} (i
semicerchi con y positivo e negativo), si hanno le parametrizzazioni cartesiane 'y:(Fm 1] 1,1[ = Us date
da 7(;)(75) = (t,FV1 —1t?), e le carte locali sono le loro inverse <p$”) = (7;1))_1 : Uz =]—1,1], date
dalla prima proiezione gog;:)(:c, y) = x. In modo analogo si possono considerare le carte parametrizzazioni
@%) fatte usando i semipiani con x positivo e negativo. e Si noti che le carte in (1-2) coprono tutta la
circonferenza, tranne un punto, che & un sottoinsieme \;-trascurabile. ® Per avere un atlante di S' basta

scegliere due delle carte precedenti che coprano tutto S*. Ad esempio, se scegliamo pn e @s, queste si
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sovrappongono su tutto S' \ {N, S}, che corrisponde in entrambi i casi a R\ {0}: e il calcolo dice che la

funzione di transizione ® = @5 o0 (pn)~" : R\ {0} = R\ {0} & data da u = ®(t) = 1. Altro esempio:

(y)

scegliendo le carte ¢ e ¢, queste si sovrappongono sull’'unione disgiunta dei quadranti aperti II e III,

che corrispondono da un lato a ]— m, —5[U] %5, [ e dall’altro a ]— 1,0[{U]0, 1], e la funzione di transizione

e ® =" o (pr) = m —T[U] T, w[Z5] - 1,0[U]0, 1] con y = B(t) = sint.

La definizione di varieta data in precedenza e quella classica, in cui ogni punto ha un
intorno diffeomorfo a un aperto di R™. Piu in generale possiamo considerare delle varieta
con bordo (regolare), o varieta bordate, in cui si tollera la presenza di alcuni punti estremali
(detti “di bordo”) attorno ai quali I'insieme non assomigli a un vero e proprio aperto di
R™, ma piuttosto a un aperto di R al quale si aggiunga un tratto di frontiera. Per
capirci (vedi Figura 3.1), il segmento aperto I = {(z,0) € R? : 0 < x < 1} e il disco
aperto B = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} sono varietd in R? nel senso classico (di dimensioni
rispettivamente 1 e 2), mentre il segmento chiuso I = {(z,0) € R? : 0 < x < 1} e il disco
chiuso D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} non lo sono piil, perché ad esempio attorno al
loro punto (1,0) esse non sono piu diffeomorfe rispettivamente a un intervallo aperto o a
una palla aperta, ma a un intervallo semichiuso o a un semidisco aperto cui si aggiungano
i punti interni del diametro. E per trattare questi oggetti piu generali che andiamo a
introdurre la definizione che segue.

ALV

i ; i
7O HLR,

9H": {o}

Figura 3.1: In T il punto (1,0) & di bordo, (%,0) & interno. In D = B2 il punto (1,0) & di bordo, P & interno.

Consideriamo

H™ = {veR™:v, >0} (semispazio chiuso di R™),
OH™ = {veR":v, =0} (iperpiano di bordo di H™).

Per estendere la nozione classica di varieta a quella di varieta bordata chiederemo che X
“assomigli localmente a un aperto di H™” anziché di R™: ovvero, nella definizione (1)
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sostituiamo R” con H™.(49) Ora, gli aperti di H™ (ottenuti intersecando con H™ gli aperti
di R™) possono essere di due tipi, come si pud osservare nella Figura 3.1: usuali aperti
di R™ (se non contengono punti dell’iperpiano di bordo 0H") oppure aperti “bordati da
un lato” (se essi contengono tratti di OH™): dunque, oltre ai soliti punti attorno cui X
assomiglia a un aperto di R™, ora si tollerano anche punti “di bordo” attorno ai quali
X assomiglia a un aperto di R™ bordato da un lato. Data una varieta con bordo X,
distingueremo dunque i suoi punti tra il sottoinsieme X di quelli di primo tipo (detto
“interno” di X) e il sottoinsieme X di quelli di secondo tipo (detto “bordo” di X).(50)
D’ora in poi, una varieta nel senso classico potra essere detta anche “varieta senza bordo”,

o “varieta con bordo vuoto”.

Esempi. (1) Gli intervalli aperti ]a, b[ sono varieta (nel senso classico) di dimensione 1 in R. Invece gli
intervalli semichiusi o chiusi del tipo [a,b], ]a,b] oppure [a, b] sono varietd bordate di dimensione 1 in R:
il loro bordo & fatto rispettivamente da {a}, {b}, {a,b}. Similmente, un tratto di elica cilindrica senza
estremi {P(z) = (rcosz,rsinz, 2) : a < z < b} & una varieta di dimensione 1 in R®, mentre ad esempio
{P(2) = (rcosz,rsinz, z) : a < z < b} & una varietd bordata di dimensione 1 in R* con bordo dato
dal solo punto {P(a)}. (2) Tl disco aperto B = {(x,y) € R* : 2® + 3* < 1} & una varieta (nel senso
classico) di dimensione 2 in R?; invece il disco chiuso D = {(z,y) € R? : 22 + y® < 1} & una varieta
bordata di dimensione 2 in R?, con bordo 8D = D\ B = {(x,y) € R? : 2? + y* = 1} (la circonferenza
SY. (8) In R, 1a sfera S* = {(x,y, 2) : 2* + y*> + 2% = 1} & una superficie regolare (ovvero, una varieta di
dimensione 2) senza bordo. Invece I'emisfero ST = {(z,y,2) : 2* + y* + 2% = 1,2 > 0} e la palla chiusa
B = {(x,y,2) : 2* +y*> + 2% < 1} sono varietd bordate di dimensione rispettivamente 2 e 3, i cui bordi

sono la circonferenza del piano orizzontale 8% = {(z,y,0) : 2% + ¢y* = 1} e la sfera B> = S2.

B importante notare che, data una varietd bordata X, il suo bordo dX e il suo interno X
sono a loro volta delle varieta, e senza bordo:

Proposizione 3.1.1. Se X ¢ una varietd bordata di classe C* e dimensione m, il suo
interno X e il suo bordo X sono varietd senza bordo di classe C* e dimensione rispetti-
vamente m e m — 1.

Dimostrazione. 11 fatto che 'interno X sia una varietd senza bordo di classe C* e dimensione m & ovvio
(attorno ai suoi punti non & cambiato nulla rispetto alla definizione gid nota di varietd senza bordo);
occupiamoci allora del bordo dX. Sia x € 90X, e siano U un intorno aperto di z in X, V un aperto di H™
(con bordo AV sottoinsieme aperto di JH™ ~ R™ ) ¢  : U =5 V una carta locale di X attorno a z, in
cui sard dunque p(z) € 9V: essendo perd (U NIX) = 9V (tramite il diffeomorfismo ¢, punti del bordo
09X devono andare in punti del bordo OV e viceversa per definizione di bordo) bastera allora considerare
la restrizione ¢|;py : UNOX = OV per ottenere una carta locale di X all’intorno di #. L’ultima cosa
da vedere € che le funzioni di transizione tra una carta e ’altra inducano delle funzioni di transizione tra
i rispettivi bordi, ma questo discende dal seguente Lemma 3.1.2. (]

Lemma 3.1.2. Un auto-diffeomorfismo F : H™ = H™ di classe C* (ovvero, un auto-
omeomorfismo che si estende ad un diffeomorfismo C* su qualche intorno aperto di H™)

(59) Chiaramente i termini “interno” e “bordo” non sono da interpretarsi nella topologia di R™ (infatti,
ad esempio per quanto riguarda “interno”, se m < n non ¢ possibile che tutta una palla aperta di R" sia
contenuta in X ), ma nella topologia indotta su X da quella di R".
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induce un auto-diffeomorfismo f : OH™ = OH™ di classe Ck. Inoltre, se F ha determi-
nante jacobiano ovunque positivo, cio vale anche per f.

Dimostrazione. Per il teorema di inversione locale in R™ si ha che F'(OH™) = OH™ (dev’essere I “HH™) C
H™, dunque F(OH™) C OH™, e analogamente per I'inversa F~') da cui la prima affermazione con f =

F|,ym- Dimostriamo la seconda per m = 2, il caso generale essendo simile. Siano (y1,%2) coordinate nel
or or

dominio, e sia F' = (F1, F»): allora f(y1) = Fi(y1,0). Per ipotesi vale det | 3% (w1, Ju2 w9 5
Tyf(y150> Wg(QLO)

per ogni y1. Essendo F>(y1,0) = 0 si ha g—%(yl,()) = 0; inoltre, poiché F(Hm) C H™, si ha g%(yl,O) =
: Fo(y1,t)—Fa(y1,0) _ 7; Fa(yi1,t) ’ __ OF '
tl_l}r& - = tgr{)h 42 > 0. Dunque f'(y1) = 5,1 (y1,0) > 0. O

Parliamo ora di orientazione su una varieta, partendo dal caso pit semplice, ovvero dallo
spazio vettoriale R™. Orientare R™ significa fissare in esso una base ordinata di riferi-
mento, detta “positiva”: si dira poi che un’altra base ordinata ¢ “positivamente orientata”
se la trasformazione lineare che la porta nell’ordine in quella di riferimento ha determi-
nante positivo, “negativamente orientata” nel caso opposto.(®1) Naturalmente su R” ¢'¢
una base previlegiata data dai versori canonici ey, ..., ey, si parlera in tal caso di “orien-
tazione canonica” di R™.

Un cambio di base € un esempio assai speciale di auto-diffeomorfismo di R"*; vediamo cosa
accade piu in generale con un qualsiasi cambio di coordinate, ovvero un diffeomorfismo
¢ : V' = V di classe C* tra aperti connessi V' e V di R™. Siano 2’/ = (2),...,2}) e
x = (x1,...,oy) le coordinate rispettivamente in V' e in V: si intende dunque z; = ¢;(z').
Poiché ¢ ¢ un diffeomorfismo, la funzione det(Jg(z’)) non si annulla mai e dunque, essendo
continua, il suo segno (che indicheremo con sign ¢) sara costante su V'. Si dird che ¢
preserva (risp. inverte) l'orientazione se sign ¢ = 1 (risp. se sign ¢ = —1). Tale definizione
si estende naturalmente ai diffeomorfismi tra aperti di H™: infatti, per definizione, essi
sono indotti da diffeomorfismi tra intorni aperti in R™ di tali sottoinsiemi.

Esempi. (1) Il cambio di variabile dato da = ¢(z') := % pud essere visto tra ]0,+oc[ e se stesso,
o tra | — 00, 0[ e se stesso. In entrambi i casi, essendo ¢'(z’) = ,ﬁ < 0, esso inverte l'orientazione.

(2) La funzione (z,y) = ¢(z',y") = (2'y/, g—;) ¢ un cambio di variabile nel primo quadrante: l'inversa &

(@', y) = o7z, y) = ( ,/@Y) e, essendo det(Jy)(2',y') = 2y" - 0, il cambio ¢ preserva l'orientazione.

x

Passiamo ora alle varieta: sia dunque X una varieta C*> (eventualmente con bordo) di
dimensione m. Orientare X significa, quando possibile, orientare ciascuno spazio tangente
T, X 2) in modo continuo al variare di € X. Pil precisamente, X si dird orientabile se
esiste un atlante {(Uy, p)) : A € A} di X “orientato”, ovvero tale che tutte le funzioni di

(5U1n termini piu precisi: nella famiglia delle basi ordinate di R™, la relazione secondo cui la trasformazione
lineare che porta una base nell’altra ha determinante positivo & chiaramente un’equivalenza, che divide la
famiglia in due classi, e un’orientazione di R™ & una di queste due classi.

(52)cosa che sappiamo fare perché T, X & uno spazio vettoriale di dimensione m, e dunque, come detto, si
tratta di scegliere in esso una base ordinata positiva.
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transizione ¢, o gogl preservino l'orientazione di R™; e si dira orientata se ¢ esplicitamente
associata ad un suo atlante orientato.

In particolare, notiamo allora che una varieta parametrizzata da una sola carta & sempre
orientabile, e gli spazi tangenti nei suoi vari punti risultano orientati tramite (il differenziale
del)la parametrizzazione v : V. — X C R"”, nel senso che per un certo x = y(u) € X
una base positiva per T, X sarad 'immagine tramite dv, : R™ = T, X C R" di una base
positiva di R™ (tipicamente la base canonica). I problemi possono sorgere quando si tratta
di incollare le orientazioni date da diverse carte: per alcune varieta questa operazione puo
risultare impossibile, come segnaliamo negli esempi qui sotto.

Esempi. (0) Per m = 0, una varieta di dimensione 0 & una famiglia discreta di punti X = {z : A € A}:
in questo caso, orientare X significa assegnare ad ogni punto un numero 1. (1) Per m = 1, una varieta
di dimensione 1 & una curva regolare; e orientare una curva regolare significa essenzialmente scegliere in
che verso percorrerla. Ad esempio, orientare X = S' equivale a scegliere un verso di rotazione (solitamente
Pantiorario, vedi Esempio a pag. 69). (2) Per m = n—1, una varieta di dimensione n—1 & un’ipersuperficie;
e orientare un’ipersuperficie significa essenzialmente scegliere un verso positivo per il vettore normale ad
essa (vedi Esempio a pag. 69 con {z € W : h(z) = 0} ove W & un aperto di R" e h : W — R & sommersiva
nei suoi zeri). (3) In generale non & detto che una varieta sia orientabile, ovvero che si riesca a orientarne
in modo continuo tutti gli spazi tangenti: il piano proiettivo reale, il nastro di Mébius, la bottiglia di Klein

(vedi Figura 3.2) sono tre classici esempi di varietad non orientabili.

Figura 3.2: Il nastro di Mobius e la bottiglia di Klein, due esempi classici di varieta non orientabili.

Nelle varieta con bordo, abbiamo visto che il bordo ¢ a sua volta una varieta (senza bordo)
di dimensione inferiore di uno: una cosa assai importante da notare ¢ che un’orientazione
sulla varieta induce in modo naturale un’orientazione sul suo bordo.

Proposizione 3.1.3. Se X ¢ una varieta orientabile, tale é anche il suo bordo 0X ; inoltre,
un’orientazione di X induce naturalmente un’orientazione di 0X.

Dimostrazione. 1l bordo 8H™ = {v € R™ : v, = 0} ha un’orientazione indotta da quella standard di H™
(ovvero di R™, data dalla base canonica (ey,...,en)), che descriviamo come segue: identificando OH™
con lo spazio generato dai primi m — 1 vettori eq, ..., emn—_1, possiamo vedere —e,, come il versore normale
a OH™ uscente da H™, e per definizione diremo che la base ordinata (e1,...,em—1) di JH™ & positiva
quando la base ordinata (—em,e1,...,em—1) & positiva per H™, ovvero per R™, e questo accade quando
m € pari; e negativa altrimenti, e questo accade per m dispari. A questo punto, data una varieta bordata
orientata X, se {(Ux, pa) : A € A} & un suo atlante orientato allora in base alla seconda parte del Lemma
3.1.2 l'atlante ristretto {(Ux N 90X, oaly, nox) * A € A} & un atlante orientato per il bordo dX: in altre
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parole, se X ¢ orientabile tale & anche il suo bordo 9X. E l'orientazione indotta su dX ¢ per I’appunto
quella ereditata da OH™ tramite le carte ristrette: il modo piu semplice per descriverla ¢ di ricorrere alla
definizione cartesiana. Dato xp € 0X siano W un intorno aperto di zo in R™ e

g=1(g1,- s Gn-m) : W =>R"™™| h:W =R

due funzioni tali che g e (g, h) siano sommersive e che vicino a zg si abbia

0X {zeW:gi(z) =0, ..., gn-m(z) =0, h(z) =0},

X = {zeW:gi(z)=0, ..., gn-m(z) =0, h(z) <0}.
Dunque T, X ¢ lo spazio dei vettori ortogonali ai gradienti Vgi1(xo), ..., Vgn—m(20); € Tx, (0X) & l'iperpiano
di T, X fatto dai vettori che sono ortogonali anche a Vh(zo). Si & allora in una situazione analoga a quella
di OH™ dentro H™ (in quel caso si pensava a n = m, dunque g non c’era, e h(v) = —vmnm, ), solo che ora
il ruolo del versore normale uscente —e,, € svolto dal versore ng, della proiezione di Vh(xo) su T, X,
orientato analogamente alla proiezione stessa: una base {vi,...,vm—1} di Ty, (0X) sard detta positiva
quando la base {nzy,v1,...,vm—1} di Ty, X & positiva per lorientazione su X. (|

D’ora in poi, data una varieta orientata X si intendera tacitamente che il suo bordo dX e
orientato in modo indotto da X. Ripetendo grossomodo il contenuto della dimostrazione
della Proposizione 3.1.3, tale orientazione indotta puo essere descritta come segue. Dato
x € 0X, per capire se una base di T,(0X) & positiva le si aggiunga in testa il versore
tangente a X in z normale a dX e di verso uscente da X: si dovra in questo modo
ottenere una base positiva di T, X.

Z|

d2

'y

Figura 3.3: Superfici bordate in R3.

Esempi. (1) Siano W un aperto di R" e sia h : W — R una funzione di definizione cartesiana, ovvero una
funzione C*° sommersiva nei suoi zeri (altrimenti detto, il sistema dato da h(x) = 0 e dh(z) = 0 non abbia
soluzioni): allora il chiuso X = {z € W : h(z) < 0} & una varieta con bordo 0X = {z € W : h(z) = 0},
I'ipersuperficie di W definita da h. La varietd X & naturalmente munita dell’orientazione data da R",
e tutti gli spazi tangenti nei vari punti z € X coincidono con R"; come detto, l'orientazione indotta
sull’ipersuperficie-bordo dX & quella in base a cui, ponendo in testa a una base di T,(9X) il versore
normale a X uscente da X, si deve ottenere una base positiva di T, X = R". Vediamo alcuni esempi. e
In R, se X =] — 00, b] Porientazione indotta su X = {b} & +1 (in questo caso h(z) = z —b); analogamente,
se X = [a,+oo[ l'orientazione indotta su X = {a} & —1 (in questo caso h(z) = a — z). o In R?, se

X ¢ la ragione di piano racchiusa da un circuito semplice e liscio (che diventa dunque il suo bordo 9X),
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Iorientazione indotta sul circuito-bordo € quella antioraria. Ad esempio, se X ¢ il disco chiuso di centro
Porigine e raggio R allora il suo bordo 90X, ovvero la circonferenza di centro l'origine e raggio R, & orientato
positivamente in senso antiorario (in questo caso h(z,y) = 2> +y* — R?). e In R" sia h(z) = 23+ - -+a2 —1:
siha X =B", X =S 1, Vh(zo) = 2(xo0,1,.-.,%o,n); indicando con N e S i poli nord e sud di St si

ha TwS" ! = TsS" ! = (e1,...,en—1); tuttavia, in base a quanto detto, una base positiva per TnS" ™! &
(=)™ (e1,...,en—1), mentre una base positiva per TsS" ™' & (—1)"(e1, ..., en—1). Con questa notazione
si intende che se n & pari (ad esempio, per la circonferenza S' nel piano ]RZ) allora (e1,...,en—1) & una base

positiva in S e negativa in N (fatto gia noto per S', visto che ¢ orientata positivamente in verso antiorario);
mentre se n & dispari (ad esempio, per la superficie sferica S? nello spazio ]R3) allora (e1,...,en—1) & una
base negativa in S e positiva in N. (2) E importante riflettere anche sul caso di superfici bordate in R?
(vedi Figura 3.3): ovvero, data una superficie bordata orientata ¥ in R3, come determinare lorientazione
indotta sulla curva-bordo X ? Di solito una superficie ¥ di R® si interpreta a sua volta come frontiera
topologica di un aperto W di R® (se si vuole usare il linguaggio delle varieta, 3 si pud interpretare anche
come bordo del chiuso W), dunque possiamo pensare almeno localmente che ¥ sia definita da una funzione
sommersiva g(x,y,z) = 0 di modo che W sia dato da g(z,y,2) < 0. La condizione di bordatura di ¥ &
poi espressa usualmente da una disequazione lata del tipo h(z,y,2) < 0, di modo che la curva-bordo 9%
sia definita da g(z,y, z) = h(x,y, z) = 0. In questa situazione, preso un punto x della curva-bordo 9%, un
vettore tangente v in x a 9% dara il verso di percorrenza positivo di 9% quando, detto, v il versore tangente

a ¥ in z diretto normalmente alla curva X e in direzione uscente da ¥ (ovvero, verso i valori h > 0), la

Vg(x)
[Vg(z)l

in direzione uscente da W (ovvero, verso i valori g > 0), quest’ultima cosa accade quando la base ordinata

base ordinata (v, v) & positiva per T,%; a sua volta, detto T = il versore normale a ¥ in x diretto
(7, v,v) di R? & positiva per Porientazione canonica, fatto che notoriamente pud essere valutato con l'uso
delle tre dita della mano destra. Mostriamo un paio di esempi concreti. o Nella situazione della Figura
3.3(a), rispetto al versore 7 personificato il verso di percorrenza della curva-bordo deve apparire antiorario.
e La superficie bordata ¥ = {(z,y,2) : z = 2> +y*, 1 < z < 2} (la porzione di superficie esterna del
paraboloide z = 22 + 32 compresa tra le quote z = 1 e z = 2, Figura 3.3(b)) ha come bordo 9% 'unione
disgiunta delle circonferenze C— = {(z,y,2) : 2> +y*> =2z =1} e Cy = {(2,9,2) : 2> +y® = 2z = 2}; in base
a quanto detto, le orientazioni indotte su C_ e C sono quelle in cui esse appaiono percorse rispettivamente

in senso antiorario e orario a un osservatore che le guardi dall’alto dell’asse z.

Si e visto che una varieta si ottiene incollando tra loro informazioni locali sugli aperti di
un suo ricoprimento, tramite le carte di un suo atlante e le funzioni di transizione. Uno
strumento utile per decomporre un oggetto globale (tipo una funzione —o piu in generale
una forma differenziale— definita su tutta la varieta) in vari oggetti locali su ciascuno degli
aperti del ricoprimento; o, viceversa, per incollare tra loro degli oggetti locali (tipo una
famiglia di forme differenziali ciascuna definita su un singolo aperto) e trovare un oggetto
globale, & quello della partizione dell’unitd, ovvero una famiglia di funzioni C*° positive su
tutta la varieta che pero siano nulle al di fuori di uno solo degli aperti del ricoprimento e
che abbiano somma totale 1. Tutto parte da questo fatto in R™:

Lemma 3.1.4. FEsiste una funzione h:R™ — R di classe C*° con 0 < h < 1, tale che
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hz)=1 se ||z| <1 e h(zx)=0 se |z| > 2.

Dimostrazione. La funzione o : R — R data da a(t) = e /* se t > 0 e da a(t) = 0 se t <0 & di classe C*°
(basta notare che le derivate fatte per ¢ > 0 hanno tutte limite 0 per ¢ — 0%) e per ¢ > 0 & strettamente

positiva (compresa tra 0 e 1). Di conseguenza la funzione 5 : R — R data da B(t) = W ¢ ancora
di classe C*° (il denominatore non si annulla mai), vale 8(t) = 0 per t < 0e S(¢t) =1 per t > 1. Allora
h:R™ — R data da h(z) = (4 — ||z||) ha le proprieta richieste. O

Sia ora X una varieta C¥. Una partizione dell’unita & una famiglia {py : A € A} di funzioni
C* non negative tali che

(a) {pr: A € A} & localmente finita, ovvero per ogni € X esiste un intorno U C X di
x tale che py|; # 0 solo per un numero finito di A € A;

(b) vale > ycapa=1,0vvero > y.ppa(xz) =1 perognize X.

Appoggiando sul Lemma 3.1.4 si dimostra che, in effetti, considerato un qualsiasi rico-
primento aperto di una varieta C°°, esistono delle partizioni dell’'unita ben adattate agli
aperti del ricoprimento; evidentemente a noi interessera soprattutto il caso del ricopri-
mento fatto dagli aperti sui quali sono definite le singole carte locali di un atlante della
varietd. (Ricordiamo che il supporto supp(f) di una funzione f : X — R & la chiusura in
X dell’insieme dei punti sui quali f non ¢ nulla.)

Teorema 3.1.5. Sia X una varieta C*°, {Uy : A € A} un ricoprimento aperto di X. Esiste
allora una partizione dell’unita {px : A € A} “subordinata a {Uy : X € A}”, ovvero tale
che supp(py) C Uy per ogni A € A (in particolare, py ¢ nulla al di fuori di Uy). Esistono
inoltre una partizione dell’unita {p, : p € M} di funzioni a supporto compatto, ed una
funzione v : M — A, tali che supp(p,) C Uy () per ogni pn € M.

Facciamo qualche commento al Teorema 3.1.5.

e Si noti che le funzioni della partizione {py : A € A} hanno il vantaggio di essere
associate a ciascun Uy (I'insieme A degli indici ¢ lo stesso) ma potrebbero non essere
a supporto compatto. Se invece vogliamo una partizione dell’unita fatta da funzioni a
supporto compatto contenuto in qualcuno degli Uy, possiamo trovarla ma dobbiamo
accettare il fatto che le funzioni {p, : p € M} potrebbero essere molto pili numerose
degli aperti del ricoprimento.

Esempio. (Vedi Figura 3.4) Dato il ricoprimento di R con i due aperti Uy =]—o00,1[ e Uz =]—1, +0o0]
e considerate le funzioni p1,p2 : R — R date da p1(t) = B(2t) e p2(t) = 1 — B(2t) (ove B ¢ quella
della dimostrazione del Lemma 3.1.4; si noti che p; vale 0 per z < 0 e vale 1 per x > 5, dunque
p1 vale 1 per z < 0 e vale 0 per z > 5), la famiglia {p1, p2} costituisce una partizione dell’umta
subordinata a {U1, U2} (qui A = {1,2}) ma tali funzioni ovviamente non sono a supporto compatto.
Si ponga invece pi(t) ;== 1— 8(2x — k) — B(—(2z — k)) al variare di k € Z: si noti che p & C*°, nulla
b1 kil
CRE

g, in cui vale 1; inoltre la somma di tutte le gy (in realta

al di fuori dell’intervallo unitario aperto |5+ [, sull’intervallo & positiva e compresa tra 0 e 1 ed

¢ simmetrica rispetto al punto medio x =

Corrado Marastoni 71



Analisi Matematica IIT

Figura 3.4: Partizioni dell’unitd subordinate al ricoprimento di R dato da U; =]— o0,1[ e Uz =]— 1, +o0].

per ogni punto di R ve ne sono alpitt due che non si annullano in quel punto) vale identicamente 1.
Dunque la famiglia {px : k € Z} & un’altra partizione dell’unitd subordinata a {U1, Uz}, nel senso
che ognuna delle pj, ha il supporto contenuto in Uy oppure Uz (qui M = Z e A = {1, 2}, e la funzione
v: M — Ae~vy(k)=1per k <0ev(k) =2 per k> 0; in realtd in questo caso anche y(0) = 1
andrebbe bene), e abbiamo guadagnato nel fatto che si tratta di funzioni a supporto compatto; ma

abbiamo perduto nel fatto che il numero delle funzioni ¢ passato da due a un’infinita numerabile.

e Vediamo in concreto I'utilita della nozione di partizione dell’'unita. Sia X una varieta
C>°, con un dato atlante {¢y : Uy — Vi : A € A}: dunque X ha un ricoprimento fatto
dagli aperti Uy ciascuno identificato da ¢y con l'aperto V) di R™. Scegliamo una
partizione dell’'unita {py : X — R : A € A} subordinata al ricoprimento {U) : A € A}.

— (Decomposizione di un dato globale in somma di dati locali) Data una funzione
f: X — R di classe C¥ (o pilt in generale una forma differenziale su X),
possiamo scrivere f(x) = Z/\E/\(fpk)(x),(“), col vantaggio che ciascuna fpj :
X — R ¢ ancora C* ma & nulla al di fuori di Uy: abbiamo dunque decomposto
il dato globale f in vari dati locali fpy su ciascuno degli aperti Uy.(5%

— (Creazione di un dato globale da dati locali) D’altra parte potremmo avere dati
locali, ad esempio funzioni fy : Uy — R (o piu in generale, forme differenziali
su ciascun Uy, ), che potrebbero anche comportarsi male (ad esempio, tendere a
o0) avvicinandosi al bordo di Uy: se consideriamo invece la funzione prodotto
fapa 1 Uy — R, la moltiplicazione per p) fa spegnere dolcemente (come funzione
C>) fx avvicinandosi al bordo di U}, (si ricordi che py ha supporto contenuto in
U,), cosi che si pud pensare direttamente a fypy : X — R prolungandola come
funzione nulla fuori Uy; definendo f : X — R come f(z) = > yca(fapr)(2), a
partire da dati C* su ciascun U, si ottiene un dato C*° su tutto X.

(53)infatti per ciascun x c¢’¢ solo un numero finito di indici per cui px(z) # 0, dunque la somma ha senso;

e 2 neaFP)(@) = Xosex F@)pa(z) = f(2) oyep pr(@) = f(2).

(54) Ad esempio, possiamo definire I'integrale Jx fdxa come Y7, o\ fUA (fpr)(z) dhu, (tale scrittura non
dipende ne’ dalla scelta dall’atlante ne’ da quella della partizione dell’unita, si veda ’analoga Proposizione
3.3.10 per le forme), e ciascuno degli integrali addendi fU,\ (fpx)(z) dAu, si puo calcolare come descritto a
pag. 53 nel caso di varieta date da una singola parametrizzazone: ovvero, considerata la parametrizzazione

= (pa)"" 1 VA = Ux, sipone [, (fox)(@) dAuy = [i, (Fpx) (72 (v)) V/det(Jq, (v)" I, (v)) dAk (v).
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3.2 Campi vettoriali e teoremi classici di integrazione vettoriale

Ricordiamo che un campo vettoriale su un aperto A C R™ & una funzione che associa
ad ogni punto di A un vettore di R™: Campo vettoriale

F:A—>R", F(z) = (Fi(z),...,Fy(2));

e che, data una curva 7 : [a,b] — A, l'integrale di linea di F' lungo ~ ¢ il numero reale Integrale di linea

b b
/ Fde = / F(y(t) /(1)) dt = / (FL(YO) A1) + -+ Faly(£)) 7a(8)) dt .

Come noto, la teoria dei campi vettoriali € canonicamente corrispondente a quella delle
forme differenziali lineari (campi “covettoriali”) tramite la seguente associazione, che
manda la base canonica di R” nella sua base duale:

campo F = (Fi(x),...,F,(x)) — forma w, = Fi(z)dx; + -+ Fp(z) dzy, .

Nelle scienze applicate, particolarmente in Fisica, tradizionalmente si preferisce operare
con i campi vettoriali, perché offrono una visualizzazione immediata e suggestiva delle
grandezze vettoriali (forze, velocita, ...) che rappresentano. Tuttavia I'uso delle forme ha

SSE‘SE:::;’;’? | \‘QH:TT/‘TA,’F/;/////'/'//’/%
R e Rl A 1 ol
TR T RN B 4\\}1“//%/?/

NG W
AN A T R S O \\ \/T/:///

P A rs ==y 2\\ \T// /5
A A e B e j / F g
I I S SN e 2
VYo SN L e

P e SN T

Figura 3.5: Campi vettoriali in R? e R3.

il vantaggio di offrire un quadro unitario dal punto di vista teorico (esse permettono di
raggiungere risultati generali di enunciato pulito in dimensione qualunque, come vedremo
col teorema di Stokes, che forniscono un inquadramento comune a vari risultati particolari)
ed efficiente dal punto di vista pratico (ad esempio, per la sua compatibilita con i cambi di
coordinate). Ad esempio, la nozione per i campi che corrisponde a quella di forma chiusa
e quella di campo irrotazionale, ovvero un campo F = (Fy,..., F,;) : A — R" tale che Campo irrotazionale
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8Fj _ OFy . . .
Jzr = Oz, perogni 1 <j <k <n;
e a una forma esatta corrisponde un campo conservativo, ovvero un campo F : A — R" campo conservativo
per il quale
esiste una funzione f: A — R per cui F = V.

La funzione f, definita a meno di una costante additiva se A & connesso, & detta potenziale

(scalare) di F'; ma, specie nel caso dei campi di forze, ¢ di maggior interesse la funzione

opposta F = —f, detta energia potenziale di F (55) per la quale si ha dunque F = —VE. (Energia) potenaiale
La ricerca di un potenziale per un campo conservativo F = (Fy,...,F,) : A — R"

equivale alla ricerca di una primitiva per la corrispondente forma differenziale lineare

esatta w, = Fi(z)dx; + - - + Fp(x) dxy,.

Useremo dunque il seguente dizionario nello spazio euclideo R™ per passare da un punto

di vista vettoriale (campi) a un punto di vista covettoriale (forme differenziali lineari):

Spazio vettoriale R™ Spazio vettoriale duale (R™)*
Vettore (vettore-colonna) Covettore (vettore-riga)
Campo vettoriale Forma differenziale lineare
Gradiente di una funzione Differenziale di una funzione
(Energia) potenziale Primitiva
Integrale di linea di un campo Integrale di una forma

Campi conservativi Forme esatte

[TTTTT11

Campi irrotazionali Forme chiuse

Elenchiamo allora nel linguaggio dei campi vettoriali alcuni fondamentali risultati che gia
conosciamo in quello delle forme differenziali lineari.

Proposizione 3.2.1. Sia dato un campo vettoriale F : A — R"™ di classe C'.

(a) (Integrale di linea di un campo conservativo) Se F é un campo conservativo e -y :
[a,b] — A & una curva, detto f un potenziale di F' (dunque F' =N f) si ha

/ Fodz = f(4(b) - f(+(a)) .
:

In particolare lintegrale di linea di un campo conservativo dipende esclusivamente
dagli estremi della curva.

(b) Le seguenti proprieta sono equivalenti:

(i) 1l campo F ¢é conservativo.

(ii) L’integrale di linea di F' dipende solo dagli estremi della curva.(56)

(%) A volte si usa il termine potenziale di F, specie nel caso in cui si consideri una versione “specifica”
(cioe indipendente dalle caratteristiche del corpo che ne risente, come accade nel campo elettrostatico con
la carica di prova) del campo di forze.

(56)E, se F = Vf, tale integrale & calcolabile come in (a).
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(iii) L’integrale di linea di F' su ogni circuito in A é nullo.
In tali ipotesi, fissato a piacere un punto xg € A, un potenziale di F' in A é

f@)y=[ F-dz,

Yag

ove v, . € una qualsivoglia curva da xo a x in A.
o

x

(¢) L’integrale di linea di un campo irrotazionale é invariante per omotopie di curve a es-
tremi fissati, o per omotopie di circuiti (non necessariamente con punto base fissato).
In particolare, un campo irrotazionale su un aperto semplicemente connesso € conser-
vativo.

(d) Sia A non semplicemente connesso, e si consideri una famiglia massimale di circuiti
semplici in A non nullomotopi e non omotopi tra loro.®") Se un campo irrotazionale
ha integrale di linea nullo lungo ogni circuito della famiglia, allora esso é conservativo.

Esempi. (1) I campi a variabili separate (ovvero quelli del tipo (Fi(z1),..., Fn(zxs)), che corrispondono

T—x

alle forme F(z1)dz1 4 -+ 4 Fu(2n) dzn) e i campi radiali a simmetria sferica (ovvero del tipo a(r)*=,

ove T & un prefissato punto e r = (O (z; — @)2)% ¢ la funzione di distanza da Z, che corrispondono
alle forme del tipo a(r)dr = @ > (z; — ;) dx;) sono conservativi, con primitive date rispettivamente
da 37, J Fj(z;)dz; e [a(r)dr. (2) Dato nello spazio fisico tridimensionale un campo di forze F =
(Fz, Fy, F.), la corrispondente forma differenziale dL = Fydx + Fydy + F,dz & detta lavoro elementare
compiuto dal campo. Dire che il campo F' & conservativo, ovvero che il lavoro elementare & una forma
esatta, significa, come detto, individuare D’esistenza di un’energia potenziale (I’opposto di una primitiva)
E(z,y,z) tale che F = —VE: in tal caso, come vedremo tra breve, il lavoro compiuto dal campo durante
un qualsiasi spostamento da un punto (xo, Yo, z0) a un altro punto (z1,y1, 21) & sempre pari alla perdita di
energia potenziale dalla partenza all’arrivo, ovvero U(xo, Yo, 20) — U(x1,¥y1,21). Esempi di campi di forze
conservativi sono, come noto, il campo di gravita terrestre (0,0, —mg) (costante, con energia potenziale
mgz) e 1 vari campi centrali a simmetria radiale: ad esempio, il campo gravitazionale generato da un
pianeta di massa M posto in ¥ e il campo di forza elastica generato da una molla di costante k con polo
in Z e lunghezza a riposo £ sono rispettivamente quelli con ag(r) = —2—24 (campo specifico per unita di
massa) e ael(r) = k({—r) (il primo campo di forze ¢ attrattivo, mentre il secondo & attrattivo per r > ¢

e repulsivo per r < £), con energie potenziali date da 7% e k(%rQ —0r).

Esercizio. Risolvere i sequenti problemi su irrotazionalita e conservativita dei campi vettoriali.

_( Bw—y—1 4343\ . .
(1) 1l campo F(z,y) = (z2i(yy+1)2 , m§+<yy+1)2) é conservativo nel suo dominio?

(2) Dire se esiste una funzione @(x) tale che il campo

F(z,y,2) = (yzgo(x)+ a:—12,z =3z, zp(z), yo(z) — x—222>

sta irrotazionale. In tal caso, F' é conservativo?

(5" Una curva parametrica si dice “semplice” se & iniettiva. Con “massimale” si intende poi che una tale
famiglia non puo essere ulteriormente allargata con l’aggiunta di altri elementi preservando il fatto che due
qualsiasi elementi rimangano non nullomotopi e non omotopi tra loro: in sostanza, “per ogni singolarita
del dominio si sceglie un circuito semplice che le giri attorno una volta” (spesso la scelta sara quella piu
comoda, tipicamente una circonferenza).
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3x—y—1 ) _ Q( x+3y+3 ) _ 7z2761y+y2+2y+1.
Zrein?) = 20 @) T T @ reinn?
il dominio R?\ {(0,—1)} non & semplicemente connesso, dunque non si puod concludere che F sia con-

tuttavia

Risoluzione. (1) F & irrotazionale, perché a%(

servativo. Proviamo allora a integrarlo lungo un circuito semplice che gira attorno al punto (0,—1):
la scelta piu ovvia ¢ la circonferenza v(t) = (cos2nt,—1 + sin2nt) con t € I, e risulta fv F.-dx =
fol (Bcos2rtzsin2ml (_9r sin 2mrt) + CS2TLISNITL (97 cos 2mrt)) dE = 27 fol(l —3sin4nt) dt = 2w # 0. Dunque
il campo non & conservativo.®® (2) Il rotore Vx F = (0, y(p(z) — ¢’ (), 2(p(z) — ¢’ (z))) si annulla se e
solo se ¢’ (z) = (), ovvero p(x) = ke” per qualche k € R. Poiché il dominio di F' & dato dall’'unione dis-
giunta dei due semispazi z 2 2z, che sono semplicemente connessi, su ciascuno di essi F' sara conservativo:

troviamo una primitiva f(z,y, z) ad esempio su x > 2z. Da % = kze® sirticava f(x,y, 2) = kyze®+u(z, 2)

per un’opportuna funzione u; da % =kye*+ g—’;(a:, z) =kye®— si ha poi g—Z(x, z) = log(x—22)+v(x)

r—2z
per un’opportuna funzione v; infine, da g—;Z = %(kyz e® +log(xz — 22) + v(x)) = kyze® + x_12z +'(z) =
kyze® + —— — 3z si ricava v'(z) = —3z, da cui v(z) = —32% + ¢ al variare di ¢ € R. Le primitive di w
su x > 2z sono dunque f(zx,y,z) = kyze® + log(z — 2z) — %w2 + ¢ al variare di ¢ € R.
Dato un campo vettoriale G = (Gy,...,G,) : A — R™ di classe C', si definisce la
divergenza (ingl. divergence) di G, denotata anche con V - G, come la funzione Divergenza

divG: AR,  divG = % 4 52 4 06

Un campo G tale che div G = 0 & detto solenoidale.(59)

Campo
solenoidale

Nel caso tridimensionale, dato un campo F = (Fy, Fy,F3) : A — R3 di classe C!, si
definisce il rotore di F' (ingl. curl)(ﬁo), denotato anche con V x F', come il campo Rotore

€xr €y €y
WtF = |0, 8, 0. | = (%90 O _0R 0B _ ok

0z’ 0z or > Ox oy
F Fy F3
Per un campo F', la proprieta rot F' = 0 equivale all’irrotazionalita definita in precedenza.

Proposizione 3.2.2. Gli operatori appena introdotti godono delle sequenti proprieta.

(a) (Un gradiente & sempre irrotazionale, e un rotore sempre solenoidale) Sia A aperto in R3.
Se f: A— R ¢ una funzione di classe C?, allora rtot (grad f) =0.
Se F': A — R3 ¢ un campo vettoriale di classe C?, allora div (rot F) =0.

(38)Con un po’ di occhio si poteva notarlo anche subito, perché F(z,y) = (
3( 2+(z 2 2 y+1 2)
z2+(y+1) z2+(y+1)

¢ il gradiente di 1 log(z” + (y +1)°).
(B9 appellativo solenoidale & riferito al fatto che tale proprieta & posseduta dal campo magnetico generato
da un solenoide.

T z ) —
22+ (y+1)2 7 22+ (y+1)2
: il primo campo & la solita forma argomento w,,. traslata in (0, —1), e il secondo

(69)1] termine inglese curl significa “ricciolo”: questa nomenclatura fa riferimento al fatto che un campo

non irrotazionale (ovvero il cui rotore non & nullo) ha tipicamente delle linee che si arricciano.
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(b) (Laplaciano) Se A ¢ un aperto diR" e f: A— R ¢ una funzione di classe C?, allora
div (grad f) = Af:= 2L 4 82f + 62f (61)

(¢) (Moltiplicazione per un campo scalare) Se F: A — R3 ¢ un campo vettoriale di classe
Cl eu: A— R ¢ una funzione (ovvero un campo scalare) di classe C*, si ha

div (uF) = Vu - F +udiv F, rot (uF') = Vu x F +urot F'.

(d) (Definizione intrinseca di rotore) Se F : A — R3 ¢ un campo vettoriale di classe C?,
allora rot F' ¢ il campo vettoriale univocamente determinato dalla proprietd(62)

dF,(v) - w —dF,(w) -v = rot F(Z) xv-w per ogni T € A e ogni v, w € R3.

Dimostrazione. Facili conti in coordinate, che lasciamo per esercizio. Ad esempio per (c.1): div(uF) =

B(uFl) +6(uF2) +8(uF3) F +u6F1 +gZF +u6F2 _|_ 8F3 _( F1—|— F2+guF3)+’u(0Fl +
an + 8F3) =Vu-F+ udlv F. Oppure, per (d): grazie alla hnearlta e sufﬁmente dimostrarlo quando
v =ejew=e¢pconl<j<k<3, ad esempio dF,(e1) - e2 — dF,(e2) - e1 = VFI(Z) - e2 — VF2(Z) - e1 =

%(f} — %(f} = (rot F(Z))s = rot F(Z) X e1 - ea. O

Dati un aperto A di R™, un’ipersuperficie orientata S in A (come detto, orientare
un’ipersuperficie equivale a scegliere in modo continuo un verso positivo per il vettore
normale 7 in ogni suo punto) e un campo vettoriale G : A — R", si definisce il flusso di
G attraverso S come 'integrale

D5(G) = /S(G-ﬁ) d)s .

<61>L’operantore A = 822 + ay2 + 822 & detto operatore di Laplace o laplaciano, e una funzione f di
classe C? tale che Af = 0 ¢ detta funzione armonica. Le funzioni armoniche godono di importanti
proprieta, per le quali rimandiamo a trattazioni specifiche: tra esse citiamo la regolarita (una fun-
zione armonica & necessariamente di classe C*°), il principio del massimo (una funzione armonica su
un compatto raggiunge gli estremi assoluti sul bordo del compatto, e di conseguenza su un dominio
aperto connesso non pud assumere estremi locali tranne nel caso banale in cui sia costante) e il prin-
cipio del valor medio (una funzione armonica u : B;(e) — R su una palla By(¢) di R™ assume nel
centro z il valor medio nella palla m f Ba(e) u(€) dAn(§), o anche il valor medio nella superfi-

cie della palla W fan(e) u(€) do(€)). Ad esempio le funzioni olomorfe u(z) (ovvero funzioni

Vol,,

u:D — C deﬁnitelsu un aperto D C C che in ogni punto z € D ammettono la derivata complessa
u'(z) = lime—, w € C), se viste come funzione di z = Rez e y = Im z, sono armoniche.
(62)Scrivendo “definizione intrinseca” si intende una definizione che non usa espressione in coordinate ma
solo una simbologia in termini di operazioni; e scrivendo “univocamente determinato” si intende che rot I’
¢ individuato come campo vettoriale dalla proprieta esposta ed & 'unico campo vettoriale che la soddisfa.
In essa, il simbolo dF, al primo membro denota il differenziale nel punto & € A del campo F' visto come
funzione di R® in R3, ovvero, in coordinate F = (F, F», F3), la funzione lineare associata allo jacobiano

adpﬁ

BFl . 8F1 6F1 oF3 aF2 D v
(@) I}, (z ) (@) o (% (@) 1wy
dFZ‘ @ o2 3F2 @ |; e il secondo membro & calcolabile come | 271 7) — 87 @) wva ws |-

955 () Fy 5 ) I ; @ wvs ws
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In sostanza il flusso — terminologia che deriva dal naturale caso di base descritto nell’e-
sempio che segue — misura l’entita del passaggio del campo attraverso l'ipersuperficie, e
dipende dunque non solo dall’intensita del campo e dall’ampiezza dell’ipersuperficie ma
anche e soprattutto dalla loro inclinazione reciproca: se il campo ¢ parallelo alla superficie
il flusso & nullo, e cresce quanto piu il campo e trasversale alla superficie stessa.

Figura 3.6: (a) Flusso di G attraverso S. (b) Conduttura a scorrimento costante: il flusso non cambia nei tre casi.

Esempio. Se G ¢ il campo delle velocita di un fluido (in m/sec), il flusso ®5(G) misura la portata media
(in m®/sec), ovvero la quantita di fluido che transita attraverso la superficie nell’unita di tempo.

Vediamo un semplice esempio di calcolo. Nella Figura 3.6(b) appare una condotta a sezione circolare di
raggio R, percorsa da un fluido con velocita costante v, e consideriamo tre diverse sezioni interne della
condotta: una S; con un taglio piano normale, una Sz secondo una superficie semisferica e una terza
S3 con un taglio piano inclinato di un certo angolo a. Il buonsenso ci dice che, in un caso costante
come questo, i flussi attraverso le tre superfici dovranno essere tutti e tre uguali a 7Rv (portata me-
dia, data dalla velocita del fluido moltiplicata per I'area della sezione normale della condotta), e ve-
diamo che in effetti & cosi pensando, per comodita di calcolo, alla condotta avente ’asse x come asse
centrale e al campo di velocith G = wvey con v > 0 costante. o Detto D = {(y,2) : 3° + 2°> < R?*}
(disco di raggio R e centro (0,0)) si ha S1 = {(0,y,2) : (y,z) € D}, con vettore normale costante
ii = e1, e dunque ®g,(G) = [ (ver -e1)dydz = vAreaD = mR*v. e Si ha S = {(z,y,2) =
(Rcos@sing, Rsinfsing, Rcosp) : 0] < 2,0 < ¢ < 2} (con elemento d’area do = R”sinpdfdy),

e il vettore normale in (z,y,z) € Sz & fiz = %(w,y,z), da cui ®s,(G) = f{(g oylol<T 0<«p<£}(v61 .
#):10]1< 5, 0<p< 3
%(R cos fsin @, Rsin sin o, Rcos p)) R%sinpdfdp = R?*v ffg cos 6 db fo7T sin? p dyp, che da nuovamente

2
(y,2) € D}, con elemento d’area do = —-— dy dz (legge del coseno); da g(z,y,2) =  — ztg o = 0 si ricava

cos a
1

Vg =(1,0,—tga) da cui 7ig = ﬁVg = \/T?(l,o,—tga) = (cosa, 0, —sina) (costante), e dunque
®s,(G) = [, (ver - (cosa,0,—sina)) —t—dydz = [, (vecosa——)dydz = vArea D = mR*v.

cos &

R%y(sin ]2 , (&=Singcose\m — 7 p2, o Infine, anche Sz & parametrizzata da D come Sz = {(ztga, y, 2) :
2

Negli esempi trattati la descrizione del vettore normale alla superficie ¢ piuttosto semplice,
ma ovviamente questo non rappresenta la situazione generale: ¢ dunque utile esprimere il
flusso in termini piti operativi per il calcolo, ad esempio a partire da una data parametriz-
zazione di S. Supponiamo allora che S sia parametrizzata come varieta orientata da
v:V 58, ove V & aperto in R"~! con variabili v = (vy,...,v,_1): con questo si intende
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che (68—31(@), e %(v)) ¢ una base positiva per lo spazio tangente TS in x = v(v).

Proposizione 3.2.3. [l flusso di G attraverso S & dato dall’integrale

o5(G) = /Vdet(G(fy(v)),JW(v)) dvy -+ dvp—q

Gilr@)  Fh@ o 5ol (v)

Ga(v(v) 22wy .. F22_(o)
v : S :

Gn(y(®)  F(w) - ()

Dimostrazione. Denotato con 7i(z) il vettore normale a S in = (v) orientato in modo coerente all’orientazione

di S (ovvero di modo che (7i(z), (%’1, cey (%8771) sia una base positiva per R™) si ha
-

(G(v(v) - 7i(y(v)) Vdet(dy(v)! 15 (v) = det(G((v), J5(v)),

perché il valore assoluto del secondo membro (che rappresenta il volume del parallelogrammo individuato

dai vettori G(y(v)), %(U)’ - 81)877_1(11)) ¢ uguale al valore assoluto del primo membro (che & uguale

all’area \/det(Jy(v)* J,(v)) della sua base generata dagli n — 1 vettori g—;’l(v), ces %(v) moltiplicata
per la relativa altezza |G(v(v)) - i(y(v))]), e togliendo i valori assoluti il segno dei due membri & lo stesso.
Si ha dunque (G - i) dAs = det(G(y(v)),Jy(v)) dvr -+ dvn_1, e il risultato ne segue. O

In particolare, nell’importante caso di una superficie S di R? parametrizzata day: V = S
con V aperto di R?, il flusso di G = (G1, Ga, G3) attraverso S risulta

#5(G) = [ (CO0) x F20) - F5w) doduy

Gi1v(w) R @) FL)
(3.2) = / det | Goven 520 52 | dvpdvg .
v Gs(v(v)  FB@) FEW)

Esercizio. Sia D la porzione nel primo quadrante del piano (z,z) sottesa dal
grafico di z = cosx per 0 < x < §, e sia L il solido ottenuto ruotando D
di 5 in senso antiorario attorno all’asse z. Dette S, Sz, Sy e S, le superfici
porzioni di OL nel primo ottante e sui piani x = 0, y = 0 e z = 0 orientate
nel verso uscente da L, calcolare il flusso attraverso esse dei campi vettoriali

G1 = (z,—y,0) e G2 = (z,y,0).

Risoluzione. I campi G1 e G2 sono ovunque paralleli al piano orizzontale z = 0,
e nei punti dei piani verticali = 0 e y = 0 sono anche paralleli ai piani stessi:
pertanto i loro flussi attraverso S, Sy e S, sono tutti nulli. Restano solo da
valutare i flussi attraverso S, parametrizzata da v(z,0) = (z cos @, x sin 0, cos x)
con 0 <z < 7 e0<6< 7, che valgono rispettivamente

B Bl x cos 6 cos 6 —x sin 6 El Bl 2 .
Ds(G1) = df det [ —zsin6  sin6  wcosd |dr = cos 260 do z sinxdr =0
0 0 0 —sinx 0 0 0
2 2 z cos 6 cos 0 —zsin @ 2 2 m(mr — 2
¢S (GQ) = / d9/ det x sin 6 sin 6 x cos 0 d.Z‘ = / d@/ LE2 sin dl’ = g .
0 0 0 —sinx 0 0 0 2
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Tra breve conosceremo il teorema della divergenza, che dice che il flusso totale uscente da 0L di un
campo G ¢ pari all’integrale su L della divergenza V - G. In questo caso si ha V-G1 =1—-1 =0 e,

coerentemente, come visto il flusso totale uscente da L di G1 € nullo. D’altra parte si ha V-G2 = 1+1 = 2,

dunque fL V - Gadxdydz = 2Vol L, pertanto dovra necessariamente essere 2 Vol L = @ +04+0+0,

sara vero? In effetti, usando Guldino calcoliamo che VolL = % fDxdac dz =

> gcoszdr = Z(zsinz +cosz] =2(Z—1) = @, e tutto tornal

ovvero Vol L = @:

x
1 E CcCOos T 71
s de [T xdz =5 [

Possiamo trattare ora i teoremi classici di integrazione dei campi vettoriali iniziando dal
fondamentale teorema della divergenza, dovuto a Gauss(®3), che lega il calcolo di un flusso
(integrale d’ipersuperficie) al calcolo di un integrale di volume.

Teorema 3.2.4. (Teorema della divergenza, o di Gauss) Siano W un aperto diR™, A C W
un aperto tale che A sia varietd bordata in W, e G : W — R™ un campo di classe C*
tale che A Nsupp G sia compatto®V. Allora il flusso totale di G uscente da DA ¢ pari
all’integrale di volume su A della divergenza di G:

(3.3) Bya(G) = /A (V-G)dAn.

Dimostrazione. Proviamo il teorema nei due casi particolari in cui A sia (a) un parallelepipedo oppure (b)
una palla chiusa.

(a) Supponiamo che A sia un parallelepipedo [a1, az] X [b1, b2] X [c1, c2]. Le facce orizzontali superiore dA(cz)
e inferiore dA(c1) di A hanno versore normale uscente tes, dunque il flusso totale di G = (G1, G2, G3)
attraverso esse (denotando Az, = [a1,a2] X [b1, b2] e usando a rovescio il teorema di riduzione di Fubini) &

/ (Gﬁ) dhoa = G3(17y702)d90dy*/ GS(xvyzcl)dxdy = /(Gg(z,y,cz)ng(x,y,q)) dx dy
OA(ca) UBA(cr) Ag.y Ag.y ey
c2
= [ ([ By = [ By dedyde.
Agzy Je1 0z A Oz

Facendo il conto analogo per le altre due coppie di facce e sommando si ottiene (3.3).

(b) Supponiamo che A sia una palla chiusa di raggio R centrata in un punto di R3, che a meno di un
cambio di coordinate possiamo supporre essere l'origine. Scriviamo G = G'+G" +G" dove G' = (G1,0,0),
G" = (0,G2,0) e G = (0,0, G3), e iniziamo facendo il conto ad esempio per G"’. 1l versore normale uscente
dagAen= %(w, ¥,2) = (%, %, %): parametrizzando cartesianamente i due emisferi superiore e inferiore

E* tramite v: D — R®, y(z,y) = (¢, y, *22) (ove D = {(z,y) : 2> + y> < R} e 24,4 := \/R% — 22 — y2)
si ha che l'elemento di volume sulla sfera & /14 |Vz,,,|? dzdy = £~ dz dy: usando ancora una volta a

2,y

(63) Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 aprile 1777 - Gottinga, 23 febbraio 1855)
(64)Ricordiamoiche suppG = {x € W : G(z) # 0} denota il supporto di G; quando A & compatto la
condizione che A N supp G sia compatto ¢ sempre soddisfatta.
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rovescio Fubini si ottiene cosi

/ (G- 7) dhpa / (G ) droa + / (@ - 7) ddoa
DA E+ E—

1 R 1 R
= / — G3(x, Y, 2e,y) Zz,y dx dy + / — G3(x,y, —2z,y) (—22,y) dz dy
p R Zzy p R Zzy
.y 0G,
= / (G3(arj,y7 Ze,y) — G3(z, vy, _Zl,y)) dedy = / (/ —3(3:,3/, z) dz) dx dy
D D —Zz,y 0z
= %(:c, y,z)dzdydz.
A Oz
Si ha insomma [, ,(G" - 7) ddoa = [, 995 (z,y,z) dx dy dz; conti simili danno Jou(G' - 7) droa =
K (2,y,2)dedydz e [, ,(G" @) dhoa = [, Oa—iz(x,y,z) dx dydz. Sommando membro a membro
le tre uguaglianze si ottiene (3.3). O

La divergenza rappresenta, in sostanza, ’entita dell’emissione del campo nel punto: la
quantita totale di campo emesso in A (tra punti “sorgenti” che emettono e punti “tombini”
che assorbono) & quella che poi transitera (uscendo o entrando) dal bordo di A.

Si noti che, scegliendo il campo G di modo che V- G = 1 (ad esempio G(z) = 1z, o
G(x) = z;, per qualche j, fissato) si ottiene il volume n-dimensionale di A:

1

A(4) = 1 / (¢ i) dhoa = / (21.1.) dhoa -
n JoA HA

Figura 3.7

Esercizio. Disegnare il solido E = {(z,y,2): 2> +y*> <2z<1, y>0} e calcolarne il volume. Verificare
poi la validita del teorema di Gauss per E e il campo vettoriale F = (z — x, 3y, 3> + 2).

Risoluzione. 11 solido E & quello della Figura 3.7(1). Calcolandone il volume per (z,y)-fili, detto D =
{(z,y) : 2 +y* <1, y > 0} (la proiezione di E sul piano orizzontale z = 0) si ha Vol(E) = [, (1 —
z? — ydedy = fow do fol(l —r)rdr = foﬂ(%TQ — irﬂéd& = 7; calcolandolo invece per z-fette si ha
Vol(E) = 01 lzmdz = Z(32°)6 = Z. Per verificare la validita del teorema di Gauss dobbiamo provare che
Pintegrale di volume della divergenza di F' su E & pari al flusso di F' uscente dal bordo OF. La divergenza &
V-F =3, dunque [, (V-F)d\s = 3Vol(E) = 2L D’altra parte il bordo OF & costituito (a meno di insiemi

superficialmente trascurabili) dalla porzione di superficie di paraboloide S (Figura 3.7(2)), dalla porzione
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parabolica S’ nel piano y = 0 e dal semidisco S” nel piano z = 1. La naturale superficie parametrizzazione

di S tramite D fornisce lorientazione opposta a quella desiderata (che deve esibire S come bordo di F,

dunque la normale positiva & quella uscente che punta verso il basso): ne segue che il flusso di F' uscente da
(@ +y?) - 1

Se ffDdet< 3y o 1 )dacaly:fD((2aztf3)(962er2)+7y2)d;zcdy:fO7r d9f01(2rcos'973+

v+ (@ +9%) 22 2y
7sin?0) 3 dr = Jo (3 cos O+ 1(7sin®0—3))do = (2sin0+ 1 (Z(0—sin6cosd)—30)]5 = Z. Sul pianoy =0
il campo & parallelo al piano stesso (si noti che F, = 0 se y = 0), dunque il flusso di F uscente da S’ & nullo.
Infine, usando la definizione stessa, il flusso di F uscente da S” & [, (z—=,3y,y> +2)._, - (0,0,1) dzdy =
[+ V) dady = [ d@fol(TQ sinf + 1)rdr = [[(;sin®0 + 3)df = (3(6 —sinfcosh) + 3015 = 3F.
Pertanto il flusso di F' uscente dal bordo F ¢ § + 0+ %’“ = %T", come atteso.

Tra le immediate conseguenze del teorema della divergenza si contano la formula di Green
e il teorema del gradiente, di cui diamo conto qui di seguito.

\/

Figura 3.8: (a) La formula di Green. (b) La formula di Kelvin-Stokes.

La formula di Green e niente altro che il teorema della divergenza nel piano, ma la sua
formulazione risulta utile perché lega il calcolo di una circuitazione (integrale di linea) al
calcolo di un integrale d’area.

Teorema 3.2.5. (Formula di Green nel piano) Siano W un aperto di R?, T un circuito
in W che sia il bordo regolare di un aperto A, e (f,g) : W — R? un campo di classe C*

Allora la circuitazione di (f,g) lungo T' é pari all’integrale di area su A di 99 _ 9f.

oz dy*
(3.4) jg(f,g).da: = /A(gg—gz)dajdy.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema di Gauss (3.3) al campo G = (g, —f) che ha divergenza V-G =
g—g - %. In effetti, il flusso [, (G - it) dAoa € uguale alla circuitazione lungo OA del campo (f,g)

ortogonale a G: se a : I — W parametrizza OA con l'orientazione richiesta (antioraria), da (3.9) si ha

Jou(G-7) dhoa = [ydet (2000 30 ) dt = [,(f(a(t))ai(t) + g(a(t)ad(t)) dt = §,,,(f.9) -dz. O
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Anche qui, per (f,g) =(0,z) o (f,g9) = (—y,0) si ottiene una formula per 'area di A:

X (A) = %mdy = —fydx .(65)
r r

Esempi. Ricalcoliamo, usando la formula di Green, 1’area dell’ellisse di semiassi a e b e della cardiode
r(0) = a(1 + cos @) (vedi Figura 2.3(a)). e L’ellisse si parametrizza tramite (x,y) = (acos, bsini) con
¥ € [0,27]. Si ha percio §.xdy = 02” acosyd(bsiny) = ab fOZW cos? P dyp = ab(%]g" = mwab. e
Per la cardioide, usando la naturale parametrizzazione polare (z,y) = (r(6) cos 6, r(0) sin @) con 0 € [0, 27]
si ottiene §. zdy = 02“ a(1 + cos @) cos O d(a(l + cos ) sin ) = a? 0%(1 + cos ) cos O(cos O + cos 20) df =
a? 02” (2cos* @ + 3 cos® @ — cos 0) df = 2a> 027r cos® 0d = 2a* 1(cos® sin 6 4 3EInLeosb1Tm — 3427 come

gia visto in precedenza.

Passiamo ora al teorema del gradiente, versione vettoriale del teorema della divergenza.

Teorema 3.2.6. (Teorema del gradiente) Siano W un aperto di R™, A C W un aperto
tale che A sia varieta bordata in W, e u : W — R un campo scalare di classe C' tale che
AN suppu sia compatto. Allora vale

(3.5) /8 RELEDYE /A V() dh, .

Dimostrazione. Applicando (3.3) ai campi Gj = we; siha [,, u(z)n;(x)droa = [, DU (z) dA\n; basta
J

allora moltiplicare ambo i membri per il vettore e; e sommare membro a membro. (|

Esempio. (Principio di Archimede) La pressione in un fluido aumenta tipicamente in modo lineare con
la profondita, ovvero con una legge p(z,y,z) = po — dgz ove § & la densitd di massa del fluido, g &
I'accelerazione di gravita e po € la pressione in z = 0, pensando all’asse z verticale ascendente, con 'origine
messa in un punto conveniente (ad esempio, nel caso dell’acqua, sulla superficie esterna a contatto con
Patmosfera, cosi che po & la pressione atmosferica: dunque la zona immersa ¢ data da z < 0). Un corpo D
immerso nel fluido subisce una forza totale data dai contributi della pressione superficiale sui vari elementi
di superficie, forza (compressiva) che risulta dunque — [, , p7i(x) dAoa: per il Teorema del gradiente (3.5),
questa forza & anche — [, Vpdi, = — [, (—0ges) d\, = dg Vol(D) es, il che esprime il noto “principio di

Archimede”, secondo cui il corpo subisce una spinta verso l’alto pari al peso del fluido spostato.

Trattiamo infine la formula di Kelvin-Stokes, detta anche teorema del rotore, che general-
izza la formula di Green al caso di superfici bordate orientate compatte in R?: penseremo
che S sia parametrizzata da un aperto limitato del piano, e che il bordo 95 sia un cir-
cuito, con 'orientazione indotta da quella di S (ad esempio la situazione rappresentata
per S = ¥ nelle Figure 3.3(a) o 3.8(b)).

(65)Si notera che, nel caso in cui il circuito I sia dato dalla giunzione di tratti di grafico y = f;(z) con
x € [aj,b;], Vespressione \2(A) = —fryd:c7 significhi semplicemente integrare ciascuna funzione f; tra i
due estremi a; e bj, percorrendo I' in senso negativo (cio¢ orario): era quanto si era detto parlando di
calcolo di aree piane con l'integrale di Riemann in una variabile.
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Teorema 3.2.7. (Formula di Kelvin-Stokes nello spazio tridimensionale) Siano W un
aperto in R3, S C W una superficie bordata orientata compatta di classe C* e F : W — R3
un campo di classe C'. Allora la circuitazione di F lungo 0S ¢ pari al flusso del rotore
V x F attraverso S:(66)

(3.6) .ﬁsF-m:: Bs(V x F).

Dimostrazione. L’idea e di ricondursi al caso piano usando una parametrizzazione per S, e poi applicare la
formula di Green. Supponiamo dunque, per semplicita, che S sia descritta da un’unica parametrizzazione
v:V 2R3 (ove V C R? & un aperto del piano) come S = (D) per un certo compatto D C V, e che il
circuito bordo D sia a sua volta descritto da un’unica parametrizzazione « : [a,b] — R? con a(a) = a(b)
che rispetti Porientazione (antioraria) di 0D: allora v o « : [a,b] — R® parametrizza il bordo 9S. Detti
(u,v) 1 parametri di V' si ha allora

b
Fode = /memyu /F ) (dy g (@ (1))

as

/F )+ (22 (b)) o () + 22 (alt)) ah(t)) d

/ [(F(y(a(t) - GE(al®))) @ (8) + (F(v(a(®) - T (1)) aa(t)] dt

a

7{913 ((Fo*y) z (Foy)- ) (du, dv).

Poiché 'ultimo & un integrale di linea nel piano possiamo applicare la formula di Green, ottenendo
= /D[%((Foy)-% ((Foy) 1] dudv

(Fo d 9% (Fo 3
/; [ (auﬂ/) ’ 873 + (FO’Y) 81/(';/71. - (BU’Y) ’ 6% - (FO"y) auav] du dv

9(F I(F
/; [ (6;7) : ?}% - (BSW) : %} dU“d,U = fD l:dEY(u,v)(g%) ' g% - dE‘/(u 71)(67) ] du dl)

/D [(V x F)(y(u,v)) x g—g(u,v) . g—Z(u,U)] dudv = ®g(V X F),

(qui dF denota il differenziale di F visto come funzione di R* in R®), ove la quartultima uguaglianza segue
dal teorema di Schwarz (y & supposta essere di classe C?), la penultima segue dalla Proposizione 3.2.2(d)
e 'ultima dalla Proposizione 3.2. O

In altre parole, il rotore di un campo da I’idea di quanto il campo ruoti attorno a un certo
asse: infatti se il rotore non si annulla spuntano circuitazioni non nulle, e questo accade
tipicamente quando le linee del campo si arricciano attorno all’asse.

Esempio. Verifichiamo la formula di Kelvin-Stokes nel caso in cui F' = (y — z, 1, —2zy) e la superficie
S & quella dell’Esercizio a pag. 81, ovvero la porzione della superficie di paraboloide z = z? 4+ 3? con
z < 1 ey > 0 rappresentata nella Figura 3.7(2) (dunque 9S & la giunzione della semicirconferenza C
data da 22 + y? = 1 con y > 0 nel piano z = 1 e del tratto di parabola C» dato da z = z? con
|z|] < 1 nel piano y = 0; i punti angolosi nelle giunzioni non danno proccupazioni in vista del conto

degli integrali di linea). Come gia detto in precedenza, la scelta per S della parametrizzazione data da

(68)Si noti che, nel caso in cui S ¢ contenuta nel piano (x,y) e si ha un campo piano F = (f, g,0) (dunque

V x F = (0,0, 2 52— %) e 1= (0,0,1)), la formula di Kelvin-Stokes rida la formula di Green.
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¢: D — R?® con ¢(z,y) = (z,y,2> +y?) (ove D = {(z,y) € R* : 22 4+ ¢y* < 1} ¢ il disco unitario chiuso
piano) implica la scelta, come normale positiva a S, di quella che punta verso I'interno del paraboloide:
pertanto 9SS (che va orientata vedendone la percorrenza come antioraria dal vettore normale a S positivo)
sara orientata percorrendo Cp dal punto (1,0,1) al punto (—1,0,1) e poi C2 da (—1,0,1) a (1,0,1).
Parametrizzando allora C; tramite (cosf,sinf, 1) con € [0,7], e Co tramite (x,0,2%) con = € [~1,1], si
ha ¢, F-de = fC1 F-dm—i—f02 F.dx= [[(sinf —1, 1, —2cosfsinf)-(—sinb,cos0,0) d9+f,11(—$27 1,0)-
(1,0,2z) da = [ (— sin® 6-+sin f+cos 6) d0+f_11(7m2) dz = (—1(0—sin 6 cos 0)—cos O+sin 0]5 +(—22°]L, =

(2-3%)+ (=2) = 2 — 2. Daltra parte il rotore di F & V x F = (—2z, 2y — 1, —1), e dunque si ha
2

[ (VxF)ii) das = [, det( o1 o 1 >dxdy = [, (4a?—4y?+2y—1) dwdy = [T df [ (4" cos? —

—1 2z 2y
4p?sin® 6 + 2psin@ — 1)pdp = foﬁ(COSQG —sin®0+ Zsinf — 1)df = ($sin20 — 2cosf — 0] =2 — Z, lo

stesso risultato trovato poco fa.

Le equazioni di Maxwell per il campo elettromagnetico. Il teo-
rema della divergenza e la formula di Kelvin-Stokes costituiscono la base
attorno cui si passa dalla formulazione integrale a quella differenziale delle
equazioni di Maxwell®”) per il campo elettromagnetico nel vuoto.

e La legge di Gauss afferma che il flusso del campo elettrico attraverso una
superficie chiusa ¢ proporzionale alla carica elettrica contenuta all’interno
della superficie stessa: in termini integrali, se la superficie S & vista come
bordo del corpo L e p rappresenta la densita di carica elettrica in L allora
QS(E) = % fL pdAs, ove g9 € la costante dielettrica nel vuoto. D’altra

parte per il teorema della divergenza si ha anche ®s(E) = J (V- E)d)s,

dunque per generalita di L si ha V - E= %p7 prima legge di Maxwell. =
e [’assenza di monopoli magnetici implica che il flusso del campo magnetico attraverso una qualsiasi su-
perficie chiusa & nullo: ancora una volta il teorema della divergenza da V-B= 0, seconda legge di Maxwell.
e La legge di induzione di Faraday dice che la variazione temporale del flusso di un campo magnetico at-
traverso una superficie racchiusa da un circuito da luogo a una forza elettromotrice di segno opposto lungo
il circuito stesso: ricordando che per campi elettrici indotti la forza elettromotrice & la circuitazione del
campo elettrico stesso, se I' & il circuito e S la superficie racchiusa cio si esprime in termini integrali come
[ E . dx = —Log (B) = CI)S(—%—}?) (nell’'ultima uguaglianza si ¢ derivato sotto il segno d’integrazione).
D’altra parte la formula di Kelvin-Stokes dice che il primo integrale ¢ anche uguale a ®5(V x E), dunque
per la generalita di S si conclude che V x E= —%—}?, terza legge di Maxwell.

e Infine, la legge di Ampére-Mazwell afferma che, a loro volta, flussi di correnti elettriche e variazioni di
flusso del campo elettrico attraverso una superficie racchiusa da un circuito danno luogo a un campo mag-
netico lungo il circuito stesso secondo la formula integrale fr B dx = /Loq)s(j) + /LoEo%@s(E), ove [ €
la permeabilita magnetica del vuoto e J & il vettore di densita superficiale di corrente elettrica. Derivando
ancora sotto il segno d’integrale cio da fr B.dx = uoq)s(er 50%—‘?); d’altra parte la formula di Kelvin-
Stokes dice che il primo integrale ¢ anche uguale a ®s(V x 5), dunque anche stavolta per la generalita di

S si conclude che V x B = uo(j—i— so%f), quarta legge di Maxwell.

(67) James Clerk Maxwell (Edinburgh, 13 giugno 1831 - Cambridge, 5 novembre 1879)
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3.3 Forme differenziali, teorema di Stokes e teoremi classici

Passiamo ora al secondo approccio ai teoremi classici di integrazione vettoriale, nel lin-
guaggio delle forme differenziali.

Il teorema di Stokes(®®) cui miriamo per poi trarne le conseguenze classiche, avra un
enunciato pulito e una comprensibilita immediata: in due parole, I'integrale della derivata
di una forma differenziale su una varieta e uguale all’integrale della forma sul “bordo” della
varieta (come se, nel calcolo dell’integrale, “la derivata passasse dalla forma differenziale
alla varieta”). La sua versione piu semplice la conosciamo gia, perché non ¢ altro che il
Teorema Fondamentale del Calcolo, ovvero f; f(z)dz = f(b) — f(a): qui si intende che
la varieta ¢ l'intervallo [a, b], la forma ¢ la funzione f (si tratta di una 0-forma, e la sua
derivata f’(x)dx & una 1-forma, ovvero una forma differenziale lineare), il bordo di [a, ]
¢ fatto dai due estremi a e b, e il secondo membro (la differenza tra i valori di f in b e
in a) va inteso come integrale della 0-forma f sull’insieme-bordo {a,b}. Tuttavia, quasi a
dispetto della sua pulizia e comprensibilita, il teorema di Stokes richiede, per poter essere
enunciato nella sua versione generale, una paziente descrizione delle forme differenziali di
ordine superiore e delle loro operazioni.

Dato uno spazio vettoriale reale V, una k-forma su V & una funzione V¥ — R che
sia multilineare (ovvero, lineare separatamente in ciascuno dei suoi k argomenti) e al-
ternante (ovvero, che si annulli quando calcolata su una k-upla di vettori linearmente
dipendenti).(®) L’insieme (A" V)* delle k-forme su V ha una struttura di spazio vettori-
ale reale (perché combinazioni lineari di k-forme sono ancora k-forme); quando k = 1 si
ha evidentemente (A'V)* = V* (il duale di V); si pone poi per definizione (A V)* = R
e (A" V)* = {0} quando k < 0.

Esempio. Se V = R, la funzione V¥ — R data da (z1,...,2K) = x1 - -+ - ¢ & multilineare (si faccia
attenzione a non confondere la nozione di “multilineare” con quella di “funzione lineare di V* in R”) ma

non & una k-forma su V, tranne nel caso banale in cui k& = 1.

Concentrandosi sul caso V = R", come sono fatte le k-forme su R"? Intanto e chiaro
che per k > n si avrd (A"R")* = {0}: infatti in tal caso k vettori in R” sono sempre
linearmente dipendenti. Visto cheicasi k =0 e k = 1 sono gia stati chiariti in precedenza,
restano da capire i soli casi con 1 < k < n. Un esempio, in cui si sfrutta la multilinearita

(68) George Gabriel Stokes (Skreen, 13 agosto 1819 - Cambridge, 1 febbraio 1903)

(69 A dire il vero, “alternante” vorrebbe dire che si annulla quando due dei suoi argomenti sono uguali;
ma ¢ facile verificare che, in presenza di multilinearita, questo & equivalente al fatto che si annulla anche
quando calcolata su una k-upla di vettori linearmente dipendenti.
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e alternanza dei determinanti, ¢ il seguente: presi (in qualunque modo, anche ripetuti) &

indici 41,. .., € {1,2,...,n}, definiamo la k-forma dz;; A --- A dx;, (70) tramite
via e
doi Ao Adai, s (R™Y SR, (doi, Ao Adas)(vn,. o) —det | 07
Vi, Uk
In altre parole, nella matrice n x k fatta coi vettori-colonna wvq,...,v; si considera la
matrice quadrata di ordine k ottenuta scegliendo nell’ordine le righe di indici 41, ..., i, €

se ne calcola il determinante. Ora, € chiaro che tale k-forma e nulla se ci sono due indici
uguali, e che essa cambia segno quando due di essi vengono invertiti: pertanto, usando la
notazione dei multiindici (ordinati) I = (i1, -+ ,4g) incui 1 <iy < --- < i < n, ci si puo
limitare alle sole k-forme dxj := dz;, A--- Adz;, , che sono (Z) Anzi:

Proposizione 3.3.1. Le k-forme dxy, al variare del multiindice I, costituiscono una base
per (N"R™)*, che avra percio dimensione WE

k
(AR = {Zul:k Arder: Ar € R}

Dimostrazione. Se ZIII:k Ardzr = 0 allora, preso un qualsiasi multiindice J = (j1,--- ,jk), si ha 0 =
(X 1=k Ardzr)(ejy, o s €5,) = 22 1= Ar dzr(€jy, -+, €5,) = As. Dunque le k-forme dz sono linearmente
indipendenti. D’altra parte, multilinearita e alternanza implicano che una qualsiasi k-forma ¢ € ( /\k R™)*
¢ determinata dai suoi valori sulle k-uple del tipo (ei,,- - ,e;, ) al variare del multiindice I = (f1,++ ,ik):
dunque, se per ogni tale multiindice I si pone A\; := ¢(e;,, - ,e;, ) allora si ha ¢ = Z|I|:k Ardzr. In altre

parole, le k-forme dz; generano tutto (A" R™)*. O

Ad esempio: le 1-forme linearmente indipendenti sono n, e sono dz; =ej, ..., dz, =e€},,
in cui e; = m; ¢ il covettore che corrisponde al j-esimo vettore canonico e; (ovvero,
e; (v) = v;); e, a meno di scalari, ¢’ un’unica n-forma dzy A --- A dx,, che manda una
n-upla vq,...,v, di vettori di R™ nel determinante della matrice quadrata in cui essi
appaiono come vettori-colonna.

(71)

Costruiamo ora un prodotto per forme. Il prodotto esterno di una k-forma w e di una

[-forma 7 & la (k + [)-forma w An data da

1 .
(WA (1, vp) = T > sign(o) w(a(1), - Vo) MWo(er1)ys - - Vo(its))

’ 0€6 4

= Z Sigl’l(O’) w(vo(l)a cee 77)0'(k)) 77(“0(k+1)’ s 7va(k+l)) )
UEGk,l

("9Ge dovessimo restare pienamente coerenti alle notazioni usate finora per i differenziali di funzioni,
secondo la quale si denota con e} o con 7; il covettore di (R™)* duale di e; (ovvero la funzione lineare
di R™ in R che manda un vettore di R™ nella sua j-esima componente) e con dz; il differenziale di tale
funzione e non la funzione stessa (dunque dz; ¢ il campo di covettori costantemente uguale a 7;), anche qui
dovremmo denotare la k-forma con efl A-- ~/\efk, o con i, A- - - ATy, , riservando la notazione dxi; A- - -Adxs,
per quando tra breve parleremo di campi di tali oggetti. Per semplicita scegliamo tuttavia di denotare fin
da subito tale k-forma con dxz;, A --- A dz;,, invitando gli studenti a non fare confusione con la notazione
finora usata.

(™in inglese wedge product.
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ove Gy, ¢ il gruppo delle permutazioni di £+ elementi, mentre &y, ; ¢ il suo sottogruppo
fatto da quelle permutazioni tali che o(1) <--- <o(k) e o(k+1) <--- < a(l).(?

Proposizione 3.3.2. Il prodotto esterno é:
— bilineare (cioe (aqwi + aowa) AN = agwi An+agwa An per ag, as € R, e idem per n);
— associativo (cioe (wAN) AO =wA (nA6), dunque si scrive w A n A € senza equivoci);

— commutativo a meno del segno (cioe n Aw = (—=1)*w An).

Inoltre il prodotto esterno delle 1-forme dx;, , ..., dz;, € proprio la k-forma dx;, A---Adx;, |
dunque non c¢’¢ alcun conflitto di notazione.

Dimostrazione. La bilinearita ¢ ovvia dalla definizione. e Per ’associativita, sfruttando la bilinearita basta
dimostrare che, dati due multiindici I = (i1,...,%) € J = (J1,...,51) e detto IJ = (41, .., %k, J1,---,J1)
(il multiindice ottenuto saldando I e J, non necessariamente a indici ordinati) si ha dx; A dzy = dzrg; a
sua volta, per questo sara sufficiente verificare che i due membri danno lo stesso risultato quando calcolati
in una qualsiasi (k + £)-upla di vettori canonici (en,, - .., en,,,)- Sia H = (h1,..., hxte) il relativo mul-
tiindice: distinguiamo alcuni casi. Se H ha un indice ripetuto o se H contiene qualche indice al di fuori
di IJ, e facile rendersi conto che ambo i membri danno zero: dunque 'unico caso interessante € quello
in cui H ¢ una permutazione di IJ e non vi sono indici ripetuti. Se H & proprio IJ, a destra risulta

1, mentre a sinistra nella somma ZJGGHz sign (o) dzr(€n, 1)y - €hyg) ATI(Ehypnys -+ s Chprpry) SO
pravvivono solo i termini in cui ¢ = 7¢ in cui 7 € &% permuta {1,...,k} ec € &, permuta {k+1,...,k+
¢}, ottenendo dunque Do rmesyxe, Sien(T) sign(e) dzr(en, iy, - - eh ) ATI(€h (yyys- s Chorpy) =
(& Yree, sign(r) drr(en, ;- - ehT(k))) (% Yces, sign(e) dzy(en, gy q)s-- - 6hs(k+£))) =1-1=1; sein-

vece H si ottiene da IJ tramite una permutazione n € G4, ragionamenti simili mostrano che ambo i
membri sono uguali a sign(n). e Per la commutativitd a meno del segno, ci si pud sempre ridurre al caso di

w = dzr e n = dxy per due multiindici I = (é1,...,i) e J = (j1,...,J1); ma allora, stante 'associativita
dimostrata poco fa, tutto si riduce a ricordare che per uno scambio semplice si ha dx; dz; = —dx; dz;, e
notare che per scambiare tra loro dx; e dr s ne servono per ’appunto kl. (|

D’ora in poi, per brevita ometteremo spesso il segno di prodotto esterno: ad esempio,
scrivendo dx1 dxo dxrs intenderemo dxqi A dxo A dxs.

Esempio. In R?, date la 1-forma w = 2dz — dy + 3dz e la 2-forma 1 = 2dxdy — drdz si ottiene la
3-forma wAn=4drxdrdy —2dxdrdz —2dydxdy + dydxdz +6dzdxdy — 3dzdrdz. Ma dxdxdy =
dxdx dz = dydx dy = dzdx dz = 0 (per alternanza, visto che ci sono indici ripetuti), dy dx dz = —dx dy dz
e 6dzdrdy = —6dxdzdy = 6dxdydz (sempre per alternanza, ogni trasposizione comporta un cambio di

segno): dunque in definitiva w An = 5dz dydz.

Finora abbiamo parlato di k-forme su spazi vettoriali, ritrovando con le 1-forme i covettori.
E allora naturale pensare a una generalizzazione della nozione di forma differenziale lineare
(ovvero, un campo di 1-forme), passando a esaminare i campi di k-forme.

721 gruppo Sy delle permutazioni di k+1 elementi ha ordine (k+1)!, mentre il suo sottogruppo S, ha
ordine (’j:!rll!)! = (kzl) S, & detto il sottogruppo delle “mischiate di tipo (k,)” (in inglese (k,)-shuffles).
Pensando ai k + | elementi da permutare come a delle carte da gioco, una permutazione di Gy, € una
di quelle in cui si prendono k carte e le si infila nelle restanti | durante una mischiata: dopo quell’azione

I'ordine relativo di quelle k carte viene preservato, cosi come quello delle restanti [.
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Dato un aperto U C R", una k-forma differenziale su U & 'assegnazione liscia di una
k-forma per ogni punto di U, ovvero una funzione w : U — (A"R")* di classe C>.(73)
Una k-forma w su U puo dunque essere scritta in uno e un solo modo come

w= Z fr(x)dxr,

=k

ove fr: U — R & una funzione C* per ogni multiindice I = (i1, ...,7). Indicheremo con
QF(U) I'insieme delle k-forme differenziali (o, per brevita, ancora una volta “k-forme”) su
U, che ¢ in modo naturale un R-spazio vettoriale. Notiamo allora i seguenti casi particolari,
in cui le identificazioni con i campi vettoriali sono fatte usando il prodotto scalare euclideo
di R™ come gia spiegato.

e Q0(U) & semplicemente C*°(U), spazio delle funzioni C* di U in R;

e QN(U) & il gia noto spazio delle forme differenziali lineari; una 1-forma
w= fi(z)dx; + -+ fu(z)dz,

corrisponde al campo vettoriale F : U — R"™ dato da F(x) = (fi1(z),..., fu(z)).
e Q" 1(U) sono le (n — 1)-forme, che possono essere scritte come

n

w= Z(—l)j+lgj(x) dry--- Eﬂ?] <o dxy,
j=1

(il simbolo 7.7 significa che il termine corrispondente viene rimosso); w verra fatta
corrispondere al campo vettoriale G : U — R™ dato da G(z) = (91(x), ..., gn(x)).(7Y

e O™"(U) sono le n-forme del tipo w = h(z)dz;--- dzr,, data dalla funzione h(x). In
particolare, se h(x) # 0 per ogni z € U (dunque, se U & connesso, poiché h & continua
essa avra segno costante su U) si dira che w € una forma volume su U.

Proposizione 3.3.3. Orientare R™ equivale a scegliere una forma volume su esso.

Dimostrazione. Nella famiglia delle forme volume di R", la relazione secondo cui w ~ 6 se e solo
se 0 = fw con f > 0 su R" & un’equivalenza, che divide la famiglia in due classi, corrispondenti
rispettivamente alle orientazioni di R™ tramite le basi ordinate. L’orientazione di R data dalla forma
volume “canonica” dx; --- dx, corrisponde a quella canonica data dalla base ordinata canonica. [

(" ove si identifica (A" R™)* ~ R(Z)) .

<74)Tecnicament@ a un campo vettoriale G = (g1,...,9n) su R" (pensato dotato del prodotto scalare
euclideo) si associa la (n — 1)-forma w,, ottenuta contraendo G con la n-forma canonica dz; - - - dx,,, detta
anche forma volume euclidea: questo significa che wg (vi,...,vn—1) = (dz1---dzn)(G,v1,...,0n—1) =
g1 vi1 o Up—1,1
g2 V1,2 Un—1,2 . . n i 5 1
det . . ) . . Infatti, scritta w, = Zi:l widzry - -dxi--- de,, si ottiene w; =
g;b 'Ul‘,n o Up—1n ]
Welety ooy Eyenesen) = (dz1---dazn)(G,e1,. .., €. .. en) = (—1)"1g;. Tuttavia, al di 14 di questa spie-

gazione formale, la naturalita di questa corrispondenza un po’ obliqua apparira ben presto chiara, quando
descriveremo la situazione in R3.
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e Per esempio, in R? le suddette identificazioni fanno corrispondere

— alla 1-forma fdx + gdy il campo vettoriale (f,g);
— alla 2-forma udxdy la funzione wu.

E in R3 fanno corrispondere:

— alla 1-forma fdz + gdy + hdz il campo vettoriale (f,g,h);
— alla 2-forma udydz —vdxdz +wdzrdy il campo vettoriale (u,v,w);
— alla 3-forma rdxdydz la funzione r.

e Al di & di queste identificazioni tra forme e campi dovuta alla struttura euclidea
di R™?, va comunque posta attenzione alla diversa natura degli oggetti: ad esempio,
le conseguenze di un cambio di coordinate su forme e su campi sono diverse, come
vedremo presto parlando di pull-back.

Il prodotto esterno di forme differenziali viene definito punto per punto: se w € Q¥(U) e
n € QLU) si definisce w A1 € QFH(U) ponendo (w A1), := wy A1, per ogni x € U.

Introduciamo ora il differenziale d, che manda una k-forma w in una (k + 1)-forma dw: bifferensiale
ovvero una funzione (in realtd morfismo lineare) d: QF(U) — QF1(U).

— Iniziamo da k = 0: se f € Q(U) = C*®(U) (ovvero una f : U — R di classe C*), si
definisce la 1-forma df come il gia noto differenziale di f:

~ df of of
af = —(x)dr; = ——(x)d ——(x) dxy, .
Y R e L
— Nel caso generale, se w = Z\Ilzk frdxy € QF(U) si pone
do = Y dfi ndzp = f: Ot gy | maar € Q).
— Oz 7
= 1=k \j=1

Proposizione 3.3.4. II differenziale d: QF(U) — QFTY(U) ha le sequenti proprieta.
(1) (Regola di Leibniz) Date w € QF(U) e n € QL U), vale

dwAn) =dwAn + (=1)*wndy.

(2) (Proprieta di complesso) Vale dod=0: ovvero d(dw)=0.
Dimostrazione. (1) Per linearitd possiamo supporre che w = frdxr e n = gy dxy per due soli multiindici
I=(ir,...,ik) e J = (ji,...,51): vale allora d(w An) = d(frgsdwrdz,) = (¥, "’<f19~f> dzj)dzrdzy e
dwAn+ (— )kw/\dn = (ZJ % dz;)dzr gy des+(—1 )kf] dxf(zj % dz;)dzy = (ZJ Dz gJdzj)dxrdrs+
(-1 ) (- ) (Z f;gg’ dz;)dzrdxy = (Z (af’ gJ—I—f]ag’)dxj)da:[da:J = (Z] fIgJ dz;) dxy dz ;, dun-
que i due membri sono uguali. (2) Anche qui, per hnearlta possiamo supporre Che w = frdx; per un
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solo multiindice I = (i1,...,4x): allora si ottiene d(dw) = d((}_; ng; dzj)dzr) = 32, d( af’)dxj de; =

>0 afzaz dvi)dzjdrr = (32, % dz; dz;)dzyr, e I'ultima somma in parentesi & nulla grazie al
,j Oz;0z;
teorema d1 Schwarz (ricordare che dx; dz; = 0, e che dzj dx; = —dx; dz; quando i # j). O

Abbiamo dunque ottenuto una sequenza di funzioni lineari tra R-spazi vettoriali

0— c°U) L o) L .. Loy L onu) - o

(ove si & scritto direttamente C*°(U) al posto di Q°(U)), detta complesso di de Rham in  Complesso di
U, nella quale ad ogni passo si ha dod = 0. de Rham

Vediamo ora a cosa corrisponde la costruzione appena fatta nel caso particolare di R3.

— Data una funzione f € C®(U) = Q°(U), il campo vettoriale che corrisponde al dif-
ferenziale df € Q'(U) ¢ il gradiente grad f (denotato anche Vf).

— Data una 1-forma w = fdx + gdy + hdz (cui corrisponde il campo vettoriale
= (f,g,h)) si calcola la 2-forma

dv = df/\da;+dg/\dy+dh/\dz
:( dm—i— dy—i—afdz)da:—i—( dx—i— dy—i—agdz)dy—l-
( dw—i— dy+ahdz)d
(g—y )dydz (%——)dxdz+(— a—y)dajdy,

€x

el

cui corrisponde, come campo, il rotore rot F' = (scritto anche V x F).

€y
€z

Y
S

f
g
h

Q
w

— Data una 2-forma w = udydz—vdzrdz+wdzdy (cui corrisponde il campo vettoriale
G = (u,v,w)), si calcola la 3-forma

dv = duAh dy/\ dz—dv A dx N dz+dwA dx A dy
= (Stde+ Jedy+ G dz)dydz + (32 de + G2 dy + 52 dz) dw dz+
( dx—i— dy+ 952 dz) dx dy
(544 %2+ %) dudydz
che ¢ data dalla funzione divergenza divG = % + %.Z + %—ZZ" (scritta anche V - G).
Dungque il complesso di de Rham per U C R?

0= cU) L o) L 02u) L W) - o,

se tradotto nel linguaggio dei campi vettoriali (indichiamo con C*°(U,R3) lo spazio dei
campi vettoriali C* su U) diventa

grad div

0 - C™(U) &5 c®WU,R?) & c>U,R% &% ¢>®(U) — 0,

Corrado Marastoni 91



Analisi Matematica IIT

e la condizione di complesso d o d = 0 si legge come rot (grad f) = 0 (“un gradiente &
sempre irrotazionale”) e div (rot ) = 0 (“un rotore e sempre solenoidale”), come gia
mostrato nella Proposizione 3.2.2(a). Quanto abbiamo appena visto mostra dunque che
queste classiche operazioni vettoriali (gradiente, rotore, divergenza) non sono altro che
diverse espressioni dello stesso principio, e nel contempo da una giustificazione operativa
dell’identificazione un po’ obliqua tra (n — 1)-forme e campi vettoriali.

Nel discorso introduttivo abbiamo detto che lo scopo principale delle forme differenziali ¢
di essere integrate; e se sono k-forme, il dominio su cui vanno integrate dovra essere una
varieta orientata di dimensione k. Iniziamo dalle n-forme, che andranno dunque integrate
su aperti di R": data w = fdzx; ... dz, € Q"(U), definiamo

/Uw - /Uf(as>dAn,

ove 'integrale al secondo membro ¢ quello di Lebesgue. Si tratta in effetti di un integrale
orientato: se si cambia l'orientazione di R™ ad esempio scambiando tra loro le prime due
coordinate, si ha w = fdrydxs... dv, = (—f)dxedry ... dx, e dunque l'integrale wa
cambia segno.

Dovremmo ora parlare dell’integrale di k-forme con k < n: prima di poterlo fare dobbiamo
pero vedere come si comportano le forme differenziali per cambi di coordinate, ovvero
diffeomorfismi; anzi, questo possiamo farlo piu in generale per una qualsiasi mappa C,
ed e proprio qui che 'uso delle forme differenziali mostra tutto il suo vantaggio in termini
di elasticita e naturalita rispetto a quello dei campi, per i quali ha senso parlare solo di
trasformazione tramite diffeomorfismi.(7%)

Sia w = Z|I|:k 7dx; una k-forma su un aperto U C R™. Se ¢ : V — U & una mappa
C* da un aperto V C R™, scritta ¢ = (¢1, ..., ¢y) definiamo il pull-back di w su V' come

(75) Questa affermazione, per essere illustrata adeguatamente, va spiegata nell’ambito generale delle varieta

e usando il linguaggio dei fibrati: ne diamo qui un rapido accenno nel caso delle 1-forme, rimandando per
maggiori approfondimenti a corsi e testi di geometria differenziale. Ricordiamo che se X & una varieta liscia
(cioe €, o perlomeno C'), il fibrato tangente a X & la “varieta degli spazi tangenti” TX = {(z,v) : z €
X, v € T, X} con la sua proiezione naturale 7x : TX — X data da wx(z,v) = z; e il fibrato cotangente
a X & la “varietad degli spazi cotangenti”, o “tangenti duali” T*X = {(z,¢) :z € X, ¢ € (T.X)*} con la
sua proiezione naturale 7 : T*X — X data da 7% (z,¢) = z. In questo linguaggio, un campo vettoriale
su X non ¢ altro che una “sezione” di mx, ovvero una funzione F' : X — TX tale che nx o F' = idx
(in altre parole, F' assegna a ogni z € X un certo vettore tangente v = F'(z) € T, X ), mentre una forma
differenziale (lineare) su X non & altro che una “sezione” di 7%, ovvero una funzione w : X — T* X tale che
mxow = idx (in altre parole, w assegna a ogni z € X un certo covettore tangente ¢ = w(z) € (T, X)"). Ora,
date due varieta liscie X e Y e una mappa liscia f : X — Y, sappiamo che da un lato resta definita nella
stessa direzione la mappa tangente (o differenziale) df : TX — TY, ovvero un morfismo di spazi vettoriali
dfs : To X = Tp(,)Y per ogni x € X; e dall’altro in direzione inversa la mappa cotangente (la trasposta del
differenziale) df* : T*Y — T*X, ovvero dff : TfY — T2 X per ogni z € X. Pertanto, data una forma
differenziale w su Y (cioé w: Y — T™Y) si puo definire il suo pull-back f*w: X — T*X in modo naturale
tramite composizione, ponendo f*w := df* ow o f (e ovviamente questa definizione naturale coincidera,
anche se non lo dimostriamo, con la definizione di pull-back che stiamo dando in queste pagine); mentre,
dato un campo vettoriale F' : Y — TY, questo & possibile se e solo se la mappa tangente df : TX — TY
puo essere invertita per poter andare da TY a T'X, ovvero se e solo se f & un diffeomorfismo.
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la seguente k-forma su V:
Pw=> (fro¢)dss,
\T|=k

ove dor =dpi N--- N\ d;, e ciascun d¢;; ¢ I'usuale differenziale di funzione.

Proposizione 3.3.5. I pull-back ¢* : Q¥(U) — QF(V) ha le sequenti proprieta.

(1) (Compatibilita col differenziale e col prodotto esterno) Vale
¢ (dw) = d(¢*w) e (WA = (07w A(PT) -

(2) (Funtorialita) Se ) : W — V & un’altra mappa liscia, vale (¢ o))*(w) = ¢*(¢p*w).

Dimostrazione. Verifiche dirette (come quelle della Proposizione 3.3.4), che lasciamo per esercizio. O

Esempi. (0) Se w ¢ una 0O-forma (ovvero una funzione liscia f : U — R), il pull-back & semplicemente
la funzione composta fo¢ : V — R. (1) Se m = 1 (ovvero se ¢(t) = (¢1(t),...,¢Pn(t)) & una curva
parametrica), data una k-forma w = 7, _, frdazs su U si ha ¢"w =0se k > 1, ese w = > o= fidz;
si ha ¢"w = 377 fi(6(1)) ¢5(t) dt. (2) Se m =n, V & un aperto di R" contenuto in U e ¢ & la mappa
di immersione di V in U, allora ¢*w non ¢ altro che la restrizione di w a V. Piu in generale, se ¢ &
una mappa C* tra aperti di R" e w = fdzi... dz, & una n-forma su U, detta y = (y1,...,yn) la
variabile di V' si ha ¢*w = (fo¢)dpr A -+ A ddpn = f(p(y))detJo(y)dyr ... dyn. (8) Se m < n
possiamo pensare a R™ come sottoinsieme di R"™ tramite la mappa di immersione R™ — R"™ data da
(1, y@m) — (T1,...,Zm,0,...,0). Cosl, se V & un aperto di R™ contenuto in U e ¢ & la mappa di
immersione di V in U (le cui ultime n —m componenti sono dunque nulle) allora ¢*w & ancora la restrizione
diw a V, ed in essa, scritta w = Zm:k wr dx 1, spariscono tutti gli addendi che compongono w contenenti
qualche dz; con j > m. Ad esempio, se V =R e U = R? si ha ¢*dr1 = dx1 e ¢*dr2 = 0. (4) Se m > n
possiamo pensare a R™ = R" x R™™ ", ovvero a x € R™ come z = (z’,2"), con 2’ € R" e 2’ € R™ ™™,
Se ¢ : R™ — R” & la proiezione canonica ¢(x’,z"") = x’ si ha ¢*w = w, ove stavolta perd w & pensata
come una forma “costante lungo le fibre di ¢”. Ad esempio, il pull-back tramite la proiezione canonica
¢ : R®* = R? (data da ¢(x,y,2) = (z,y)) della funzione (ciog, della 0-forma) f : R?* - Rsu U = R? ¢ la
funzione ¢*f : R®* — R su V = R® data da (¢*f)(x,y, 2) = f(x,y), che in effetti & costante rispetto a z
(la variabile delle fibre di ¢). (5) Sia U = R3, e consideriamo la 2-forma w = (xz + y) dy dz — 3z dx dz +
(222 +y)dxdy. @ SeV =]0,1[e ¢ : V — U & data da ¢(t) = (t — 1,t%, —¢"), gia sappiamo che sard
¢*w = 0, perché una 2-forma su un aperto di R & per forza nulla: se vogliamo fare comunque il calcolo,
si ottiene ¢*w = ((t — 1)(—e") +t2) d(t?) d(—e') — 3(t — 1) d(t — 1) d(—e’) + (2(—e")? + t2) d(t — 1) d(t?) =
(*—e'(t—1))2tdt (—e')dt —3(t — 1) dt (—e') dt + (2¢* +7) dt 2t dt = (—2te’(t* —e'(t— 1)) +3e’(t— 1)+
2t(2¢* +1%)) dt dt = 0 (perché dtA dt = 0). @ Se V =R’ e ¢: V — U ¢ data da ¢(u,v) = (1,u—v,u”), si ha
o"w = (1(u?) + (u—v)) d(u—v) d(u?) - (3-1) d(1) d(u?) + (2(u?)? + (u—0)) d(1) d(u—v) = (+u—v) (du—
dv) 2udu —3-0-2udu+ (2u* +u—v)-0- (du — dv) = 2u(u’® +u —v)(dudu — dv du) = 2u(u?® +u—v) dudv
(perché du A du=0e —dv A du = du A dv).

Possiamo allora vedere il comportamento dell’integrale di n-forme per pull-back tramite
cambi di variabile (diffeomorfismi tra aperti di R™), che mostra ancora una volta la nat-
uralita della costruzione: l'integrale viene preservato, a meno del segno nel caso in cui il
diffeomorfismo inverta l'orientazione di R".
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Proposizione 3.3.6. Dati due aperti V.U C R", un diffeomorfismo ¢ : V — U e una

n-forma w su U, vale
/ P'w = (signqﬁ)/ w .
\4 U

Dimostrazione. Scritta w = fdzi...dr, e detta y = (y1,...,yn) la variabile di V si ha fv P*w =

Jv F(@(y)) det Jo(y) dys ... dyn = (sign @) [;, f(¢(y))|det Jo(y)| dyr ... dyn = (sign¢) [, w, ove nell'ultima
uguaglianza si € usato il teorema sul cambio di variabile nell’integrale di Lebesgue. O

Il pull-back ci permette perd soprattutto di definire I'integrale di una m-forma su un
sottoinsieme di R™ descritto da m parametri (dunque, in particolare, su una varieta para-
metrica di dimensione m). Dati una m-forma w = Zm:m frdzr suun aperto U C R"
e una mappa liscia (cioe C*) ~:V — U da un aperto V C R™, definiamo

(3.7) fyw - /V’y*w.

Esempi. (0) Per m = 0 si ha V = R® = {0}, e una funzione v : V — U & semplicemente un punto
zo :=v(0) € U: dunque, data una O0-forma w € Q°(U) (ovvero una funzione f € C*°(U)) si ha fv f = f(zo).
(1) Per m = 1 si ha una 1-forma w = >°7 | f; dz;: dato un intervallo I C R e una mappa liscia (dunque
un cammino) v : I — U si ha Iv w= [;(fr(y@®)71(t) +- -+ fuly(t)vn(t)) dt, che & il gia noto integrale di
una forma differenziale lineare. In termini dell’associato campo vettoriale F' = (fi,..., fn) questo integrale
si esprime come [, F(y(t)) - v'(t) dt, Vintegrale di linea. (2) Sul caso m = n — 1 torneremo meglio pill
tardi; vediamo comunque un esempio concreto. Si abbia la 2-forma w = (?wvy2 —z)dxdz sulU = R?;
posto V = {(u,v) € R? :w? +v*> < 1,v >0} ey :V — U data da y(u,v) = (u,v,u® + v?) (si noti che
y(V)cU= R? & la parte della superficie di paraboloide z = z® +y? contenuta nel semispazio y > 0), si ha
f,y w= [, Buv’—u?—v?) dud(u®+v*) = [, Buv®—u®—v?®) du (2udu+2v dv) = [, 20(3uv® —u’ —v*) du dv,
che in coordinate polari diventa [ df fol 2psin(3p° cos@sin® 0 — p?)pdp = Jo de fol (6p° cos O sin® O —
2p*sin0) dp = [ (p°® cosOsin® 0—2p° sin 0)]5 d6 = [ (cos Osin® 0—2 sin ) df = (4 sin® 6+ 2 cos 0] = —1.
E importante notare che l'integrale di una m-forma su un insieme a m parametri appena
introdotto & invariante per riparametrizzazioni che rispettino ’orientazione di R™:

Proposizione 3.3.7. Siano w una m-forma su un aperto U C R" ey : V — U una
mappa liscia da un aperto V.C R™. Se ¢ : V! — V ¢ un diffeomorfismo tra aperti di R™
che conserva l'orientazione, vale fvoeow = f,yw.

Dimostrazione. Vale fvocp w= [, (yop)w= [, (VW= [, Yw= fﬂ{ w (nella seconda uguaglianza si
¢ usata la Proposizione 3.3.5, e nella terza la Proposizione 3.3.6). O

Il teorema di Stokes, nella sua formulazione generale che vedremo piu tardi, afferma che
se X ¢ una varietda bordata orientata di dimensione n con bordo X orientato in modo
indotto, e w ¢ una (n — 1)-forma su X a supporto compatto, si ha che fX dw = fax w.
Prima di poterlo affrontare in questa generalita dobbiamo attendere ancora un po’; tut-
tavia, arrivati a questo punto possiamo gia enunciarne e provarne due versioni di base che
ci saranno utile piu avanti nel ridurre il caso generale. Nella prima scegliamo X = R",
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che ha bordo X = @ e dunque ci aspettiamo che [  dw = 0; nella seconda ¢ invece
X =H"={z € R":z, >0} edunque il bordo 0X & l'iperpiano H = {z € R" : z,, =
0}, orientato con la base (—1)"(e1,...,e,—1): nel linguaggio delle forme volume, detta
¢ : H— H" la mappa ¢(z') = (2/,0) che da luogo all’iperpiano H come bordo di H",
vale ¢*(dxy ... dxp—1) = (—=1)"dx1 ... doy_1 .

Lemma 3.3.8. (Stokes, base I) Data una (n — 1)-forma w a supporto compatto su R™
(ovvero tutti i suoi coefficienti sono funzioni a supporto compatto in R™), vale fRn dw=0.

Dimostrazione. Scriviamo come al solito (per la convenzione che abbiamo adottato per le (n — 1)-forme)

w = ;.1:1(—1)3'71]‘]' dz - E:U\J dzy , ove le funzioni coefficienti f; : R” — R sono a supporto com-
patto: si ha allora dw = (Z;Lzl g—f;) dxy -+ dx,. Per provare il risultato ci proponiamo di mostrare che
f]Rn ng dxy -+ dr, = 0 per ogni j - 1,...,n: per semplicita di notazione controlliamolo per j = n, ma il
ragionamento vale in generale. Per Fubini si ha - gwiz dx1--- dx, = fRn,l( R gxiz dxn) dry - drn-—1,

che & nullo in quanto fR g%:, dx, = 0: infatti, essendo f, a supporto compatto e grazie al Teorema Fonda-
mentale del Calcolo in una variabile, per M > 0 abbastanza grande tale che [— M, M] contenga il supporto
di f» (dunque anche di %) in direzione x, si ha [, af" dr; = ffw ggfz dz, = fo(z1,. ., Tn-1, M) —
fn(xl,...,a:n 1, — ) 0—-0=0. O

Lemma 3.3.9. (Stokes, base II) Data una (n — 1)-forma w a supporto compatto su H™
(ovvero tutti i suoi coefficienti sono funzioni la cui parte di supporto contenuta in H™ é
compatta), vale  [i, dw = f¢w

Dimostrazione. Scriviamo ancora w = Z?zl(fl)jflfj dzy - d/:E\J dxn , ove le funzioni coefficienti
fi + H* — R sono a supporto compatto in H" (nel senso spiegato nell’enunciato), dunque dw =

(Z?:1 %) dxy - -+ dx,. Per provare il risultato ci proponiamo di mostrare che (a) [, % dxy -+ dxy, =
y n

f¢ w, e che an ij dxy--- dxy, = 0 per ogni j <mn. (a) Per j = n, ragionando come nel caso I si
ha [y 5 dwl o = [ (s, B2 dwn) dan -+ Ay = [ (0 fu(@!,0)) das -+ dops =
— Jgn—1 fn(2',0)d21 - - dwn—1; daltra parte, essendo ¢(z') = (2/,0) (e dunque d¢, = 0) ricaviamo che
vale [ w = fw_l(fl)"flfn(x',()) dpr A=+ A dpn—1 = (=1)"7" [,y fu(2',0) (1) da1 - dan_1 =
- fR”,l fn(x',0)dzy - - - dzp—1 (la penultima uguaglianza segue da quanto detto sull’orientazione indotta
su H), come si voleva. (b) Prendiamo ora un qualsiasi 1 < j < n—1: denotata con H} la proiezione di H"

sul sottospazio (e, .. .,€j, ...,en) di R" si ha an gg{j dz1 -+ dzn, = wa (fR afJ dacj) dzq - d/a; - dxp,

che & nullo perché fR Fon L dz; = 0 per gli stessi argomenti del caso base I (Lemma 3.3.8). O

Passiamo ora alle varieta.

Sia X C R™ una varieta bordata orientata di dimensione k col bordo 0X (che ¢ una
varietd senza bordo di dimensione k — 1) orientato in modo indotto, e sia (Uy,¢)) un
atlante orientato per X: ricordiamo che cio significa che gli Uy sono degli aperti di X, e
le oy : Uy = Vy dei diffeomorfismi C* su degli aperti V) del semipiano chiuso H* tali
che, ogniqualvolta Uy N U, # &, le mappe di transizione

Pu ° %Tl Lo (UxNUy) — eu(UxNUy)
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sono diffeomorfismi tra aperti di H* che preservano 'orientazione.

Una k-forma differenziale w su X € una famiglia di k-forme differenziali {wy) : A € A}
su ciascun Vi C HF che siano compatibili tra loro nelle eventuali intersezioni tra carte:
ovvero, tali che, ogniqualvolta UxNU, # @, si abbia wy = (gpM0g0;1)*wu su go,\(U,\ﬂUu).(m)
Denotiamo con Q%(X) lo spazio vettoriale delle k-forme differenziali su X; le nozioni di
prodotto esterno A, differenziale d e pull-back ¢* (ove ¢ : Y — X & una mappa C*™ di
varieta) si trasferiscono naturalmente al livello di varieta operando, tramite ciascuna carta,
nei corrispondenti aperti di R¥ (andra verificato per esercizio che le necessarie compatibilita
sono soddisfatte).

Esempio. Sulla circonferenza S' si consideri 'atlante dato dalle carte @7 : S\ {(~=1,0)} —=]— 7,7 e

2> : S'\ {(1,0)} —]0, 27| ottenute invertendo localmente la mappa di avvolgimento f : R — S' data da
t > (cost,sint). La mappa di transizione ¢ in questo caso ® = @20 (1)~ :]—m,0[U]0, [ =50, 7[ U], 27]
con ®(t) =t+2mw (set €]—m,0]) e D(t) =t (set €]0,7[). Una forma differenziale sulla circonferenza sara
del tipo hi(t)dt su |— m, [ e del tipo ha(t)dt su ]0, 2x[; imponendo che ®*(ha(t) dt) = hi(t)dt si ottiene
che ha(t) = hi(t) per t €]0, [, e ha(t) = hi(t —27) per t €]m, 2n[. Cid significa in sostanza che hy e hg sono

indotte entrambe da una stessa funzione periodica h(t) su R di periodo 27, e vale in effetti f*w = h(t) dt .

Siamo ora in grado di definire Uintegrale di una k-forma su una varieta k-dimensionale
orientata: visto che abbiamo definito una forma differenziale su X come una famiglia
di forme su ciascun aperto di R* cui X ¢ localmente diffeomorfa, la tentazione sarebbe
di fare gli integrali (che gia abbiamo definito) di ciascuna di queste forme sul relativo
aperto, e poi di fare la somma di questi integrali. Tuttavia, come facilmente intuibile,
se le carte si sovrappongono otterremmo in questo modo un risultato quasi certamente
errato a causa della ripetizione dei contributi. Serve dunque un modo per “temperare”
ciascuno di questi contributi nelle sovrapposizioni affinché il risultato finale sia corretto, e
lo strumento naturale per farlo & quello delle partizioni dell’unita (vedi pag. 70).(77)

Siano dunque X C R" una varieta (eventualmente bordata) orientata di dimensione k e
w = (wx)rea una k-forma su X, nelle notazioni e nel senso appena spiegati. Consideriamo
una partizione dell’'unita {p) : X — R : A € A} subordinata al ricoprimento dell’atlante
(ovvero, ciascuna funzione py ha il supporto tutto contenuto in U)): allora ciascuna fun-
zione p)y o (pKl avra il supporto tutto contenuto in V). La forma w si dira integrabile su X
se la somma ), 5 fVA |(px 0 90;1) wy| converge, e in tal caso si porra

[ 3 [ oo

AEA

<76>Ques‘ca compatibilita va richiesta per cura del caso generale; tuttavia, come gia detto, nella pratica si
lavorera spesso con una sola carta che copre “quasi tutta” la varieta X.

(" Una definizione al contempo rigorosa e abbastanza comprensibile della situazione generale non puo
prescindere da questi ragionamenti: pero va ribadito ancora una volta che in moltissimi casi concreti la
varietd sara coperta da una sola carta (eventualmente a meno di insiemi Ag-trascurabili, tipo sottovarieta
chiuse di X di dimensione inferiore) e allora, visto che cid non provoca problemi nel calcolo degli integrali,
si potra lavorare con una sola carta evitando la noia delle sovrapposizioni di carte e conseguente necessita
di usare partizioni dell’unita.
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Nel frequente caso concreto in cui si lavora con una sola carta ¢ : U = V (ove U & un
aperto della varieta X tale che X \ U & A\j-trascurabile) la nostra w & gia a tutti gli effetti
una forma su V' e dunque si definira semplicemente | W= fv w.

Proposizione 3.3.10. L’integrale fX w non dipende ne’ dalla scelta dall’atlante orientato
ne’ da quella della partizione dell’unita subordinata all’atlante.

Dimostrazione. Siano {(U},,¢},) : 4 € M} un altro atlante di X analogamente orientato, e {p, : p € M}
una partizione dell’'unita ad esso subordinata: ricordando che 37, .\ px =3, pr. =1, che (pap,w)x ha

supporto in ¢x(Ux NU),) (e analogamente (pxp),w), ha supporto in ¢}, (UxNU},)) e che sign(pxrop, ') =1
ogniqualvolta Ux N U,, # @, usando la Proposizione 3.3.6 si ottiene ka (papw)r = fW(Um(pAp;w)
ftp)\(UAﬁUL)(pAp/Hw)A = f‘pL(U/\mez)((p)\ © ‘PLLil)*(p)\X#w)/\ = va(UAmV“)(pApluw)u = f@L(VH)(p’\pr)
oy papue, dacut 3254 fy (paw)x = 325 0 Jy, (Papuw)s = 305 (v oaru)ie = Eenr Sy (Paw) e

A=

m

O

Sarebbe ora il caso di vedere cosa significa in concreto l'integrale appena introdotto per-
lomeno nei casi pit maneggevoli, ovvero quelli con £ = 0, 1, n—1, n; tuttavia, poiché siamo
sul punto di poter enunciare e provare il teorema di Stokes, scegliamo di ritardare questa
esemplificazione all’inizio del prossimo paragrafo, che sara tutto dedicato al ricavare e stu-
diare le importanti conseguenze di Stokes nei suddetti casi particolari. Torniamo dunque
ancora per poco alla teoria generale.

In (3.7) avevamo definito, data una m-forma w su un aperto U di R", I'integrale di w su un
sottoinsieme a m parametri di U, definito dall'immagine di una mappa liscia v : V — U
con V aperto di R™, semplicemente usando il pull-back tramite ¢. Ora che abbiamo
definito I'integrale di una forma su una varieta possiamo generalizzare questa definizione:
data una varieta X di dimensione n, una m-forma w su X e una mappa liscia ¢ :Y — X
ove Y e una varieta orientata di dimensione m, se ¢*w e integrabile su Y possiamo definire

fom fo

In particolare Y potrebbe essere una m-sottovarieta orientata di X e ¢ : Y — X la
mappa d’immersione, cosi che ¢*w rappresenta semplicemente la restrizione della forma w
a Y. Ad esempio —ed ¢ il caso che piu ci interessa in vista dell’enunciato ormai imminente
del teorema di Stokes— se X e una varieta bordata orientata di dimensione k allora il
suo bordo 90X ¢ una varieta (senza bordo) di dimensione k — 1, che penseremo munita
dell’orientazione indotta: denotata con ¢ : 0.X — X la mappa d’immersione, data una
(k —1)-forma w su X porremo [y w = [w = [, t'w.

Teorema 3.3.11. (Stokes) Siano X C R" una varieta bordata orientata C* di dimensione
k, U un aperto di X, 0U = U NIX. Allora per ogni (k —1)-forma w a supporto compatto
su U (ovvero tutti i suoi coefficienti sono funzioni la cui parte di supporto contenuta in U

¢ compatta) vale
/dw:/ w .
U U
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Dimostrazione. Sia {px : Ux = Vi : X € A} un atlante di X, ove i V} sono aperti di R* che (a meno di
aumentare il numero delle carte, ricoprendone il dominio con sottoinsiemi aperti diffeomorfi a palle aperte
di R¥ del tipo {z € R* : ||z|| < r} o, nel caso di punti di bordo, a semipalle aperte contenenti I’iperpiano
diametrale, del tipo {z € R¥ : ||z|| < r, @) > 0}) possiamo fin da subito supporre siano tutti diffeomorfi allo
stesso R” o al semispazio chiuso H* = {z € R* : 2, > 0}. Scriviamo w = D oxea PAw, ove {py : A € A} ¢ una
partizione dell’unita subordinata all’atlante: & importante notare che in realta gli addendi significativi nella
somma sono in numero finito perché, essendo la partizione dell’unita localmente finita, solo un numero finito
di px ha il dominio U} che riesce a intersecare non banalmente supp(w)NU, che per ipotesi ¢ compatto. Vale
dunque [, dw = [;;d(3\cp Prw) = s i d(paw) = X \ca fUA d(paw) = > sea ka d(prw)x (abbiamo
usato il fatto che la somma & finita e dunque non ci sono problema nello scambiarla con I'integrale, il fatto
che d ¢ lineare e il fatto che pyw ha il supporto contenuto in Uy ), dunque il teorema sarebbe dimostrato
se riuscissimo a dimostrarlo per ciascuno degli addendi. Ma essendo i Vi diffeomorfi a RF o a H*, questo
¢ quanto abbiamo dimostrato proprio nelle versioni base I e II di Stokes (Lemmi 3.3.8 e 3.3.9). O

A questo punto, quello che ci resta da fare & capire cosa dice il teorema di Stokes nei casi
particolari di nostro interesse.

Iniziamo vedendo qual & il significato concreto dell’integrale di k-forme su varieta k-
dimensionali in R” nei casi k=0, 1, n — 1, n, con particolare riguardo ai casi n = 2, 3.

e Integrale di 0-forme. Una O-forma su un aperto W di R™ & una funzione liscia
f: W — R. Una varieta O-dimensionale in W & una famiglia discreta di suoi punti
T = {x,: v € I} (connessa solo se c’¢ un solo punto), e si orienta assegnando a
ciascun punto x, un segno o, = F1. Dire che f ha supporto compatto in 7T significa
che il supporto di f contiene solo un numero finito di punti di 7: se essi sono
Ty ooy @y, Vintegrale & [ f = 37 0y, f(x,;) (la somma dei valori di f su tali

J
punti, ciascun valore contato col segno che compete al relativo punto).

e [ntegrale di 1-forme. Una l-forma su un aperto W di R" ¢ del tipo w = f1(z) dz1 +
-+ fu(z)dz,, ove i coefficienti f; : W — R sono funzioni lisce: ricordiamo
che la forma w ¢ associata al campo vettoriale F : W — R™ dato da F =
(f1,---,fn). Come gia visto, data una curva derivabile ~ : [a,b] — W si ha
[ = [2 A 30+ Fa (VO (0) dt = [2 F3(£))/(t) dt, che & Vintegrale
curvilineo f,y F - dz . Aggiungendo la condizione che 4/(t) # 0 per ogni t € [a,b] (il
che rende v una varieta 1-dimensionale orientata in W, perlomeno localmente vicino
a ciascun valore del parametro) possiamo scrivere 7/(t) = ||7/(¢)|| v(¢), ove v(t) & il
versore tangente alla curva in y(t) nell’orientazione data da v: cosi I'ultimo integrale
diventa anche ff F(y(t)) - v(t) |7/ ()] dt che, detto T' = ~([a,b]), & l'integrale al
differenziale d’arco [.(F - v) dAr.

e [ntegrale di (n — 1)-forme. Un po’ piu delicata ¢ la questione delle (n — 1)-forme in
R™, da integrare dunque su ipersuperfici di R (a noi interessera soprattutto il caso
di n = 3, ovvero quello delle 2-forme da integrare su superfici di R?). Come detto,
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una (n — 1)-forma su un aperto W di R™ puo essere scritta come

n

w = Z(—l)j+lgj(:n)da:1---gzn\j--~dmn
j=1

= gi(x)dzadrs--- dz, — go(x)drrdas - dxy + -+ (=1)" gu(z) doy -+ - doyq

(il simbolo 7.7 significa che il termine corrispondente viene rimosso), e viene fatta
corrispondere al campo vettoriale G : W — R" dato da G(z) = (g1(x), ..., gn(x)).

Proposizione 3.3.12. Se X é un’ipersuperficie orientata in W, l'integrale di w su
X ¢ pari al flusso di G attraverso S':

(3.8) (Aw:¢ﬂ®.

Dimostrazione. Supponiamo che X sia parametrizzata come varieta orientata da ¢ : V — W, ove

V & aperto in R™ ! con variabili v = (v1,...,vn—1): con questo si intende che (aa—zﬁ(v), cey 81)‘9‘{1 (v))

¢ una base positiva per lo spazio tangente T, X a X in x = ¢(v). Si ha allora

/X w = /V pw = /V i(—l)j“gjw(v))dm--~d7¢>7~~d<z>n.

Dobbiamo ora chiarire cosa significa I'ultimo integrale. Sviluppando i differenziali e facendo i conti si
ottiene depy---de;--- dp, = det Jd> ;(v) dvy -+ dvp—1, ove J¢ 7 ¢ la matrice jacobiana di ¢ privata
della j-esima riga: ricaviamo dunque

(3.9) /Xw = /‘/det(G(¢(v)),J¢(v)) dvy -+ dop—1,

ove (G(¢(v)),Js(v)) & la matrice n x n la cui prima colonna ¢ data dalle componenti di G (calcolate
in x = ¢(v)) e le altre n — 1 dalle derivate parziali %(v). Ma questa & l’espressione parametrica
del flusso di G attraverso X (vedi (3.1)). O

e Integrale di n-forme. Una n-forma su un aperto W di R™ si puo scrivere come
w = f(x)dzy--- dx,, ove f : W — R & una funzione liscia: data una varieta n-
dimensionale in W, ovvero un aperto A di R™ contenuto in W, si ha semplicemente

Jaw = Jaf(@)dr,

Siamo ora in grado di vedere che nei casi particolari di maggior interesse il teorema di
Stokes ci rida i risultati classici di integrazione vettoriale visti in precedenza.

e Teorema Fondamentale del Calcolo (caso k = 0). Sia f: W — R una funzione
C* su un aperto W di R™: alla 1-forma df ¢ allora associato il campo vettoriale
V[ (gradiente di f). Se + : [a,b] — W & una curva liscia regolare in W (cioe
tale che 7/(t) # 0 per ogni t), il supporto I' = v([a,b]) € una varietd bordata 1-
dimensionale in W, e il suo bordo 9I' = {v(a), v(b)} & un insieme discreto (cioe, una
O-varieta) orientata assegnando i segni +1 all’estremo finale v(b) e —1 all’estremo
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iniziale v(a). Grazie a Stokes otteniamo dunque [. df = [ f = (+1)f(v(b)) +
(=1)f(v(a)) = f(y(b)) — f(v(a)), mentre d’altra parte abbiamo detto prima che
fr df = [. . Vf-dx . Riotteniamo dunque il Teorema Fondamentale del Calcolo nella
sua forma generalizzata:

/ Vfodr = f(4(8)) — F((a)).
Y

e Teorema della divergenza (caso k =n—1). Sia W un aperto di R", e sia A C W un
aperto tale che A sia varieta bordata (ovvero, il bordo A & un’ipersuperficie liscia).
Una (n—1)-forma w =" (—1)*g;(z)dzy - dz;j--- dz, ¢ associata al campo

j=1
vettoriale G = (¢1,...,9n), € il suo differenziale & dw = (Z;‘:l %) dry--- dx, =
(V-G) dxy--- dx, ove V-G = Z?:l 279; ¢ la divergenza del campo G. Supponendo

che la parte di supporto di w contenuta in A sia compatta, grazie alla Proposizione
3.3.12 il teorema di Stokes rida il teorema di Gauss (Teorema 3.2.4):

#0a() = [ (V-G)an.

e Formula di Kelvin-Stokes (caso n = 3, k = 1). Sia ora W un aperto di R?,
e si consideri una superficie bordata orientata compatta S contenuta in W il cui
bordo 0 sia un circuito orientato in modo indotto da S. Come detto, una 1-forma
w = fdx + gdy + hdz & associata al campo F = (f,g,h), e il suo differenziale
dw = (% - %) dy dz— (% - %) dx dz+ (% - %) dx dy & associato al campo rotore

VxF = (% — %, % — %, % — %) sempre grazie alla Proposizione 3.3.12 il

teorema di Stokes stavolta rida la formula di Kelvin-Stokes (Teorema 3.2.7):

ja{ F-dx = ®g(V xF).
oS

Domande e risposte

01. D. Le mie domande/chiarificazioni riguardano la definizione di diffeomorfismo e omeomorfismo
e il teorema delle immersioni/sommersioni.

1. Da cio che ho capito mi sembra che “diffeomorfismo” implichi “omeomorfismo”, quindi ad
esempio per una varieta il fatto che lintorno di ogni suo punto sia diffeomorfo ad un aperto
del dominio implica in particolare che sia omeomorfo. (Citando le sue dispense lei definisce
un diffeomorfismo tra insiemi qualunque come un omeomorfismo differenziabile k-volte con
continuita). Percio, se tutto cio é vero, in pratica quando lei per dimostrare che la curva-otto
oppure l'insieme dei due assi cartesiani non sono delle varieta di dimensione 1, usa solo il fatto
che Uintorno di (0,0) e l'intorno di 0 non sono omeomorfi e di consequenza non diffeomorfi.
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2. Mi pare di capire da questi due teoremsi che in pratica una f sommersiva/immersiva in xg sia
una restrizione ad un particolare aperto di un diffeomorfismo locale a questo punto su ogni
punto dell” aperto centrato in xg. Cioé, ad esempio, che f immersiva in xy sia un diffeomor-
fismo locale tra A in R™ e f(A) in R™ e invece una sommersione sia un diffeomorfismo tra A
e f(A) pero ristretto in pratica a dimensione m essendo il diffeomorfismo da R™ in R™ e la
funzione da R™ in R™. Giusto?

R. 1. Osservazioni corrette. Devo pero fare un’osservazione sulla definizione di “diffeomorfismo tra
insiemi qualunque” che lei riporta non proprio esattamente: la cosa giusta che io ho detto e scritto
e quella che segue. Primo: una funzione tra due insiemi qualunque D C R? e E C R? si dira essere
“di classe C*” in un punto ty € D se ¢ indotta da una funzione di classe C* definita in un intorno
aperto “grasso” ditg (ove “grasso” significa un aperto di RP). Secondo: un “diffeomorfismo di classe
CF tra insiemi qualunque” & un omeomorfismo di classe C* tra essi, tale che anche la sua inversa
sia di classe C¥. Ad esempio, consideriamo la circonferenza S' = {(z,y) : 2 + y? = 1} e poniamo
D = {(z,y) € S! : y < 0} C R? (Pemisfero inferiore) e E =] — 1,1[C R. Allora la proiezione
xT

stereografica dal polo nord ¢y : D — E data da py(z,y) = = ¢ un diffeomorfismo di classe

C*: infatti & un omeomorfismo (& biiettiva e continua, e tale & anche l'inversa ' : E — D data

da o' (t) = (12, —}jr—ttz)) indotto dalla funzione ¢ (z,y) = 1% che ha come dominio connesso

non solo D, ma tutto aperto “grasso” {(z,y) : y < 1}, ed & evidentemente C*.

2. Rispondo per quanto posso capire da quanto lei scrive. Mi pare che ’osservazione sull’'immersione
sia corretta: se f: R™ — R™ & immersiva in g € R™ (dunque n < m, si va dal piccolo al grande)
allora f dipinge diffeomorficamente un intorno aperto A C R™ di z¢ sulla sua immagine f(A) di
f(xo): ma attenzione, f(A) non & aperto in R™ (tranne il caso in cui n» = m). Ad esempio, la
parametrizzazione v : R — R? della curva-otto, data da (t) = (sint,sintcost), & un’immersione
perché +/(t) # (0,0) per ogni ¢t € R, e infatti per ogni ¢y € R esiste un intornino di ¢y che viene
disegnato su un segmentino della curva-otto. Invece una sommersione f : R® — R™ (dunque
n > m, si va dal grande al piccolo) non va pensata come una funzione che “se ristretta a qualcosa
di dimensione m (ma a cosa poi?) diventa un diffeomorfismo”, ma come una “proiezione” in cui
I'immagine di f in R™ viene ricoperta di “fibre uniformi”, tutte varieta di dimensione n —m, sopra
i suoi punti. Il prototipo di sommersione & la proiezione canonica 7 : R> — R data da 7(z,y) = x:
tramite essa, la fibra sopra ogni punto del codominio R & una retta (varieta di dimensione 1).
Invece la funzione f : R? — R data da f(z,y) = 2% + y? ha immagine [0, +oo[, ma mentre la fibra
di f sopra a > 0 & la circonferenza x? + y? = a (varieta di dimensione 1), quella sopra 0 & il solo
punto (0,0) (varieta di dimensione 0). Non sorprende dunque che f non sia sommersiva in (0, 0)
(mfattl df(070) = O)

02. D. Desideravo affrontare il discorso relativo al bordo ed all’orientazione delle varieta in R™.

1. Nel Lemma 3.1.2 (pag. 66), alla 2a riga della dimostrazione, é scritto che “.. F(OH™) é
sottoinsieme di OH™ e analogamente per Uinversa F~1...”). Non sono riuscito a trovare un nesso
tra il fatto che se F(OH™) ¢ sottoinsieme di OH™ e F~1(OH™) ¢ sottoinsieme di OH™, allora
F(OH™) = OH™. Quale (piccolo?) tassello debbo inserire nel mezzo del ragionamento, per com-
pletarlo ed arrivare alla tesi in questione?

2. In secondo luogo, riguardo a come determinare [’orientazione del bordo 0X di una varietd
X di dimensione m, non capisco se il versore 7 che si prende per "uscente da” giace nel T, X
(dove x ¢ punto di X) o se giace semplicemente in R™. A tal proposito, vorrei precisare i miei
dubbi: a pag. 63, nella dimostrazione della Proposizione 4.1.3, dopo che introduce le funzioni g,
h e caratterizza, di conseguenza, X e 0X, lei osserva come 0X sia lo spazio generato dai vettori
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ortogonali a Vh. Ma perché poi parla di “ruolo del versore normale uscente svolto dal versore 7
della proiezione di Vh su T, X...”% Intendo dire: perché debbo proiettare Vh su T, X ? A questo
punto non mi risultano chiari la direzione ed il verso di uscita di Vh dalla varieta e rispetto
alla base di T, X ; non dovrebbero essere la direzione ed il verso delle “h crescenti”, come detto a
lezione?

3. In ultimo, mi riferisco all’esempio (1) della pag. 63: se h ¢ funzione di definizione cartesiana,
mi aspetto che vada da W sottoinsieme di R™ in R™"™™. Se h, nell’esempio 1, va da W a R, la
X - del resto ¢ scritto all’inizio di pag. 64 - € una ipersuperficie, quindi di dimensione n — 1. Ma
allora perché subito dopo é scritto che X ¢é munita dell’orientazione di R™? Non dovrebbe essere
munita dell’orientazione dello spazio T, X, generato da n — 1 vettori in R™?

R. 1. Se F~Y(9H™) C 9H™, applicando F ad ambo i membri si ottiene che JH™ C F(JH™). Se
inoltre si sa che F(OH™) C 0H™, i due saranno uguali (uno & contenuto nell’altro, e viceversa).

2. Prima ricordo brevemente quello che ho scritto sulle dispense, dopo do un esempio concreto.
e Se x € 0X, lo spazio tangente “piccolo” T,,(0X) € un iperpiano dello spazio tangente “grande”
T.X. 1l versore 7i & quello contenuto in T, X ortogonale a T,(0X) e diretto nel verso uscente
da X, e si ottiene come segue: descritte X come {g1 = - = gp—m = 0, h < 0} e X come
{1 = -+ = gn—m = 0, h = 0}, per avere 7 si tratta di proiettare Vh su T, X dividendo
poi per il modulo. e Veniamo ora all’esempio, nel caso n = 3 e m = 2 (vedi figura). Siano
g: R =R e h:R>— R date rispettivamente da g(z,y,2) = 22 +y?> + 22 -5 e da
hz,y,z) = 1 — z: allora X = {(z,y,2) : g(z,y,2) = 0, h(z,y,2z) < 0} & la calotta sferica
superiore ottenuta tagliando la superficie sferica di raggio v/5 col piano orizzontale z = 1, mentre
0X = {(x,y,2) : g(x,y,2) =0, h(z,y, z) = 0} &la circonferenza-bordo di quella calotta; e il “verso
delle h crescenti” e quello verso il basso, ovvero —giustamente— quello uscente da X. Prendiamo ora
il punto P(2,0,1) € 0X: allora lo spazio tangente TpX ¢ il piano ortogonale a Vg(P) = (4,0,2)
ovvero 2z + z = 0 (nella figura si vede il corrispondente spazio tangente affine P+ TpX in grigio)
e, dentro Tp X, lo spazio tangente Tp(0X) & dato dall’ulteriore ortogonalita a Vh(P) = (0,0, —1),
ovvero Tp(0X) ¢ la retta { Jete=9  ovvero x = z = 0, cio¢ l'asse y (nella figura si vede il
corrispondente spazio tangente affine P + Tp(0X) in rosso). Proiettando VA(P) = (0,0,—1)
ortogonalmente sul piano TpX = {2z + z = 0} si ottiene il vettore (%,O7 f%), che diviso per il
suo modulo da il versore 77 = (%, 0, —%) (in blu nella figura). A questo punto l'operazione di
orientare Tp(0X) a partire dall’orientazione del semispazio superiore di TpX & del tutto analoga a
quella di orientare OH? a partire dall’orientazione di H?, il ruolo del versore 7 essendo lo stesso di
quello del versore —e,,, per OH? rispetto a H?: ne risulta che I’orientazione indotta su 0X & quella
antioraria se osservata dall’alto.

3. No, lei si sta confondendo: nell’esempio (1) l'ipersuperficie non ¢ X, ma il suo bordo 9X. E
infatti X ad essere definito da h(z) = 0, mentre X ¢ dato dalla disuguaglianza h(x) < 0. In altre
parole X ¢ la chiusura di un aperto di R™, che sarebbe quello dato da h(z) < 0: e, in quanto tale,
eredita lorientazione di R™, come fosse per appunto un aperto di R™. Per esempio: se h : R? = R
¢ data h(z,y) = 22 + y? — 1, allora X = {(z,y) : h(z,y) < 0} & il disco chiuso (chiusura del disco
aperto), che eredita naturalmente l’orientazione del piano, mentre 0X = {(z,y) : h(x,y) =0} ¢ la
circonferenza S', ipersuperficie di R2.

03. D. Io continuo a non capire il teorema di Gauss. Ma come si fa a ricostruire la struttura
di un campo vettoriale dentro un corpo tridimensionale solo a partire dal suo flusso attraverso la
superficie? Non c’é molta meno informazione in quest’ultimo?

R. Beh, andiamoci un po’ piano: col teorema di Gauss, a partire dal flusso uscente attraverso la
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superficie non si ricostruisce “la struttura di un campo vettoriale dentro un corpo tridimensionale”,
ma solo il computo globale delle sue emissioni/assorbimenti all’interno del corpo, che ¢ molto meno.
Mi spiego con un esempio. Lei ponga di avere la sua stanza disseminata di rubinetti che possono
far uscire ’acqua, e di tombini (ma anche altri oggetti, come materassi, coperte, etc.) che possono
farla scomparire o immettendola in altre condotte o perché ne restano inzuppati. Se lei, dopo
aver azionato i rubinetti, si mette a sedere sulla porta della sua stanza e misura ’acqua che esce
da 1i, lei mica riesce a ricostruire quanta acqua sta uscendo dal rubinetto A o dal rubinetto B o
quanta acqua viene inghiottita dal tombino C o viene assorbita dal suo materasso: cio che lei riesce
a misurare & semplicemente il computo globale di queste azioni. Cio detto, per quanto semplice
possa essere, l'idea del teorema non ¢ comunque male: se quello che mi interessa ¢ solo un conto
globale, anziché andare a spulciare all’interno del corpo basta che io mi metta ad osservare cio che
succede all’uscita del corpo stesso. E diventa particolarmente suggestiva, a mio avviso, nel caso in
cui io usi questo trucco per calcolare il volume di un corpo: anziché entrare nel corpo e misurarne
accuratamente le dimensioni, io istruisco ogni molecola del corpo a emettere verso l’esterno una
gocciolina d’acqua, cosl poi misurando quanta acqua mi esce dalla frontiera riesco a capire quanto
grande e il corpo.

04. D. Come si inquadra nel suo contesto il discorso del “potenziale vettore”, che in Fisica é spesso
usato in riferimento al campo magnetico? In una delle lezioni ne ha fatto un rapido accenno, ma
non ho capito molto bene.

R. A lezione abbiamo visto che, per un aperto U di R?, il complesso di de Rham

0= Cc°U) 5 o'v) L X)) L W) — o0,

se tradotto nel linguaggio dei campi vettoriali (indichiamo con C°(U,R?) lo spazio dei campi
vettoriali C* su U) diventa

(*) 0 = C=(U) 2% c>(U,R%) =% ¢>U,R}) % W) — 0,

in cui la proprieta di complesso d o d = 0 si legge come rot (grad f) =0 (“un gradiente & sempre
irrotazionale”) e div (rot F') =0 (“un rotore & sempre solenoidale”). D’altra parte, come spiegato
anche nella risposta alla domanda n. 31, sappiamo che, dato un campo vettoriale F' € C*° (U, R3)
tale che rot(F) = 0 non esiste sempre una funzione “potenziale” f € C>°(U) tale che gradf = F
(in altre parole, un campo irrotazionale in U non & sempre conservativo in U): ma cio accade
certamente se si suppone che U abbia opportune proprieta topologiche (come sappiamo, se si
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suppone che U sia semplicemente connesso), e in tal caso l'integrale di linea (il “lavoro”) di F
lungo un cammino si puo calcolare facilmente come differenza dei valori del potenziale f tra i punti
di arrivo e di partenza del cammino stesso.

Quanto appena detto riguarda il “livello 1”7 del complesso (*), quello posto tra il gradiente e il
rotore: un discorso del tutto simile puo essere svolto per il “livello 2” del complesso (*), quello
posto tra il rotore e la divergenza. Dato un campo vettoriale G € C*°(U,R?) tale che div(F) = 0
non esiste sempre un campo “potenziale vettore” A € C>(U,R3) tale che rotA = G (in altre
parole, un campo solenoidale in U non ¢ sempre il rotore di un altro campo in U). Ma cio accade
certamente se si suppone che U abbia un’opportuna proprieta topologica, piu precisamente se
si assume che U sia ”superficialmente semplicemente connesso”: stavolta si chiede non che ogni
circuito possa essere deformato a un solo punto sempre restando dentro U, ma che lo possa essere
ogni superficie chiusa regolare dentro U (si chiede cioé che non ci siano buchi in U: altrimenti
detto, che se la frontiera regolare di un aperto di R & contenuta in U allora tutto I’aperto stesso
deve essere contenuto in U). In tal caso, I’“integrale di superficie” (che, come visto, corrisponde
al “flusso”) di F' attraverso una superficie bordata di R? si puo calcolare alternativamente come
circuitazione del potenziale vettore A lungo il bordo della superficie stessa (questa ¢ niente altro
che la formula di Kelvin-Stokes): € per questa ragione che un campo che ammette potenziale
vettore & detto anche “conservativo per il flusso”, similmente al fatto che un campo che ammette
potenziale scalare ¢ detto “conservativo”. Va anche detto che, cosi come il potenziale scalare di
un campo conservativo ¢ determinato a meno di una costante additiva, anche il potenziale vettore
di un campo conservativo per il flusso ha una indeterminazione additiva, essendo determinato a
meno del gradiente di un altro campo qualsiasi (infatti se rot(A) = G, allora per un qualsiasi altro
campo F' si ha pure rot(A 4 grad(F)) = rot(A) + rot(grad(F)) = rot(4) + 0 = G): in Fisica, tale
liberta & denominata come la scelta di un gauge (di solito la scelta & fatta in modo che anche il
potenziale vettore risulti solenoidale: si tratta della cosiddetta gauge di Gauss).

L’esempio pilt naturale (vedi anche la risposta alla domanda n. 31) di campo solenoidale che non &
conservativo per il flusso ¢ il campo dell’angolo solido F(r) = r/r3, definito su R?\ {(0,0,0)}, che
ha un buco nell’origine: infatti se tale campo —che si verifica facilmente essere solenoidale(78)—
fosse il rotore di un altro campo, esso dovrebbe avere (in base alla formula di Stokes) flusso nullo
attraverso ogni superficie chiusa, mentre si puo direttamente facilmente che il suo flusso attraverso
una superficie sferica centrata nell’origine & 47, la misura in steradianti dell’angolo solido intero(7®).

In Fisica, 'uso classico del potenziale vettore ¢ in riferimento al campo magnetico: poiché quest’ultimo
& solenoidale (& una delle equazioni di Maxwell), per quanto appena detto esso ammettera poten-
ziale vettore su ogni aperto superficialmente semplicemente connesso del suo dominio. Ma per
maggiori informazioni su questo vi rimando a quanto vi dird (o vi ha gia detto) il mio collega di
Fisica.

05. D. Nella prima parte del corso, facendo esercizio sulle forme differenziali lineari, avevo inte-

grato w= fdr+gdy = ff;y% dz + Jﬁiy:g dy lungo la circonferenza v di centro l’origine e raggio
99

. o N
1, ottenendo 27; ora, appresa la formula di Green fﬁ/ fdx 4+ gdy = fD(% - a—;j) dx dy (Zve D e
il disco di raggio 1) io speravo di trovare lo stesso risultato integrando g—g — %].; = % su D,
ma questa funzione mi risulta non integrabile (ad esempio su DT = {(z,y) € D : z > 0}, dov’¢

3 3 2 2 2
(") infatti ad esempio % = 6(%/; ) = —:cs:; (/) — 7"2:312, dunque div(F) = L;gﬁ + = :f?y +
r2_-322 3r2—3r2
. () .
(")infatti, detta Sg la superficie sferica, si ha ®g, (F) = fSn, 75 g do= fOQﬁ do [ % R?singdp = 4x.
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positiva, l'integrale iterato vale +00). Dov’é sta lerrore?

R. L’errore sta nel fatto che la formula di Green non & applicabile in questo caso: per esserlo,
infatti, le funzioni f e g dovrebbero essere di classe C! su tutto un aperto di R? contenente D
(dunque sia D che il suo bordo 7), mentre invece qui non lo sono (non sono definite in (0, 0)).

A titolo di curiosita, noti che nel suo esempio si ha w = wy + wo dove w; = — rQ-Zi!-yz dr + ng_yZ dy
2
¢ la solita forma-angolo (chiusa ma non esatta), e wy = ;1;22%3,,2 dr + JEJJTyQ dy (non chiusa, ma

comunque si calcola f7 wo = 0), dunque si capisce che venga fvw = fv w1 = 2m; invece nel conto

4z—2xy2

fD(% — %) dx dy la forma w; scompare perché chiusa, e resta la sola dws = e

¢ integrabile su D.

che pero non

06. D. Rileggendo le sue dispense sulle forme differenziali mi é sorto il dubbio se sia vero il sequente
enunciato: “Sia w una k-forma, e ¥ una (k — 1)-forma; allora w = dy se e solo se dw =072 Un
verso dell’affermazione dovrebbe equivalere alla proprieta di complesso, il dubbio & sull’altro verso.
A naso direi che la proposizione é falsa.

R. La proposizione, detta in questi termini generali, ¢ falsa. Ma lei ha intuito una questione-chiave,
che € una delle applicazioni di maggior successo delle forme differenziali: in effetti, la risposta
dipende da come ¢ fatta la varieta su cui sto studiando le forme differenziali (cioeé: considerate le
forme su una certa varieta, per certi k sara vero e per altri no), e fornisce, tramite la teoria che
ne scaturisce (coomologia di de Rham), una delle descrizioni piu efficienti e rappresentative delle
proprieta topologiche della varieta stessa. Per capirci, ecco un esempio ormai familiare: la presenza
di un buco nel piano bucato X = R?\ {(0,0)} viene rivelata dall’esistenza della “forma-argomento”
Warg = —Iﬁyz dr + IQiyz dy, che come ricordiamo e chiusa ma non esatta in X. In modo simile,
la presenza di un buco in una varieta k-dimensionale puo essere indovinata dalla presenza di una
(k — 1)-forma chiusa ma non esatta nella varieta stessa: cosi sard, come vedremo tra breve, ad
esempio per una corona sferica (una palla di R3 privata all’interno di una palla pilt piccola).

Cerco di dare un rapido cenno alla questione, rimandando per maggiori dettagli a testi piu specifici.
Prendiamo per semplicitd un aperto X = U di R™ (ma tutto potrebbe essere fatto per una varieta
X qualsiasi), e sia Q¥(U) = {2212k f1(z) dzr} lo spazio delle k-forme su U: tramite il differenziale
d abbiamo costruito il complesso di de Rham

0= c°U) L o) L - Lot S anU) = 0

(ricordiamo che Q°(U) = C*°(U)). Per un certo k tra 0 e n, chiamiamo k-forme chiuse quelle
k-forme il cui differenziale & nullo, ovvero I'insieme

ZFU) = {w e QFU) : dw = 0} ;
e k-forme esatte quelle k-forme che sono il differenziale di una forma di grado inferiore, ovvero
I'insieme
B¥(U) = {w e Q¥(U) : w = dyp per qualche (k — 1)-forma » € Q¥~1(U)}.

(Nel caso k = 1 ovviamente ritroviamo le gia note definizioni di 1-forma chiusa e 1-forma esatta.)
Sia Z*(U) che B¥(U) sono sottospazi vettoriali di Q¥(U); inoltre B*(U) & un sottospazio di Z*(U),
perché se w = di allora dw = d(dy) = 0 (grazie alla proprieta di complesso d od = 0). La sua
domanda allora pud essere riformulata chiedendosi: ¢ vero o no che B¥(U) = Z*(U) ?

e Per k = 0 si ha BO(U) = {0} (la funzione nulla) e Z°(U) = {f : U — R : df = 0} =
{funzioni localmente costanti su U}. Notiamo che lo spazio Z°(U) & un R-spazio vettoriale di
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dimensione d dove d ¢ il numero di componenti connesse di U (infatti una base dello spazio
delle funzioni localmente costanti su U ¢ data dalla famiglia delle funzioni che valgono 1 su
una certa componente connessa di U e 0 su tutte le altre), dunque non ¢ mai nullo: ne segue
che nel caso k = 0 la risposta & sempre no.

e Per k = 1 la risposta e si quando U & semplicemente connesso: infatti sappiamo che ogni
1-forma chiusa su un semplicemente connesso € anche esatta.

e Per 1 < k < n la risposta dipende dalle proprieta topologiche di U, e dunque varia di caso in
caso. Ad esempio, un fondamentale risultato di Poincaré (noto come lemma di Poincaré) dice
che se U & omeomorfo a R™ (ad esempio lo stesso R™, o una palla) allora B*(U) = Z*(U) per
ogni 1 < k < n: in altre parole, ogni k-forma chiusa su U & anche esatta su U, ovvero esiste
una (k — 1)-forma “potenziale” ¢ su U tale che w = di.

e In generale, visto che B¥(U) & sempre un sottospazio vettoriale di Z*(U), si puo considerare
k

lo spazio vettoriale quoziente %, che viene solitamente detto coomologia di grado k di U e
indicato con H*(U); dunque si ha H*(U) = 0 se e solo se B¥(U) = Z*(U), e in tal caso si dice
che U “non ha coomologia in grado k”. Notiamo, per quanto detto prima, che H°(U) = R?
dove d ¢ il numero di componenti connesse di U; e che H'(U) = 0 se U & semplicemente
CONNeEsso.
L’idea e che quanto piu uno spazio ha coomologia, tanto piu la sua topologia ¢ complicata.

Ad esempio:

— per il lemma di Poincaré, un aperto U omeomorfo a R™ ha coomologia solo in grado 0,
con H°(U) = R (& connesso);

— se U C R? & una corona circolare (diciamo centrata nell’origine, dunque esprimibile in
coordinate polari come a < r < b per certi 0 < a < b) allora H°(U) = R (perché U &
connessa) e si pud dimostrare che H!(U) = R (la cosa non sorprende, perché U non &
semplicemente connesso; e un generatore di H!(U) —ovvero una 1-forma chiusa ma non

esatta— & come noto la forma-argomento warg = —%ﬂlg dx + %ﬂ!z dy);

—se U C R?® & una corona sferica (diciamo centrata nell’origine, dunque esprimibile in
coordinate sferiche come a < r < b per certi 0 < a < b) allora HO(U) = R (perché U
¢ connessa), H'(U) = 0 (perché U & semplicemente connessa), e si pud dimostrare che
H?(U) = R: un generatore di H?(U) —ovvero una 2-forma chiusa su U ma non esatta in
U— ¢ la forma w = W dydz — W drdz + W dz dy (detta

anche “forma dell’angolo solido”, perché facendone il pull-back in coordinate sferiche essa

diventa sin p dpdf, il cui integrale su una superficie di R® di la misura in steradianti
dell’angolo solido sotto il quale ¢ vista la superficie dall’origine). Tale 2-forma, come
sappiamo, corrisponde al campo F(r) = r/r3, che & solenoidale ma non ¢ il rotore di un
altro campo definito globalmente su tutto U: lo & tuttavia localmente, su ogni porzione

“superficialmente semplicemente connessa” di U, ma per questo rimando alla risposta alla

domanda n. 29 sul potenziale vettore qui sotto.

07. D. E vero che un campo vettoriale su R® ha rotore nullo e divergenza nulla se e solo se ¢é
costante?

R. No, ¢ gia falso nel caso di campi vettoriali piani (ovvero, con una delle tre coordinate costante):
ad esempio, i campi Fy(z,y,2) = (z,—y,0) e Fy = (e® cosy, —e® siny, 0) hanno sia il rotore
che la divergenza nulli ma non sono costanti. Tuttavia, su un campo con queste caratteristiche
qualcosa si pud comunque dire: in effetti, se un campo C* definito su R® ha nulli sia il rotore
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che la divergenza allora esso deve essere o costante o illimitato (ovvero la sua norma non ¢ lim-
itata, come ad esempio accade per i suddetti campi F} e Fy). Ne spieghiamo ora il motivo. Se
il campo F' = (F,, Fy, F.) & irrotazionale esso ¢ conservativo (perché R3 & semplicemente con-
nesso): detta f : R* — R un potenziale di F' (dunque F' = grad f), se F' & anche solenoidale si ha

div F' = div(grad f) = 0, cioe Af =0 ove A = 6‘9—:2 + 88—:2 + 6722 ¢ loperatore di Laplace (detto
anche “laplaciano”): ovvero, come si dice con una terminologia classica, la funzione f & armonica.
Ma se f & armonica, per Schwarz lo & anche ciascuna delle componenti di F' (ad esempio, poiché
F, = % si ha A(F,) = A(%) = %(Af) = 0): se F fosse limitato (ovvero se la sua norma fosse
limitata) allora lo sarebbero tutte le sue componenti, ma un celebre teorema, dovuto a Liouville,
afferma, che una funzione armonica su tutto R® se ¢ limitata & necessariamente costante. Dunque,
se F' fosse limitato dovrebbe essere necessariamente costante.

Lo stesso ragionamento si pud usare per campi con dominio piti generale, applicandolo alla re-
strizione del campo a un piano contenuto in esso: scelte le coordinate di modo che tale piano sia
(z,y), si usa il laplaciano nel piano per concludere che la restrizione di F' al piano deve essere

costante o illimitata.

08. D. I miei dubbi riguardano le funzioni di definizione g e h per una m-varieta con bordo in
R™. Nella Proposizione 3.1.3 a pag. 68 si introduce g come gia fatto in precedenza nella definizione
tramite una sommersione (appunto g); si introduce poi h definita in R™ come g perd a valori in
R. Ora questa h é utilizzata per descrivere il bordo della varietd, che infatti é definito dagli zeri di
g (perché anche il bordo di X ¢é parte della varieta X ) e dagli zeri di h. Quindi mi pare che h sia
funzione di definizione del bordo; pero allora il suo codominio dovrebbe essere R"~("=1) essendo
il bordo di dimensione m. Perché invece é R il codominio? In particolare nel primo esempio in
fondo alla pagina compare solo h, che, in questo caso definisce sia bordo che varieta. Si puo quindi
dire che per una varieta di dimensione n in R™, cioé un aperto di R™, é sufficiente una funzione
di definizione per bordo e varieta, invece per dimensioni inferiori ne servano due?

R. No, lei non ha capito bene. Il bordo X della varieta non ¢ 'insieme degli zeri di h (questo
vorrebbe dire che 0X sarebbe sempre un’ipersuperficie di R™, cosa non vera in generale), ma
linsieme degli zeri sia di g che di h, ovvero della funzione (g,h) : R* - R*™™ xR = R7—(m—1)
(dunque, giustamente, X ¢ una varieta di dimensione m — 1); invece la varietd X ¢ data come
insieme degli zeri della funzione g : R™ — R™ ™ (dunque la dimensione & m), mentre in essa
la funzione h appare solo come condizione di disuguaglianza h(xz) < 0, dunque non incide sulla
dimensione. Nel caso particolare in cui la varietd X € un chiuso di R” di dimensione n (ovvero, la
chiusura di un aperto di R™) le funzioni g non ci sono (cioé: per descrivere X non servono funzioni
da usare come equazione, perché la dimensione di X e quella massima e non va abbassata rispetto
a quella di R™) e c’e solo la funzione h che lo descrive come disequazione; la stessa funzione h, presa
pero come equazione, serve a descriverne il bordo dX, che infatti in questo caso ¢ un’ipersuperficie
di R". Ad esempio, se X ¢ la palla chiusa di raggio 1 in R3 si ha X = {(z,y,2) : h(z,y,2) =
22 +y%+22—1 < 0} (come si vede, per descrivere X non servono, e non ci sono, le funzioni g da usare
come equazione), e il bordo 90X ¢ la circonferenza di raggio 1, che ¢ infatti descritta dall’equazione
h(z,y,z) = 0. Per un esempio di dimensione inferiore si veda la risposta alla domanda n. 26 punto
2, compresa la figura. Li X & una porzione di superficie sferica in R?, ovvero n = 3 e m = 2:
dunque, essendo n —m = 1 serve la sola funzione g(z,y,z) = 22 + 32 + 22 — 5 per definire X
come equazione, e poi serve una funzione h(x,y, z) = 1 — z per descriverne la porzione di interesse
tramite la disequazione h(z,y,z) < 0. Si noti che il bordo 90X, che ¢ la circonferenza di centro
(0,0,1) e raggio 2 posta nel piano orizzontale z = 1, & I'insieme degli zeri sia di g che di h.

09. D. Per risolvere alcuni problemi di fisica risulta comodo saper scrivere le operazioni grad f,

Corrado Marastoni 107



Analisi Matematica IIT

rot F' e div G in coordinate diverse dalle cartesiane, tanto che mei libri sono di solito riportate le
espressioni riassunte anche in

http://it.wikipedia.org/wiki/Nabla_in_coordinate_cilindriche_e_sferiche

Lei a pagina 91 delle dispense mostra in pratica come poter ottenere grad f, rot F' e divG in

coordinate cartesiane.

coordinate?

Come possiamo ottenere le espressioni della tabella per gli altri sistemi di

Se wvoglio per esempio lespressione del rotore di un campo in coordinate sferiche: posso partire
dalla 1-forma w = fdx+ gdy + hdz, farne il pull-back per “portarla” in coordinate sferiche, e poi
differenziarla (per la Proposizione 3.3.5(1) pag. 93) ottenendo cosi alla fine lespressione del rotore
in coordinate sferiche?

R. Si, proprio cosi: ma facendo ben attenzione sia al significato delle espressioni che compaiono, sia
alle corrette identificazioni tra campi e forme su R3. La pagina di Wikipedia che lei cita & riportata

Nabla in coordinate cilindriche e sferiche - Wikipedia

Nabla in coordinate cilindriche e sferiche

Da Wikipedia, l'enciclopedia libera.

8/12/11 2:10 PM

Nel calcolo vettoriale & spesso utile conoscere come esprimere {7 in altri sistemi di coordinate diversi da quello cartesiano.

Operatore | Coordinate cartesiane (x,y,z) Coordinate cilindriche (0,0,z)

Coordinate sferiche (r,0,0)

Definizione T = peosg [z = rsinfcos¢
delle y = psing y = rsinfsing| .
coordinate 2= o 2 = oa)
p = 22+ [r = a?ry?+22
¢ = atan2(y,z) 6 = arccos(z/r)
z = z l¢ = atan2(y,z)
A Campo % o 3 - 3 5 5 7] b
vetorisle o | XA HAZ (A4 A+ A2 A+ 400 + A

» of . th L, th 19f ; 9F, af, 1af, 1 of;
Ondene VS 0%t oV Y222 |90 5962 522 |or tro0°t remddg
" 344, 84, 0A.  [10(pA,) 104, 0A. |10(?4) 1 d , . 1 04
Divergenza SE o i = 12 £ = = ( .l
g oz dy * p Op +p 3q> 9z P or Jrrsinﬁﬁﬂ\ﬂl“’smg)Jr ind do
34» 04, 104, 34¢ 1 0 94, .
g - —)x + (pBaQ) 3 )P + Tslmol(a—%(f@m ) — 8—¢)1‘ +
Rotore S p 4 _#__
VxA 5’1 5’1 %5 + 5, SIS (5 0% (A0 +
Ly bl Yy, (3 a2
31 dy p' p 3¢ ror T 0
Lphcino, |02 @ _F (19, 9f 1 0 (19 ,0f 1 of 1_of
A =Vf a2t t e pae trew T a2 mar o)t r25m089(5m089) t 0067
4, 204, B(Ag sind) A4y
Laplaciano di (Adp— i ?B_)p G- ﬂszmeﬂ— =7 ﬁréﬂﬁi)'
un vettore AAZX+ AAY + AAZ (Ady— ﬁ 2 0: 94y 4 (A4p— G:ra + 30 Jomg Yoyg 4
A=A (/’AzAl)’: 9 (84— ﬂfﬁ‘*’mw +ael e
Lunghersa |dl = dak +dyy + d2z |dl = dpp+ pdpp+ 2z dl = dri + 1d60 + rsinfdpep
dS = dydzX+ dS = pdpdzp+ dS = r’sin 6dodei+
intesime dzdzyiy dpdz+ 7sin fdrdgf+
dzdyz pdpddz rdrdf¢
meimo |dv = dadydz dv = pdpdpdz dv = r? sin fdrdfde

Relazioni notevoli:

div grad f=V-(Vf) =

& PP

o w

sz = A f (Laplaciano)
rotgrad f=V x(Vf)=0
divrot A=V-(VxA)=
rotrot A=V x(VxA)=
Afg=fAg+2Vf-Vg+gAf

Formula di Lagrange per il prodotto vettoriale: A x (B x C) =

V(V-A)—

B(A-C)—

C(A-B)

Nota

= La funzionc atan2(y x) & usata al posto di arctan(y/x) per il suo dominio. La funzione arctan(y/x) ha immagine in (-7/2, +7/2), mentre atan2(y x) ha

immagine in (-, 71

http://it.wikipedia.org/wiki/Nabla_in_coordinate_cilindriche_e_sferiche

qui in figura, e nella sua tabella (che chiamero nel seguito [Wiki]) essa riporta le espressioni del

Corrado Marastoni

108



Analisi Matematica IIT

gradiente, del rotore e della divergenza, oltre che nelle usuali coordinate cartesiane, anche in
coordinate cilindriche e sferiche. Ma che significa cio? E chiaro che, prima di tutto, bisognera che
ci intendiamo bene su cosa vuol dire esprimere una funzione o un campo vettoriale in un altro
sistema di coordinate.

Occupiamoci ad esempio delle coordinate cilindriche (r,6,2) di R3 (che nella seconda colonna di
[Wiki] sono chiamate (p, ¢, z); una volta capito queste, si potra portare a termine in modo analogo
anche il conto in coordinate sferiche, che corrisponde alla terza colonna di [Wiki]), e denotiamo il
cambio di coordinate cilindriche con (z,y,z) = ®(r,60,2) = (rcosf,rsinb, z).

— Per quanto riguarda le funzioni si tratta semplicemente di comporre la funzione in coordinate
cartesiane f(z,y,z) con il cambio ®, ottenendo cosi f(r,0,z) = f(rcosf, rsind, z).

— Per quanto riguarda invece i campi vettoriali, I'idea & che un campo

F(z,y,2) = (f(%,y,2), 9(v,y,2), h(x,y,2)) = fér+gé, +he.

espresso qui nell’'usuale terna cartesiana €y, €y, €, venga invece espresso nella terna “cilindrica”
€, €y, €, in cui ad esempio il versore €. & quello del gradiente della superficie di livello di r,
ovvero quello in cui 0 e z restano costanti e varia crescendo solo r e analogamente per gli altri
(vedi figura). Anche la terna cilindrica ¢ destrorsa, ed ¢ chiaro che &, = (cosf)é, + (sinf) &,
e € = (—sinb) &, + (cosf) €,: il campo precedente si scrivera allora anche come

F(r,0,z) = fé.+gGép+hé, ove (f,§) = (fcosf+gsinf, —fsinf + gcosh).

In [Wiki] le notazioni corrispondenti sono (X, ?f) (€2, €y, €-), (P, $.2) & (€,,69,8.), A F,
(A:L’7A7,/7Az)<_>(f7g>h) € (Ap7A¢7 ) (f g7 )

Dopo questi chiarimenti, le espressioni di gradiente, rotore e divergenza in coordinate cilindriche
potrebbero essere ottenute restando nell’ambito dei campi vettoriali (con calcoli diretti piuttosto
pesanti o con considerazioni euristiche non molto rigorose ma efficaci basate sui teoremi classici
del calcolo vettoriale —come il teorema di Gauss, o del gradiente, o la formula di Kelvin-Stokes—
per i quali rimandiamo a testi di Fisica o altre scienze applicate): il nostro scopo qui ¢ invece di

arrivarci in modo matematicamente rigoroso usando il linguaggio parallelo delle forme differenziali,

ricordando che su un aperto U C R? il complesso di de Rham 0 — C<(U) -% Ql(U) %

O2(U) N Q3(U) — 0, se tradotto in modo corretto nel linguaggio dei campi vettoriali (indichiamo
con C*®(U,R3) lo spazio dei campi vettoriali C* su U) diventa 0 — C*(U) =— grag C>®(U,R3) == ot

C=(U,R%) L% ¢=(U) - 0.

e Gradiente. Una funzione f : U — R corrisponde alla stessa O-forma f; se partiamo dalle
coordinate cartesiane f(z,y, z), come detto essa verrd portata in coordinate cilindriche come
f(r,6 z) = (<I>*f) (r,8,2) = f(rcosf,rsinb, z), e calcolandone il differenziale in r, 0,  si ottiene

d f dr + d9 + af dz, che & la 1-forma in Q'(U) che dovra corrispondere al gradiente

di f. E p01che la corretta 1dent1ﬁca210ne tra campi vettoriali in terna cilindrica e 1-forme

in coordinatAe cilindriche ¢ data da €. <> dr, eg <> rdf e ¢é, < dz, si ha gradf =

gf e, (%gé) €y + %]zc €, , come in [Wiki].

e Rotore. Un campo cartesiano F = (f,g,h) : U — R? corrisponde alla 1-forma w = fdx +
gdy + hdz. Andando in coordinate cilindriche, si ha @ := ®*w = fd(rcosf) + gd(rsinf) +
hdz = f(cos@dr— Tsm0d9)+g(sm@dr—«—rcos&d@)—«—hdz = (fcosf+gsinb) dr—i—( fsinf+
geosO)rdd + hdz = fdr + (r§)df + hdz (coerentemente alle espresswm di f e ¢ descritte

in precedenza), il cui differenziale cilindrico ¢ dunque dw = ( dr + dt9 + af ~dz)dr +
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(252 dr+r5E do+r5L dz) do+ (52 dr+ 9 do+ 3 dz) dz = (95 —r52) do dz +(22 L) dr dz+

(85;?) — —)dr df, che & la 2-forma in Q?(U) che dovra corrispondere al rotore di F. E
poiché la corretta 1dent1ﬁcaz10ne tra campi vettoriali in terna cilindrica e 2-forme in coordinate

cilindriche ¢ data da €, < rdfdz, ég <> —drdz e €, <> rdrdf, si ottiene rotF =

(Lah %) ér + (gﬁ gh) &y + %(agf) af) €, , come scritto in [Wiki].

e Divergenza. Un campo cartesiano F = (f,g,h) : U — R? corrisponde alla 2-forma 71 =
fdydz — gdxdz + hdxdy. Andando in coordinate cilindriche, si ha 7 := fd(rsinf)dz —
gd(rcos@)dz+ hd(rcosf)d(rsind) = f (sin@dr +rcosfdf)dz — g (cos@dr —rsinf db) dz +
h (cos O dr—r sin 0 d6) (sin 0 dr+r cos 0 df) = frdf dz— g dr dz+hrdrdf (ovvero f(rdfdz)+
§(—drdz) + h(rdrdf), che giustamente, per quanto detto prima circa 'identificazione tra

campi cilindrici e 2-forme cilindriche, corrisponde al campo vettoriale cilindrico F' = f e +
§ €+ hé,, dunque tutto torna) il cui differenziale cilindrico é dp=d(rf)dfdz—d(g)drdz+

d(rh) drdf = (a(rf) dr + 7“3 do + raf dz)df dz — (ag dr —|— d9 + 39 9 dz)drdz + (5(Th) dr +
rt do+rIh dz) dr do = ( (rf) +%+r%) drdf dz, che ¢la 3—forma in Q3(U) che corrispondera

7
alla dlvergenza di F. E poiché la corretta identificazione tra funzioni e 3-forme in coordinate

e . N . . . _ f 9§ _10(rf 10
cilindriche ¢ data da 1 > rdrdfdz, si ottiene divF = 1(%5 (T 4 99 4rdhy=1 g7)+763+

g}; come scritto in [Wiki].

Per concludere ricordo anche che, grazie alla commutazione tra differenziale e pull-back (Propo-
sizione 3.3.5(1)) si potrebbe procedere anche nel modo inverso: ovvero, anziché prima passare in
coordinate cilindriche e poi calcolare il differenziale cilindrico (ovvero calcolare d(®*w), come si
¢ fatto poco fa) si potrebbe prima operare il differenziale cartesiano e poi passare in coordinate
cilindriche (ovvero calcolare ®*(dw)), senza cambiare il risultato.
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