Analisi Matematica IIT

5 Equazioni differenziali ordinarie lineari

Trattiamo ora in modo piu diretto il caso delle equazioni lineari, ovvero del tipo
(5.1) y' = A(t)y + b(t)

ove A(t) & una funzione continua a valori nello spazio degli operatori lineari di C™ in se
a1n(t) -+ ain(?)
(dunque, in coordinate, una matrice A(t) = ( ) di funzioni continue) e

ani(®) o ann(t)

b1 (%)
b(t) = ( ; ) e un vettore di funzioni continue.
bn (t)

5.1 Generalita

Se I & un intervallo di R sul quale sono definite A(t) e b(t), abbiamo gia visto (Corollario
4.1.6) che sussistono esistenza e unicita globali, ovvero che per ogni (tg,y0) € I x C"
esiste una e una sola soluzione definita su tutto I del problema di Cauchy dato da 3’ =
At)y + b(t) e y(to) = yo. Il prossimo passo ¢ vedere come sia fatto l'insieme delle
soluzioni di (5.1): a tal fine va considerata anche 1’equazione omogenea associata

(5.2) Y = Alt)y.
Il seguente risultato riunisce in un solo enunciato tutte le informazioni necessarie.
Proposizione 5.1.1. Sia S (risp. Sp) lintegrale generale di (5.1) (risp. di (5.2)).

(1) So ¢ un C-sottospazio vettoriale di C*(I,C") di dimensione n, ovvero vi sono n
soluzioni linearmente indipendenti p1(t),...,on(t) € Sy definite su tutto I tali che

So = {Alﬁpl(t)'i‘"“i‘)‘n@n(t) PAL A € C}

Un tale insieme {p1(t),...,on(t)}, ovvero una base di Sy su C, si dird essere un sistema
fondamentale

sistema fondamentale di soluzioni di (5.2), e una matrice ®(t) le cui colonne sono di soluzioni
un sistema fondamentale di soluzioni si dira essere una risolvente di (5.2). Risolvente

(2) Se ®(t) é una matrice le cui colonne ¢1(t), ..., pn(t) sono soluzioni di (5.2) allora
O'(t) = A(t)®(t) . Inoltre, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) ®(t) & una risolvente di (5.2);
(i) le soluzioni di (5.2) sono tutte e sole quelle del tipo p(t) = ®(t)c, ove c € C"
e un vettore costante;

(iii) esiste t € I tale che ®(t) non ¢& singolare, ovvero i vettori p1(t), ..., pn(t) sono

linearmente indipendenti in C™ (altrimenti detto, det ®(t) #0);
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(iv) per ogni t € I la matrice ®(t) non é singolare, ovvero i vettori ¢i(t), ..., pn(t)
sono linearmente indipendenti in C™ (altrimenti detto, det ®(t) # 0).

In particolare:

(a) se ®(t) ¢ una risolvente allora vale A(t) = ®'(t) ®(t)~!, e tutte le altre risolventi
sono del tipo ®(t) L ove L € M, (C) é una matrice invertibile;

(b) la soluzione di (5.2) tale che y(to) = yo ¢ data da ¢(t) = ®(t)®(to) Lo

(3) S ¢ il sottospazio affine di C*(I,C") ottenuto traslando il sottospazio vettoriale Sy
con una qualsiasi soluzione particolare di (5.1), ovvero

ove {p1(t),...,pn(t)} é sistema fondamentale di soluzioni dell’omogenea, e $(t) € S.

(4) (Metodo della variazione delle costanti arbitrarie) Nelle notazioni precedenti, una
soluzione particolare di (5.1) é

Pt)=®(t)c(t), ove c(t)=(t)"1bt).

Di conseguenza, si puo descrivere esplicitamente lo spazio delle soluzioni di (5.1):
S={pt) =)k + @(t)/@(t)l b(t)dt : keC"},

e, fissato to € I, la soluzione del problema di Cauchy (4.1) con y(to) = yo:

(1) = 20) 2(10) " o + () [ 9(r)" 0(r)ar.

to

(5) (Principio di sovrapposizione) Se b(t) = bi(t) + ba(t), e ©1(t) (risp. p2(t)) € una
soluzione di (5.1) ove b(t) sia sostituito da by (t) (risp. da by(t)) allora (t) = p1(t) +
©2(t) € una soluzione di (5.1).

Dimostrazione. (1) Se ¢1(z), p2(z) risolvono (5.2) e A\, u € C allora ¢ facile vedere che anche Ap1(x) +
pp2(x) risolve (5.2), dunque So & un C-sottospazio vettoriale di C*(I,C™). Preso un qualsiasi to € I,
Papplicazione di valutazione vy, : So — C" data da vy, () = ¢(to) & lineare (ovvio) e biiettiva (grazie
al Corollario 4.1.6). Dunque So ha dimensione n. (2) L’affermazione che se ®(¢) & una matrice le cui
colonne ¢1(t), ..., pn(t) sono soluzioni di (5.2) allora ®'(t) = A(t)®(t) & ovvia: infatti equivale a dire
che per ogni suo vettore colonna vale ¢’;(t) = A(t) ¢;(t), cosa per 'appunto vera in quanto le ¢;(¢) sono
soluzioni del sistema omogeneo. Passiamo ora alle affermazioni (i)-(iv). Le affermazioni (i) e (ii) sono
equivalenti per definizione di risolvente. Se vale (iii), poiché v; & un isomorfismo si ha che necessariamente
le colonne di ®(t) devono essere una base di Sp, ovvero vale (i); d’altra parte (i) implica (iv) (perché v &
isomorfismo per ogni ¢ € I) e ovviamente (iv) implica (iii). In particolare, se ®(t) & una risolvente allora
& invertibile per ogni ¢, e si ricava che A(t) = ®'(t) ®(t)~!. E infine chiaro che, nota una risolvente ®(t),
tutte le altre sono del tipo ®(t) L ove L € M,(C) & una matrice invertibile: si tratta infatti di tutte
e sole le matrici di funzioni le cui colonne sono ottenute da quelle di ®(¢) tramite una trasformazione
invertibile di So, che manda basi in basi. Questo prova (a). Per quanto riguarda (b), in base a (ii) le
soluzioni di (5.2) sono tutte e sole quelle del tipo ¢(t) = ®(t)c, ove ¢ € C™ & un vettore costante:
imponendo che per t = ¢y tale soluzione valga yo si ottiene yo = ®(to) ¢, da cui ¢ = @(to)flyo, e dunque
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o(t) = ®(t)®(to) 'yo. (3) Se @(t) risolve (5.1) e ¢(t) € Sy, allora anche @(t) + ¢(t) risolve (5.1), e dunque
p(t) + So C S; viceversa, se 9(t) risolve (5.1) allora ¢(t) — ¢(¢) risolve (5.2), dunque S — @(t) C So,
ovvero S C 4,5( ) + So, e pertanto S = @(t) + So. (4) Imponendo che ¢(t) = ®(¢) c(t) sia soluzione di (5.1)
(ovvero che @' (t) = A(t)p(t) +b(t)) si ottiene ®(t)'c(t) + ®(t) c'(t) = A(t)®(t)c(t) + b(t); notando perd che
<I>(t)’ ( ) (t) (vedi (2)) questo da ®(t) ¢ (t) = b(t), da cui ¢/(t) = ®(t) " b(t). Si ottiene dunque c(t) =
f O(t (come 1ntegrale Vettorlale 1ndeﬁn1t0, qualunque primitiva va bene), da cui la descrizione
esphclta S {gp )k +®(t) [o t)dt : k € (C"} Fissato poi to € I scriviamo lo spazm delle

soluzioni usando la fun21one integrale di punto 1nlzlale to, ovvero @(t) = ®(t) k + ®(t f O(1 (r)dr
al variare di k € C"; imponendo che ¢(to) = yo si ottiene yo = ®(to) k, da cui k = <I>(to) Yo. (5) Basta
sommare membro a membro le equazioni soddisfatte da @1 (t) e @2(¢). O

Esercizio. (1) Un sistema lineare omogeneo ( z: ) = A(t)( z ) ha tra le sue soluzioni le funzioni

z1(t) _ t—1 z2(t) _ t+1 . . . . . .
( i t) ) = < o ) e ( o lt) ) = ( . > dire di che sistema si tratta, e dove saranno definite le sue

soluzioni. Trovarne poi la soluzione generale, e quella tale che ( ﬁg; ) = ( _21 ) (2) Trovare tutte le

soluzioni del sistema lineare non omogeneo ( Z: ) = A(t)( . ) + ( i ), ove A(t) é come in precedenza.

Risoluzione. (1) Le due soluzioni proposte sono linearmente indipendenti ad esempio per t=0 (infatti il

1

loro valore & rispettivamente ( *01 ) e ( 3

)), dunque per la Proposizione 5.1.1(2) devono esserlo in ogni ¢

del loro dominio: in altre parole, la matrice ®(t) = ( ot

—2t

) deve essere una risolvente del sistema.
Cid significa che necessariamente det ®(t) = 2t* + 5t — 3 non si deve annullare, ovvero t # —3 e t # %

pertanto il sistema avra senso su uno degli intervalli Iy =]—o0, =3[, I> =]—3, [ oppure Is =]%, +o00[. In tal
2t+43 2
: Y -1 _ (1 1 1 3 —t—1 ) _ T ~ a5 .
caso sappiamo che A(t) = ®'(t) ®(¢t)"' = ( o )m( 2ot ) - ( 2045 2250 )
2t245t—3 2t245¢t—3
o — _2t+3 _ 2 y
pertanto il sistema omogeneo cercato & , 2t2+°’6 e 2745t -3 . Per l'esistenza e unicita globale,
o =

202+5t—3 0 ' 26245637
le soluzioni massimali di questo sistema saranno definite su uno degli intervalli I, I3, Is. La soluzione

generale & <I>(t)( u ) = < (a1 + a2)t — a1 +az ) al variare di a1, az € C, e quella tale che ( z(0) ) = ( 2 )

—2a1t + 3asg y(0) -1
si puo trovare da questa, o direttamente come <I>(t)<I>(0)_1< 2 ) = ( P + ! )( o ; >_1( 2 ) =

1

N _ er(®) \ — ( (= Der(t) + (t+Dea(t 0
sistema non omogeneo & data da ( “Et) ) O(t )( C;Et; ) = ( ( ,%tlcg()t)éug()t)z() ), ove ( C}Et; ) =

2t—1 7
d(t)" < : ) = < 25+5t=3 ) che per integrazione da ( e (t) ) = ( ilogl2t — 1+ flog|t +3] >; la

( 03 tt +2 ) (2) Usando il metodo della variazione delle costanti arbitrarie, una soluzione particolare del

1 2t24¢—1 ca(t) t— 3 log|2t — 1] — 3 log|t + 3|
2t245t—3

(a1 +a2)t — a1 + az + 2(t)

soluzione generale sara allora ( T ertt 3a+ 8(d)

) al variare di a1, az € C.

I ragionamenti fatti in precedenza presumono di poter arrivare a costruire in qualche modo
una risolvente, ovvero un sistema fondamentale di soluzioni per 1’equazione omogenea:
tuttavia, a parte il caso dei coefficienti costanti che esamineremo piu tardi, non esistono
formule risolutive generali ma solo osservazioni relative a casi particolari. Uno & quello dei
sistemi lineari reali nel piano cartesiano (z,y) in cui A(t) = ( u ) e b(t) = ( e )
con u(t), v(t), r(t) e s(t) funzioni di un intervallo I a valori reali, ovvero

{ ' =u(t)r —v(t)y +r(t)
v =v(t)x+u(t)y+s(t)

<

sistema che & equivalente all’'unica equazione scalare lineare complessa 2’ = a(t)z + b(t)
con z=uz+1y, a(t)=u(t)+iv(t) e b(t)=r(t)+is(t).

Corrado Marastoni 139



Analisi Matematica IIT

Esempio. Il sistema reale { ;: = ifi 55;’1 ft ¢ della forma precedente con (u(t), v(¢),r(¢), s(t)) = (2t,1,2t,1):

si ottiene dunque ’equazione complessa z' = (2t + i)z + (2t + i), lineare del primo ordine. Posto
p(t) = —(2t + i) e q(t) = 2t + i si ha dunque 2’ + p(t) 2 = q(t): essendo P(t) = [p(t)dt = —t> — it
e feP(t)q(t) dt = —e "~ si ottiene z(t) = ke’ tit —1 conk € C; scritta k = u + iv con u,v € R, si
z(t) = —1+ et2 (ucost — vsint)

ottiene x(t) +iy(t) = (u+ iv)et2 (cost+isint) — 1, da cui le soluzioni reali {

y(t) = e (usint + v cost)

Come sappiamo, anche un’equazione lineare scalare di ordine n puo essere ricondotta a
un’equazione vettoriale lineare del primo ordine: all’equazione scalare

(5.3) Y™ o 1)y + () Y + ao(t) y = B(E),
ove ap(t), ai(t), ..., an—1(t) e B(t) sono funzioni continue definite in un certo intervallo
aperto I C R ed a valori in C, posto (z1,22,...,2n) = (¥,4/,...,y" D) viene associata
z = A(t) z + b(t) con
0 1 0 0
0 1 0 0
A(t) = 0 : b(t) =
0 1 0
—ap(t) e oo (t) B(t)
Naturalmente, in questo caso il dato iniziale 2'(tg) = 2o va inteso come P'assegnazione dei
valori in tq della funzione scalare y(t) e delle sue derivate y/(t), ..., y™ ().

Consideriamo anche ’equazione omogenea associata

(5.4) Y™ + a1 () y" Y+ ()Y +ao(t)y =0.
In questo ambito, la matrice costruita con n soluzioni scalari ¢i(t), ..., ¢n(t) di classe C"
(dunque in C™(1,C)) di (5.4) ¢ la matrice wronskiana Matrice
wronskiana
pr(t) o ()
1) ()
W (t) = : - : )
-1 -1
A0 - e

che dunque & una risolvente dell’equazione vettoriale lineare del primo ordine associata
nel caso in cui tali soluzioni siano linearmente indipendenti in C"(I,C). La rilettura della
Proposizione 5.1.1 da allora quanto segue:

Proposizione 5.1.2. Sia S (risp. Sp) l'integrale generale di (5.3) (risp. di (5.4)).

(1) So e un C-sottospazio vettoriale di C"(I,C) di dimensione n, ovvero vi sono m
soluzioni linearmente indipendenti ¢1(t),...,pn(t) € So definite su tutto I tali
che

So = {Alﬁpl(t) —+ -+ )\ngon(t) P VP WS (C}
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Una tale insieme {p1(t),...,on(t)}, ovvero una base di Sp su C, si dira essere un
sistema fondamentale di soluzioni di (5.4).

(2) Date n soluzioni ¢1(t), ..., n(t) di (5.4), vale Wi (t) = A(t) W,(t). Inoltre, le

sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) w1(t), ..., pn(t) sono funzioni linearmente indipendenti in C"(I,C);
(ii) esistet € I per cui la matrice wronskiana W (t) non é singolare (det W,(t) # 0);
(iv) per ognit € I la matrice wronskiana W, (t) non é singolare (cioé det W (t) # 0).

Si noti che, se valgono queste affermazioni, allora A(t) = W(t) Wc;l(t).

(3) S é il sottospazio affine di C™(I,C) ottenuto traslando il sottospazio vettoriale Sy con
una qualsiasi soluzione particolare di (5.4), ovvero

S =804 o(t) = {dp1(t) + -+ Anon(t) +0(t) : Ad1,..., Ay € C},
ove {p1(t),...,pn(t)} é sistema fondamentale di soluzioni dell’omogenea, e p(t) € S.

(4) (Metodo della variazione delle costanti arbitrarie) Nelle notazioni precedenti, una
soluzione particolare di (5.3) é

P(t) = c1(t) pr(t) + - - + cn(t) on(t) con  ci(t) = (-1)"* dgztvx[;/ 5 B()

ove W, .(z) & il minore di ordine n — 1 della matrice wronskiana W (z) ottenuto
eliminando ’'ultima riga e la j-esima colonna (se n =1 si pone detW,_ (x):=1).

(5) (Principio di sovrapposizione) Se B(t) = B1(t) + Sa(t), e ¢1(t) (risp. @2(t)) € una
soluzione di (5.1) ove b(t) sia sostituito da 51(t) (risp. da fa(t)) allora o(t) = ¢1(t)+
P2(t) & una soluzione di (5.1).

Esercizio. (1) Determinare un’equazione scalare lineare omogenea y'"' + a1(t)y + ao(t)y =0 che abbia
ei(t) = €*' e a(t) =t tra le soluzioni; trovare poi tutte le altre. (2) Dire quali sono le soluzioni
dell’equazione non omogenea y” +ai1(t)y' +ao(t)y = 2t — 1, determinando quella per cui p(0) = ¢’(0) = 0.

Risoluzione. (1) I coefficienti a1 (t) e ao(t) possono essere determinati direttamente imponendo che ¢1(t) =

e?t e p2(t) =t siano soluzioni, perché infatti si ottiene 4e® + 2a1e® + ape® =0 e a1 + tag = 0,
da cui ao(t) = 505 e ai(t) = 2t4t1: si noti che, non a caso, la matrice wronskiana W,_(z) =

( e ¢ ) & singolare solo per t = 1, e che W, (z) W, (z)"' = ( 2e2" (1) )m( ! P}f ) =

23t 1 1 4¢3t —2¢e2t
0 1 . . . . .
( __a at ) = ( _?10 _21 >, la matrice del sistema associato alla nostra equazione lineare del
2t—1 2t—1
secondo ordine. L’equazione potra essere studiata dunque su uno degli intervalli I; =] — oo, %[ oppure

I, =]3,+0c], sui quali saranno definite tutte le soluzioni massimali, che sono dunque ¢(t) = a1€** + axt
al variare di a1,a2 € C. (2) Usando il metodo della variazione delle costanti arbitrarie, una soluzione
—W(2t — 1) = t€_2z
e ch(t) = W(% 1) = —1,dacui c1(t) = —5(2t + 1)e > e ca(t) = —t: pertanto @(t) = —1(4t> +

2t + 1), e le soluzioni dell’equazione non omogenea sono ¢(t) = a1e* + azt — $(4t> + 2t + 1) al variare

particolare dell’equazione non omogenea & &(t) = ci1(t) e** + ca(t)t con ¢} (t) =
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di a1,a2 € C. Infine, imponendo che ¢(0) = ¢'(0) = 0 si ottiene a1 = % e az = 0, da cui la soluzione
o(t) = 1(e** — 4t> — 2t — 1) (si noti che () = (1 + 2t + 2t> + 0o (t?) — 4% — 2t — 1) ~o —1¢?).

5.2 1l caso a coeflicienti costanti

Come detto, non esistono formule risolutive generali per determinare un sistema fonda-
mentale di soluzioni di un’equazione lineare del primo ordine (in particolare, nemmeno di
un’equazione lineare scalare di ordine n). Questo & pero possibile nel caso dei coefficienti
costanti, in cui A(t) ¢ in realtd una matrice costante A € M, (C):

(5.5) y = Ay +b(t).
Iniziamo come al solito dal sistema omogeneo
(5.6) y =Ay.

Applicando, a partire dalla costante 1o(t) = yo, la tecnica di costruzione della soluzione
di (5.6) con y(0) = yp tramite iterazione dell’operatore (T'9)(t) = yo + fot f(r(r))dr
(Teorema 4.1.2, in cui scegliamo ¢y = 0) si ottiene

t
vi(t) = (To)(t) = y0+/0 Ayodr = yo + tAyo = (1, + tA)yo,

t
Yo(t) = (Ty¥1)(t) =wyo+ /0 A(yo +tAyo)dr = (1, +tA+ %tQAQ)yo :

' 1 1
Ye(t) = (Typ_1)(t) = (1, +tA+ 5t2A?+~-+ gt’fA’f)yo.
Il contenuto dell’operatore che va approssimandosi all’interno delle parentesi ha ’aspetto
familiare della ridotta k-esima della serie esponenziale: ricordiamo dunque la costruzione
della matrice esponenziale di una data matrice quadrata.

Proposizione - Definizione 5.2.1. Data una matrice X € M, (C), la serie

+oo
X" 1
— = L+ X+ X+
n! 2l
n=0
converge in M, (C); la somma, detta matrice esponenziale di X, ¢ denotata usualmente wmatrice
con expX oppure eX, e ha le sequenti proprieta. esponenziale

(i) Se X = diag(A1,...,\n) ¢ una matrice diagonale, allora eX = diag(e,...,eM). In
particolare vale €% =1, .
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(ii) Se N & nilpotente, detto r lindice di nilpotenza'9®) vale eV = 1, + N + - +

1 -1
(rfl)!Nr ’
(iii) Se D ¢ idempotente (cio¢ D*> = D, da cui D" = D perr € N) vale e? = 1,,+(e—1)D.
(iv) Se X eY commutano tra loro (ovvero XY =Y X ) allora eXe¥ =e¥eX =XtV in

particolare si ha e*4etd = etV per ogni s,t € C e A € M, (C).

X X

(v) Vale eXe X =1, dunque X ¢ invertibile con inversa e~

(vi) Se P € M,(C) ¢ invertibile, allora ePXP™" = peXp-1,
T - —_— R
(vii) Vale eX = (eX)T L eX=eX e deteX =eTX | ove XT, X e tr X rappresentano
rispettivamente la matrice trasposta, la matrice coniugata e la traccia di X .(101)

Dimostrazione. Pensando M, (C) munito di una qualsiasi norma sottomoltiplicativa, ovvero una norma
p 1 M,(C) — [0,400] tale che p(AB) < p(A)p(B)™*°? (si possono prendere ad esempio la norma

di operatoriale ||Allop := max{||Av|| : ||v]| = 1}, indotta da quella di C", o la norma di Frobenius
[|AllF :=tr(fA A) = (i, laig 2)%, che tratta M, (C) come C”2), si ha p(3°T%, %Xj) <> %p(Xj) <

Z;”ZO %p(X )7, dunque per confronto la serie converge assolutamente, a fortiori semplicemente. Vediamo
ora le proprieta. (i-ii-iii) sono ovvie dalla definizione. La dimostrazione di (iv) si svolge come quella della
proprieta di omomorfismo dell’esponenziale complesso, solo che ora si ha a che fare con matrici e non con
numeri e dunque, per ripercorrere la suddetta dimostrazione, ad un certo punto bisogna usare il fatto che
XY =YX (d’altra parte ¢ facile trovare esempi in cui la conclusione pud non valere se le due matrici
non commutano tra loro, si veda alla fine di questa dimostrazione). Per il resto, ovviamente sA e tA
commutano tra loro e dunque et = ¢34t = (594, ip particolare, scegliendo A = X, s =1let = —1

si ottiene eXe™* = %" = 1,,, ovvero (v). Infine, anche i punti (vi-vii) seguono facilmente dalla definizione

(le relazioni valgono per ogni termine della somma), tranne il fatto che dete™ = X Per dimostrare
quest’ultima relazione, se scriviamo X = PJP™! ove J & in forma canonica di Jordan (vedi (5.8) pii sotto)

e P & la matrice invertibile del cambio di base, abbiamo trJ = tr X %Y ¢ ¢X = Pe? P71 (per (vi)), da
cui det e® = dete”’. Ora, per una matrice in forma di Jordan non & difficile notare che vale det e’ = etr7
(basta ripetere a blocchi diagonali il ragionamento che portera alla formula (5.7) della nota di pag. 148 nel

caso di un solo autovalore): dunque dete™ = dete’ = e = T X, O

1 0

Esempi. Illustriamo la Proposizione 5.2.1 con qualche calcolo. (1) X = ( o o

) ¢ idempotente, dunque

per (i) e¥ = 1, + (e — DX = ( e 0 > (2) Y = ( o) ) & nilpotente (infatti Y2 = 0), dunque
per (ii) si hae¥ =1, +Y = (é ! ) 3) z= ((1) . )soddisfaZ”zlnsenéparieZ":Zse
n & dispari, dunque e? = ::6 ﬁln + :i% mz = (cosh1)1, + (sinh1) Z = ( Zf:;li i;‘l‘fﬁ )

Arriviamo allo stesso risultato in un altro modo. Gli autovalori di Z sono 1 e —1, e due autovettori sono

1

rispettivamente ( } ) e ( _11 ): pertanto la matrice P = ( h

_11 ) ¢ quella che diagonalizza Z, nel

(190) Jna matrice N € M, (C) & detta nilpotente se esiste un intero r tale che N” = 0,; il minimo tra tali
interi & detto indice di nilpotenza di N, ed & sempre < n.

(AODT 5 traccia di X = (zi5)i,j=1,...,n € la somma dei suoi termini diagonali 11 + -+ + Tpn. Assieme a
det X, la traccia € uno degli invarianti fondamentali dell’operatore lineare associato a X, in altre parole non
cambia alterando X in PX P! con P invertibile: in effetti, nell’equazione caratteristica det(71, — X) = 0
con indeterminata 7, la traccia e il determinante sono (a meno del segno (—1)"77) i coefficienti dei termini
di grado rispettivamente j = n—1e j = 0. Ad esempio, per n = 2 si ha det(712 — X) = 72 — (z11 +T22)7 +
(211 Too — 12 T21), e per n = 3 si ha det(r13 — X) = 7° — (x11 + T2 + 233) 72 + (11 Too + 11 T3z + o2 T3z —
12 T21 — T13 T31 — T23 T32)T — (x11(X22 T33 — T23 T32) — T12 (T21 T3z — X23 T31) + T13 (T21 T32 — T22 T31) ).
(102>Sappiamo che su uno spazio di dimensione finita tutte le norme sono equivalenti tra loro; tuttavia per
comodita ci serve usare una norma sottomoltiplicativa, come apparira chiaro tra breve.
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senso che Z = PJP™! ove J = ( o 4 ) e P7t = (

M\»—&O\)—A

%1 ) Ora, per (i) si ha e/ = ( 5 691 ),

to

dunque per (vi) si ritrova e = Pe’ P71 = ( ! _11 ¢ < % ,%; ) ( coshl  simhl ) 4)
2 2

X+Y = < o e ) ¢ idempotente, dunque per (iii) vale e 1,+(e—1)(X+Y) = ( oot )

Notiamo che eX Y & diverso sia da eXe¥ = ( o ) che da e¥eX = ( o i ): cio non deve sorprendere,

in quanto X e Y non commutano (infatti XY =Y mentre Y X = 02).

Per quanto detto in precedenza, possiamo dunque affermare che

Proposizione 5.2.2. Dato un sistema lineare omogeneo a coefficienti costanti y = Ay
ove A € M,(C), la soluzione del problema di Cauchy dato da y(0) = yo ¢ eyo. In
particolare et ¢ una risolvente (pit precisamente e proprio la risolvente che pert =0
diventa lidentita), e il flusso (4.5) all’istante t ¢ dato da ®(y) = ety .

Per risolvere un sistema lineare omogeneo a coefficienti costanti risulta pertanto importante
saper calcolare I’esponenziale di una matrice. La prima osservazione ¢ la seguente:

Proposizione 5.2.3. Dati A € C e v € C", la funzione ¢(t) = eMv ¢ soluzione del si-

stema lineare omogeneo y' = Ay se e solo se \ & autovalore di A e v é un A-autovettore.
Inoltre, se A1,..., A\ sono r diversi autovalori di A con rispettivi autovettori vy,...,v,,
allora le soluzioni ¢1(t) = eMtuy, ..., p.(t) = e*tv, sono linearmente indipendents.

Dimostrazione. Posto op(t) = e v, poiché ¢’ (t) = X @(t) si ha che (t) & soluzione di y' = Ay se e solo se
XeM oy = AeMu, ovvero (semplificando per e > 0) se e solo se Av = Av. Se poi A1,...,Ar sono r diversi
autovalori di A con rispettivi autovettori v1,...,v,, allora i vettori ¢1(0) = v1,..., ¢©r(0) = v, sono
linearmente indipendenti (ricordiamo che autovettori riferiti a diversi autovalori sono sempre linearmente
indipendenti tra loro), dunque (vedi Proposizione 5.1.1(2)) le soluzioni ¢1(t),..., ¢-(t) sono linearmente
indipendenti. O

La Proposizione 5.2.3 mostra come il calcolo di una risolvente —in particolare della ma-
trice esponenziale— per il sistema ¢y = Ay sia legato alla conoscenza degli autovalori
dell’operatore rappresentato dalla matrice A, che, lo ricordiamo, sono le soluzioni A € C
dell’equazione caratteristica

T —ail —a12 —Qln
—a21 T — a22 e —a2n
det(t1, — A) =0, ovVvero det A : A A =0
—Gnl —an2 co T — Qnn

trattandosi di un’equazione polinomiale di grado n a coefficienti complessi, per il Teorema
Fondamentale dell’Algebra le soluzioni saranno n se contate con la loro molteplicith. E
importante ricordare che gli autovalori dipendono dall’operatore e non dalla particolare
matrice che lo rappresenta in una certa base: piu in concreto, se P ¢ una matrice invertibile
(un cambio di base) allora A e PAP~! rappresentano lo stesso operatore espresso in basi
differenti, e danno luogo, con I'equazione caratteristica, agli stessi risultati (ovvero, stessi
autovalori con le stesse molteplicita). In realta la sola conoscenza degli autovalori di A con
le loro molteplicita non sara in generale sufficiente per il calcolo della matrice esponenziale
!4, ma bisognerd avere maggiori informazioni per riuscire ad esprimere 'operatore in una
forma matriciale opportunamente semplificata, la migliore delle quali sarebbe la forma
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canonica di Jordan (vedi (5.8), pilu sotto). Tuttavia, poiché i calcoli necessari a questa
semplificazione diventano rapidamente laboriosi all’aumentare dell’ordine n della matrice,
conviene partire esaminando alcuni casi particolari nei quali si possono impiegare metodi
semplificati per portare a termine il calcolo.

e Se la matrice A ha n autovalori distinti A1, ..., A, € C (ovvero l'operatore A &
diagonalizzabile), sappiamo che n vettori non nulli vy, ..., v, € C" tali che v; sia
un Aj-autovettore sono linearmente indipendenti, dunque una base di C"; per la
Proposizione 5.2.3 le funzioni ¢;(t) = elit v; sono soluzioni di y' = Ay linearmente
indipendenti in C'(R,C") e pertanto generano lo spazio delle soluzioni Sy. In altre
parole, la matrice ®(¢) costruita con le colonne ¢;(t) = eX'v; per j = 1,...,n ¢ una
risolvente di 4/ = Ay; e, ricordando la Proposizione 5.1.1(2) e il fatto che et ¢ la
risolvente che per t = 0 diventa l'identita 1,, otteniamo che

e =o(t)d(0)7t .

Alternativamente, dette P la matrice le cui colonne sono i vettori vy, ..., v, € J la
matrice diagonale diag(A1, ..., A,) (una forma canonica di Jordan per A) sappiamo
che vale A = PJP~!, dunque ricordando la Proposizione-Definizione 5.2.1(i,vi)
possiamo concludere che vale anche

tA : A1t Ant —1
e = P diag(e™’, ..., e™") P,
Esempi. (1)1l sistema{ “y‘: :izfz & scritto in forma compatta come y' = Ay con A = ( P )
Gli autovalori di A sono A1 = —2 e A2 = 3, con autovettori v1 = ( f4 ) e vy = ( } ) : si ha cosi
ot : Zot ‘ -1
la risolvente ®(t) = ( N ) da cui e = ®(t) d(0)"* = ( D )( 1 ) —

1 e—2t 4 4¢3t _e—2t 4 3t
3

. . . . —2t 3ty p—1 _
et 4 g3t a2t Bt ), che si verifica direttamente essere uguale a P diag(e™=",e”") P7~ =

- —1
( f4 i ) ( ¢ 0% egt ) ( j4 } ) . Ricordiamo poi che la soluzione del problema di Cauchy con

dato ( z(0) ) = ( o ) ¢ data da ( z(t) ) = etA( b ) (2) Nel sistema { 2:22"_(3'”)9 ,

y(0) Yo y(t) =z -y
gli autovalori della matrice A = ( f _(3_*1' 7) ) sono A\1 = i e A2 = 1 — 4, con autovettori

; — . N i)ett — 4)e(1—0)t .
v = ( the ) e vz = ( 2t ): si ha cosi ®(t) = ( ¢ ”;ft)e @ F(ll)f,-)t ), da cui e =

(1 +d)et (2 —d)elt—D1 T+4d 2—i \~b _ 142 @4t (2—di)e=Dt 1 —(2—19)
eit (=it 1 1 = 5 it G(1—i)t -1 144 :

Prima di procedere con altri casi particolari, &€ opportuno precisare fin d’ora il caso caso dei
dei sistemi reali, ovvero dei y' = Ay in cui A & una matrice a coefficienti reali. In sistemi reali
tal caso la matrice esponenziale e sara ovviamente reale, cosi come sard reale la

soluzione di un problema di Cauchy con dato iniziale reale y(0) = yo € R"™ (possi-

amo anzi gia dire che tale soluzione sara, come sappiamo, y(t) = e*4y). Tuttavia

gli autovalori di A potrebbero essere complessi, con autovettori complessi, dunque

bisogna precisare come fare, alla fine dei calcoli, a rientrare nel caso reale.

Proposizione 5.2.4. Se A ¢ una matrice reale e A € C ¢ un autovalore di A con
autovettore v € C™, allora anche X é un autovalore di A della stessa molteplicita di
A, e € un suo autovettore.
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Dimostrazione. Coniugando ambo i membri di Av = Av si ottiene Av = Av. Ora, poiché A = A
vale Av = AT = AT, mentre A\v = \T: pertanto si ottiene AT = AT, ovvero anche \ & un autovalore
di A, e U & un suo autovettore. Quanto alla molteplicita, ’equazione caratteristica det(r1, —A) =0
¢ polinomiale a coefficienti reali, e dunque, se A ¢ un autovalore non reale, nella decomposizione in
fattori lineari complessi il fattore (7 — A\)™ dovra essere bilanciato dal fattore (7 — X)™, di modo che
il prodotto dei due risulti il polinomio reale (7 — (2Re )7 + |A|*)™. O

Dato un sistema 73’ = Ay con A matrice reale, da una famiglia di soluzioni del tipo
eMy ove A ¢ un autovalore reale per A con autovettore v possiamo ricavare una
famiglia equivalente di soluzioni reali come segue.

— Se lautovalore A € reale (dunque anche I'autovettore v puo essere scelto reale),
allora la soluzione e*wv ¢ gia reale, dunque va lasciata cosi com’e.

— Se invece A non ¢ reale, grazie alle Proposizioni 5.2.3 e 5.2.4 le funzioni ¢(t) =
eMv e P(t) = eMT sono soluzioni linearmente indipendenti di ¢’ = Ay
(perché X e A sono autovalori diversi), e possiamo sostituire la coppia di soluzioni
complesse {p(t), B(t)} con la coppia di soluzioni reali {Rep(t), Imp(t)} =

{<p(t);¢(t)7 @(t);f(t)}, che genera lo stesso spazio di soluzioni complesse.

Esempi. (1) II sistema { 3: = ;z—fgy corrisponde a 3y’ = Ay con A = ( ; :‘3‘ ) Gli autovalori
di Asono A= —1+2i e X\ =—1—2i, con autovettori v = ( 131. ) e v= ( 1~2H' ) , pertanto ot-
teniamo le soluzioni (gia sufficienti per costruire una risolvente) ¢(t) = e<71+2i)t( . ) e P(t) =
(—1—2i)t 2 : _ -t ) 2 _ -t (2 cos2t) + (2 sin 2t)
€ ( 1+1 > Slhaap(t)—e (COS2t+151n2t)( 1—1 ) =€ ( (cos 2t + sin 2t) + i(sin 2¢ — cos 2t) )’
pertanto ¢(t) e B(t) possono essere sostituite dalle soluzioni reali Rep(t) = eft( cosif‘f 2 )
e Imop(t) = eft( inalm2t ), con le quali si pud costruire una risolvente reale. (2) Il sis-
2 =2z —y+z . , 2 -1 1 . .
tema { 4 =z+2y+3z corrisponde a y° = Ay con A = 12 3 |. Gli autovalori di A
z=—z 0 0 —1
R ) ) 1 1
sono A =244¢, A =2—4¢ e pu = —1, con autovettori v = ( —i >, T = ( i ) e
0 0
3 . + 3! . . .
w = ( 5 ) La soluzione ¢(t) = e 'w = < et ) & gid reale; invece la soluzione comp-
—4 74€—t

) 1 2t (cost + isint) 2t cos t
lessa (p(t) = e(2+7’)t< —i ) = ( Z%(Zionstfilsost) ) ha parte reale Retp(t) = ( 62'5;); > e parte
0 0 0
e?tsint
immaginaria Im p(t) = ( —e%t cost ), due soluzioni reali che possono sostituire {p(¢), (¢)}.
0

Le considerazioni fatte in precedenza per una matrice A con n autovalori distinti
possono essere usate anche nella situazione piu generale in cui A, pur non avendo
necessariamente autovalori tutti distinti tra loro, abbia comunque n autovettori lin-
earmente indipendenti (in altre parole, quando A sia diagonalizzabile).

. . x' =8z — 3y + 62 . , 8 -3 6
Esempio. Il sistema y =6z —y+ 62 corrisponde a y' = Ay con A = 6 -1 6 |.
2/ = —6x + 3y — 4z -6 3 —4

L’equazione caratteristica det(713—A) = 0 da gli autovalori —1 (semplice) e 2 (doppio). Un autovet-

1 0 “1
tore relativo a —1 risulta v = ( 1 ), mentre w’ = ( 2 ) ew’ = 2 sono due autovettori
-1 1 2
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10 -1
indipendenti relativi a 2: ne segue che la matrice P = (v,w’,w") = ( 12 2 ) diagonal-
-1 1 2
. 1 -1 0 0 ] e”t 0 0 .
izza A, ovvero A = PJP™" con J = o 2 o |. Essendo e"’ = 0o e* o ricaviamo
0 0 2 0 0 2t
‘A T 1 3e2t — 2¢t —e?t pemt  2(e?t —e7t) X X . .
et = Pe P = 2(e2t — e~ t) et 2(e?t — et (si noti che per t = 0 si ottiene la
—9(e2t — ety &2t _ o=t _e2t gt

matrice identica). Alternativamente, una risolvente per il sistema ¢ ®(t) = (e * v, e w’, e w") =

et 0 —e?t
( emt 267t 22t ), e si ritrova e = ®(t) ®(0)"' (in effetti ®(t) = Pe'’, in particolare

et &2t 202t

®(0) = P, da cui ®(t) ®(0)~' = Pe!/ P71 = ¢!4).

e Supponiamo ora che la matrice A abbia un solo autovalore A € C di molteplicita n:
dopo quello diagonalizzabile, questo ¢ il secondo caso trattabile con relativa facilita.
Il prototipo di questa situazione ¢ quello di una matrice triangolare superiore del

tipo
A * * * 0 * * *
0 A * * 0 0 * *
0 0 A 0 0 0
A= 1 = A1,+N con N = A-)\1, = *
0 0 0 A 0 0 0 0

ove al posto di * ci possono essere numeri complessi qualsiasi. Il punto impor-
tante da osservare e che la matrice NV, che e strettamente triangolare superiore, ¢
evidentemente nilpotente(*93); in realta cid accade anche quando A non & triangolare
superiore, come mostra il ragionamento che segue.

La prima osservazione & che se A ha un solo autovalore A di molteplicita n, allora
N = A—)\1, ha solo autovalori nulli.(19%) . Ma a questo punto va ricordato che:

Proposizione 5.2.5. Una matrice é nilpotente se e solo se ha solo autovalori nulli.

Dimostrazione. Se una matrice nilpotente N € M, (C) avesse un autovalore non nullo x, detto v un
autovettore relativo a p, per ogni r € N si avrebbe N"v = pu"v # 0, il che sarebbe assurdo (appunto
perché N & nilpotente, e dunque N” = 0, per ogni r > n). Viceversa, se N € M, (C) ha tutti gli
autovalori nulli allora per la teoria di Jordan essa ¢ simile a una matrice 1" strettamente triangolare
superiore, ovvero si ha N = PTP~! per una matrice invertibile P: ma allora, poiché (come osservato
poco fa) si ha T™ = 0,,, segue che N" = (PTP~")(PTP™')-.-(PTP™')= PT"P~ ! = P0,P™ ' =

0., in altre parole N ¢ nilpotente. O
Dunque N = A — A1, é nilpotente; inoltre le matrici Al, e N commutano tra
loro(93) " dunque per la Proposizione 5.2.1(i-ii-iv) possiamo dire che

ed = A tN — Aln N A (1, +N+---+ (n—ll)! Nn—l)‘(106)

(103)Tnfatti ad ogni potenza di N i coefficienti non nulli stanno su diagonali sempre piu alte, cosi che
certamente N" = 0,,.

(10D fatti il polinomio caratteristico di A & det(71,—A) = (7—\)", pertanto quello di N & det(r1, —N) =
det((t+ N1, — A) = ((t+ A) — N\)" = 77", da cui quanto asserito.

(105>Questo ¢ chiaro, perché A\1,, & una matrice scalare e dunque commuta con ogni altra matrice.

(108) 1y particolare, se A ¢ triangolare superiore, poiché anche et = e 1, +N+---+ ﬁ N”fl) risulta
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Ai nostri scopi, finalizzati soprattutto alla risoluzione dei sistemi differenziali, pos-
siamo notare che quanto detto resta valido anche dopo aver moltiplicato le matrici
per t, dunque

etA — et)\ln+tN — et)\ln etN — et/\ (1n+tN+ ( 1)' tn an 1)
Esempi. (1) Il sistema { ;: i:;f%‘y corrisponde a 3’ Ay con A = ( ) L’unico
autovalore di A & A = —3 (di molteplicita 2), pertanto N = A — = ( 3 :i ) ¢ nilpotente
di indice < 2 (cioe N* = 0) e si ha e = e ® (1 +tN) = e *( ( 9 ) + ( oo )) =

— — z' =3 + z
( a L‘jﬁgt o (11425);?“ ) (2) 1l sistema { ' :4i+2y+z corrisponde a ¢y’ = Ay con A =

1
1 > L’unico autovalore di A ¢ XA = 2 (di molteplicita 3), pertanto N = A — 213 =
1

0
2
0
0o 1

( 0o 1 > ¢ nilpotente di indice < 3 (cioe N® = 0) e si ha e = *(1 + tN + 3t°N?) =

-1 0 -1
gt 1 0 0 t 0t o 0 o0 (1 + t)e? 0 te?

e ( o 1 o |+ a4 0t + 3¢ 0 342 ): (4t + 3t2)e?t et (t+ 3t2)52‘ .

0o 0 1 -t 0 -t o o o —te2t 0 (1 —t)e??

e Occupiamoci infine del caso generale, in cui vi siano almeno due autovalori distinti
e 'operatore non sia diagonalizzabile. Un principio da tener presente & che se un
sottospazio V' C C™ & invariante per I'operatore espresso da A (cioe se AV C V,
ovvero se Av € V per ogni v € V) allora esso resta invariante anche per 'operatore
espresso da e'4,(197) ¢ dunque la porzione della matrice esponenziale relativa a V'
puo essere calcolata restando nello spazio piu piccolo V. Diventa dunque importante
riuscire a decomporre C" in sottospazi invarianti per 'operatore, ovvero individuare
un cambio di base nel quale la matrice che lo esprime & in forma a blocchi diagonali

o

By, 0 -+ 0
0 By -+ 0
B = ) o )
0 0 - By,

ove B, ¢ una matrice quadrata di ordine a; e aj +---+ax = n, forma nella quale ¢
evidente che i k sottospazi V; = <ea1+”_+a]_ VR ea1+~~~+aj_1+aj> (perj=1,...,k)
sono invarianti per I'operatore. Particolare rilievo avrebbe il portare 'operatore in  Forma canonica

. . . N di Jordan
forma canonica di Jordan, nella quale ciascun blocco ¢ della forma
A 1 0 0
0 A 1 0
(5.8) Baj =10 0o x " o,
S
0 0 0 A

triangolare superiore con tutti e* sulla diagonale, vale

(5.7) dete® = ™.

(107 Infatti la ridotta r-esima eff) =1,+tA+ -+ % t" A" manda ancora V in se stesso, e questo vale
anche per 'operatore limite ', in quando V & chiuso.
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che e una forma triangolare superiore estremamente semplificata ed efficiente, le cui
componenti sono uno stesso A sulla diagonale, degli 1 nella diagonale appena sopra e
degli 0 altrove, situazione alla quale si puo applicare a ciascun sottospazio V; quanto
detto poco fa nel caso di un unico autovalore. I punti essenziali di un procedimento
che porta l'operatore a una forma a blocchi diagonali (ed eventualmente, con una
scelta accurata delle basi di ciascuno spazio invariante, alla stessa forma canonica
di Jordan: per maggiori dettagli rimandiamo a un testo di algebra lineare) sono i
seguenti:

— siano Aq, ..., A; gli autovalori, di molteplicita a;, ..., ag con a; +---+ap = n;

— definito V(\;) = ker (A — \j1,)% = {v € C" : (A — \;1,)%v = 0}, siha
C"=V(\) @ @ V(\), e ciascun V()\;) ¢ invariante per 'operatore A;(108)

— su ciascun sottospazio V();) Uoperatore A agisce come A;jly(y )+ INj ove Nj ¢
nilpotente, e si puo applicare quanto detto nel caso di un unico autovalore.

Ricapitolando, la strategia a partire da A diventa dunque la seguente:

— individuare una base v1,...,v, di C™ nella quale 'operatore associato ad A si
esprime in una forma matriciale favorevole B come descritto sopra (ad esempio,
meglio di tutte, nella forma canonica di Jordan);

— detta P la matrice invertibile costruita con i vettori-colonna v; (che rappresenta
dunque il cambio di base opportuno per passare da A a B) si avia A = PBP~!;

— una volta calcolata la matrice esponenziale et (compito abbordabile, come ap-
pena spiegato sopra), usando la Proposizione 5.2.1(vi) si avra et4 = Pe!B P~1,

. . z/ = —8x — 11y + 62 . , -8 —11 6
Esempio. Il sistema { 3 =5z +8y— 52 corrisponde a y* = Ay con A = 5 8 -5 |.
!’
dm—z—y—2z -1 -1 -1

L’equazione caratteristica det(713 — A) = 0 da gli autovalori —2 (doppio) e 3 (semplice). Per il sot-

) ) 9 -6 —11 6 \2 —25 —50 25
tospazio V (—2) si calcola che (A —(—2);12)° = ( 5 10 -5 > = < 25 50 —25 >, dunque
-1 -1 1 0 0 0

v 2

V(=2) = ker (A —(=2);12)? = {( va ) : v1 4 2v2 — vz = 0} & generato ad esempio da w' = < -1 >
v3 0
1 1

ew” = ( -1 ); quanto a V'(3), esso sara di dimensione 1, generato dall’autovettore v = ( —1 )
—1 0
’ " 2 1 1 . —1 1 1 0 N .

Posto allora @ = (w',w”’;v) = -1 -1 -1 | (dacui Q™" = o o -1 |), giad sappiamo

0o -1 o0 -1 -2 1

che si avrdh A = QBQ ™' con B matrice a blocchi relativi agli autospazi generalizzati, e infatti il
-3 -1 o0

conto dd B = Q 'AQ = ( 1 -1 0 ) Il blocco B_, = ( *13 :} ) ha, come gia sappiamo,
o o 3

-1

lautovalore —2 doppio: pertanto N_, = B_, — (=2)12 = ( 1

_ - tB
11 ) ¢ nilpotente, e " -2 =

21y 4t N ) = ( Gope e N B e R S N
e (12 + ‘2)_( te2t (1+t)e 2t )’COSI@ - teo (1+tge egt Sraa=

(108)y7/(\;) & detto autospazio generalizzato relativo a \;, e contiene ovviamente l'autospazio relativo a
A; (ovvero i Aj-autovettori, che sono ker (A — A;1,)). Il fatto poi che ciascun V()\;) sia invariante per
loperatore A si nota come segue: dato v € V(};), ovvero un v € C" tale che (A — A\;1,)% v = 0, poiché
gli operatori (A — \;1,)% e A commutano tra loro (infatti il primo & combinazione lineare di potenze
di A) si ha che (A — X;1,)% (Av) = A((A — X\;1,)%v) = A0 = 0, dunque anche Av € V(};).
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. . _ (2—t)e 2t — 3t (2 —t)e 2t —2e3t  (t—1)e %t 43
QBQ™! ricaviamo allora, e = Qe!Z Q7! = em2t Bt Cem2t 4 9Bt em2t _ (3t
—te 2t —te 2t (t 4 1)e™ 2t

e Alternativamente, una volta determinato V(—2), se anziché scegliere come sua base w’ e w”

seguiamo il procedimento per determinare la forma canonica di Jordan notiamo che 1’autospazio

1
riferito a —2 (ovvero ker (A — (—2);12) C V(—2)) & di dimensione 1, con autovettore v’ = | o );
1
cercando poi un u” € V(—2) tale che Au” = v + (—2)u” (ovvero (A — (—2),;12)u” = ') si
0
ottiene v’ = ( 1 ) Scegliendo allora per C* = V(—2) @ V(3) la base {u/, v”, v}, la ma-
2
. N 72 1 0 . . .
trice dell’operatore sara J = ( o -2 o |, che e in forma canonica di Jordan, e, posto P =
o o0 3
. 10 1 R 2 2 -1 . ) N .
(w,uv";v) =0 1 -1 J(dacuiP™"=| -1 -1 1 |),gidsappiamo chesiavra A= PJP™".
1 2 o0 -1 -2 1
1l blocco J_, = ( P ) ha esponenziale e'/-2 = e~ (1, +t( O )) = ( ‘foﬁ t::;;t ), cosl

—2t —2t
e te 0
et = < 0 2t 0 ): e da A= PJP™! ricaviamo e!* = Pe'’ P71, che torna come sopra.
t

Quanto detto finora riguarda la risoluzione del sistema lineare omogeneo (5.6) 3y’ = Ay.
Circa invece il sistema non omogeneo (5.5) ' = Ay + b(t), resta sempre valido il metodo
della variazione delle costanti arbitrarie (Proposizione 5.1.1(4)), che, nel caso in cui la ri-
solvente ®(t) sia proprio la matrice esponenziale ¢4, fornisce come soluzione del problema
di Cauchy (4.1) con y(t9) = yo la seguente formula:

t
o(t) = eltt)Ay, 4 / A b(r) dr .
t

0

Poiché tuttavia i conti possono risultare piuttosto faticosi, puo essere utile individuare
un metodo pratico per trovare una soluzione particolare del problema non omogeneo,
perlomeno in alcuni casi particolari. Iniziamo dalla situazione piu semplice.

Proposizione 5.2.6. Sia dato il sistema non omogeneo ' = Ay+eMv, ovev € C* & un
vettore costante. Se \ non é autovalore di A, allora il sistema ha una e una sola soluzione
del tipo eMu per un certo vettore costante uw € C" da determinare.

Dimostrazione. Imponendo che e*u sia soluzione di 3y = Ay + e wv si ottiene A e*u = A e*u + e o, da
cui (A1, — A)u = v: essendo A1, — A per ipotesi invertibile (perché A non & autovalore di A), si determina

uw= (A, — A)"lv. O

Esempi. (1) Determiniamo Uintegrale generale del sistema { , , che si puo interpretare

come y' = Ay + b1 (t) + ba(t) conA:( 1.0 ), bi(t ( ) e bt 3t< 0 ) La matrice A &

-2 1 1
12+ N con N = ( f2 8 ) nilpotente, dunque si calcola facilmente e*4 = ¢ tH(1ly +tN) = ( 728:& eot )

Poiché A1 = 2 e A2 = —3 non sono autovalori di A (che ha autovalore doppio 1), per la Proposizione 5.2.6
due soluzioni particolari per b1 (t) e b2(t) saranno rispettivamente del tipo e'u; e e 3tuy per certi vettori

costanti ui, us € (CQ, e i calcoli danno u; = ( _12 ) e Uz = ( 701 ) : pertanto l'integrale generale del sis-
4

tema datoé( o(t) ):etA( ay >+62t< . )+e—3t< 0 ),cioé { o(t) = ape”" + e o

y(t) az % y(t) = —2taj e ttaget — 2¢2
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al variare di a1, az € C. (2) (Trasformatore)*®® Un trasformatore & un apparecchio utilizzato lungo
una linea di alimentazione per variare il valore della tensione e della corrente. Nella sua struttura pit
classica esso ¢ costituito da due avvolgimenti elettrici su un comune nucleo (tipicamente un anello fer-
romagnetico), detti rispettivamente “avvolgimento primario” (per la tensione in entrata) e “secondario”
(per quella in uscita); schematicamente esso puo essere rappresentato da due circuiti RL, uno dei due (il
primario) munito un generatore di corrente alternata, accoppiati da una mutua induttanza (Figura 5.1).

E noto che le intensita di corrente z(t) e y(t) in funzione del tempo ¢ nei due circuiti obbediscono a un

5'?.'1'5?.'1? Secondary M

U '.u'-\qJ WMISHSI:Q Y

i Ma, i

Rl W i 4y

=

[ A Y Secondary 28
Primary
v ;x Pems "
o) Fegvt -1,)

e TFERSformer
Care

Figura 5.1: Un trasformatore, e sua rappresentazione schematica.

: : : Liz+ My + Rixz = Fcosvt : _
sistema lineare non omogeneo del tipo { M 4 Loy + Ray = 0 ,ove L1, La > 0e Ry, R2 > 0 sono rispet
tivamente i coefficienti di autoinduzione magnetica e le resistenze di ciascun circuito, M & il coefficiente
di mutua induzione e F' cosvt € una forza elettromotrice alternata presente nel primario. Considerazioni
fisiche(110) implicano che il determinante A = LiLo — M 2 della matrice dei coefficienti delle derivate &

> 0, dunque si puo esplicitare il sistema rispetto alle derivate ottenendo Y =AY + b(t) ove Y = (z(t)),

y(t)
A= %(*ﬂlj}éz 7%521) e b(t) = %(fﬁ&) cosvt. Poiché b(t) & la parte reale di %(f}f]@)ei”t ver-
rebbe spontaneo cercare una soluzione particolare del sistema del tipo Y (¢) = (2%3) = (‘;g)ei”t (ove

Zo,yo € C) per poi prenderne la parte reale, ma ne esiste una cosi? Il buonsenso (detto familiarmente
in questo caso “regola dell’elettrotecnico”) dice di si, perché i circuiti senza generatore (la parte omo-
genea del sistema) hanno soluzioni smorzate, cioé la matrice A deve avere autovalori con parte reale
strettamente negativa e dunque tra essi non pud esserci iv (che ha parte reale nulla); ma cid & vero
anche nel modello matematico, perché I'equazione caratteristica det(Ale — A) = A® + aX +b = 0 (con
R1L2ZR2L1 e b= %)

a = ha radici con parte reale strettamente negativa (in quanto a,b > 0)(111).

Imponen n he (%0 )e™? si luzione si ien Liivao 4 Mivyo + Riwo = F i (%) =
ponendo dunque che o )e" sia soluzione s ottiene Mivag + Lotos + Rage = 0 , da cu e

(IOQ)Esempio tratto dal testo Sistemi dinamici di Andrea Milani e Giacomo Mazzini; consultabile nel sito
http://adams.dm.unipi.it/"milani/dinsis/dinsis.html.

(110)g; tratta essenzialmente (per maggiori informazioni rimandiamo a un testo di Fisica o di Elettrotec-
nica) della positivita dell’energia magnetica immagazzinata nel trasformatore, una forma di dispersione
inevitabile nella realta (si parla di “circuiti non perfettamente accoppiati”); analogamente, il “coefficiente
di accoppiamento” k = M /+/L1 Ly deve soddisfare a |k| < 1. Il rendimento massimo si otterrebbe nel caso
del “trasformatore ideale” in cui |[M| = v/L1L2 e non c’& dispersione (si parla in questo caso di “circuiti
perfettamente accoppiati”).

(1DG; tratta in realth di due radici reali negative, perché il discriminante dell’equazione &

— 2 2 . —(R1Lo+RoLq)*: RiLy—R3L1)24+4R1 Ry M?2
(Ry Lo R2L1A)2+4R1R2M > 0 e dunque risulta Ay = (R1La+RaL1)E4/( 21A2 2L1) 1R2 <0.
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Loiv+R
. . -1 2 2 b .
Lyiv + Ry Miv F\ _ (RiRg—v2A)+iv(RoLi+RqLsy) : . i [ w0\ pivt
( i L2iy+R2) (0> = (_ 1Rz ettty (poi va presa la parte reale di o )e ).

(R1{Ry—v2A)+iv(RoL1+R1Ly)

Pit in generale rispetto alla Proposizione 5.2.6, possiamo considerare la situazione in cui
b(t) sia nella forma di un quasi-polinomio che potrebbe eventualmente contenere anche
termini “risonanti”, ovvero esponenziali dati da autovalori di A.

p1(t)

Proposizione 5.2.7. Si assuma che b(t) = ( )e/\t per un certo A € C e certi

Pn'(t)

polinomi p1(t), ..., pn(t) di grado < d. Detta m > 0 la molteplicita di X come autovalore
q1(t)

)e)‘t per
an ()

certi polinomi qi(t), ..., qn(t) di grado < d+ m da determinare (non unici se m > 1).

di A, esiste una soluzione particolare di y' = Ay + b(t) del tipo §(t) = (

Dimostrazione. Omessa. O

Va anche aggiunto che nel caso di sistema a coefficienti reali e termine b(t) reale si potrebbe
evidenziare una soluzione particolare reale: per questo rimandiamo a quanto verra detto
tra breve per le equazioni lineari scalari di ordine n a coefficienti costanti (Proposizione
5.2.10(ii)).

Esercizio. Trovare le soluzioni del sistema { @) = 2zf w1 "¢ quella con ( 2(0) ) = ( -1 )

y =z —y+t y(0) 1
Risoluzione. Gli autovalori di A = ( >4 ) sono —2 e 3, con autovettori rispettivamente ( A ) e ( 1 ):
ne ricaviamo subito che una risolvente del sistema omogeneo & ®(t) = ( _";,2; 4:§ ), e la matrice espo-
nenziale & ' = ®(t) ®(0)"" = %( f;ij’fe;i _:::22;::;& ) Per il metodo della variazione delle

costanti arbitrarie, una soluzione particolare del sistema non omogeneo ¢ del tipo ggg ) = P(t) ( 2;%3 )

! (t) _ 1/ -1 _ 1 -t 3t _geBt —1 _ — Al 2t : (t) _
con () =0 ( ) = (S T ) () = ePa )» dacul (a0) =
1—4t th . . . i(t) o cl(t) o e_gt 45‘% 1—4t ezt 7 5—12t

*%%26_“ > nerlcaVlamoche( s >—<I>(t)< ol )—( S ) 73211%25—3‘ = 6,121 .
(All’identico risultato si sarebbe arrivati cercando, come suggerito nella Proposizione 5.2.7, una soluzione

particolare del tipo ( 383 ) = ( Z:IZ )) La soluzione generale & dunque ( Egg ) = @(t)( Z; ) +

~ — 3t 5—12t
( Z(t) ) = < ape”? +daze® + ) per a1, az € C, e la condizione ( z(0) ) = ( “1+4’12+% ) =

18
7(t) —aje 2t fagedt 4 % y(0) —a1 +az — 15

( 4 ) da (a1, a2) = (-1, - 2%).

' =2y —az+ (t+1)et +2

Esercizio. Trovare l'integrale generale del sistema ,
y =3y —2x—1t

Risoluzione. L’unico autovalore di A = ( 1oz ) ¢ 1, dunque N = A — 12 = ( -2 2 ) ¢ nilpo-

2 3 —2 2
tente e si ha e’ = e’(1 + tN) = ( <1:2t226t a it;z)et ) Per il problema non omogeneo conviene
poi pensare a b(t) = bi(t) + b2(t) con bi(t) = ( _2t2 > e boft) = ( @ +01)6t ), e usare la Propo-
sizione 5.2.7. Per b1(¢) si potra trovare un’unica soluzione particolare del tipo ( zigzg ) = ( ;:22:;’; j;; ),
che imponendo sia soluzione del sistema con b1 (¢) da { 332:;zé((?;ij;iii)):(Qa(i;:tb::)c;rfﬁ , da cui
{ 82 gg: 90 72;’7:22;;51; 7”;729;:0;927 9e » OVVero (a,b,c,d, f,g) = (-2,-8,-18,~1,-6,—14), ovvero la

soluzione ( ;158 ) = ( :2:22:65?:118 ) Quanto a bz(t), bisogna notare che A = 1 & autovalore doppio per
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. 3 . . . Zo(t) \ — [ (at® +bt? + ct + d)et .
A, dunque si potra trovare una (non unica) soluzione del tipo ( pgi ) = ( (FE & ot? 4 he Dt ), che im
ponendo sia soluzione del sistema con b2(t) dovrebbe dare (a,b,c,d, f,g,h,l) = (—%, —%, c,d, —%, —1,¢c—
1,d + %(c — 1)) con ¢,d € C arbitrari: scegliendo ad esempio ¢ = 1 e d = 0 si ottiene ( 2;8 ) =

< (=3 = 5 4 t)e’ > L’integrale generale risulta cosi ( z(t) ) = etA( a1 ) +( z1(t) ) + ( 2(t) ),

(=383 —t2)et y(t) az 71 (t) 72(t)

t) = ((1 -2t 2t by (—2t% —8t—18 —143 142 4 pyet : :
ovvero { *(1) = )ar 4 2tag) el A4 (=2t )+ (=gt =3t + e’ ) variare di a1, a2 € C.
y(t) = (—2tar + (1 +2t)az)e’ + (—t° — 6t — 14) + (—3t° — t%)e
. . . . xl = 22 . . . .
Esercizio. Dato il sistema { ' =« —y—2t , determinarne una risolvente per il sistema omogeneo asso-
’
z =Y

. . . z(0) -1
ctato; trovare pot la soluzione generale, e quella con ( y(0) ) = ( 1 )

z(0) 2
. . . . . 0 O 2 . . 2
Risoluzione. Gli autovalori di A = 1 -1 o |sono 1 e —1=+17; un autovettore per 1 ¢ [ 1 | e
o 1 o0 1
N 21 . . 2et —2e¢ " tsint 2¢e "t cost .
uno per —1 41 & 2 , da cui la risolvente ®(t) = [ et 2e~t cost 2e~*sint per il
—1— et —e " t(cost —sint) —e " !(cost + sint)
. 21
sistema omogeneo associato (le ultime due colonne sono parte reale e immaginaria di e(~1+9? ( 2 ))
—1—3i
. . . . 10) ,
Una soluzione particolare del sistema non omogeneo ¢ data da gty | = ®(t)c(t) con (c'(t) =
2(t)
—2e~2t —2e~ 2t —4e2t 0 te t
—1 1 2
(p(t) b(t) = T 1ge—% cost + 3sint —4cost —2sint  2cost —4sint —2t = —3 tet(2cost + sint) s
B —3cost +sint 2cost — 4sint 4cost + 2sint 0 —tet(cost—Qsint)

. E+1e! . a(t) 2t \
che da ¢(t) = | —lef((t+1)cost+ (3t —2)sine) |, da cui risulta ( #(t) ) = d(t)c(t) = ( 0 ); in questo
Let((3t —2)cost — (t+ 1)sint) Z(t) 1

N AN . . . (t) at +b
caso era pero nettamente pitl semplice cercare una soluzione particolare della forma | g(¢) ) = ( ct+d ) ,
Z(t) ft+g
che imponendo sia soluzione del sistema completo da (a,b,c,d, f,g) = (2,0,0,0,0,1) (la stessa di prima).
. . N z=2Ae' —2Be tsint +2C et cost + 2t . .
La soluzione generale € percio { y = Aet +2Be tcost +2C e tsint al variare di A, B,C € C.
z=Ae' — Be !(cost —sint) — Ce f(cost +sint) + 1

z(0 -1
Chiedendo infine che ( yéog > = ( 1 ) si determina (4, B,C) = (£, 3, -3).
z(0) 2

Per finire, esaminiamo ’equazione lineare scalare di ordine n a coefficienti costanti
(5.9) v + o1y 4t any + ooy = B(E),

ove g, ..., Gp-1 € C e 5 I = (Ca Chev posto (217227" : 7Zn) = (y7y/’_“,y(n71))’
corrisponde al sistema del primo ordine a coefficienti costanti 2z’ = Az 4 b(t) con

0 1 0 0
0 1 0 0
A= 0 ; b(t) =
0 1 0
—ap —Qp—1 B(t)

1l polinomio
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ottenuto sostituendo formalmente la derivata j-esima yU) con la potenza 77, ¢ detto poli- Polinomio
nomio caratteristico del’equazione (5.9). caratteriatico

Proposizione 5.2.8. Vale det(71,—A) = P(7) ; in particolare, l’equazione caratteristica
per il sistema 2’ = Az + b(t) coincide con quella data dal polinomio caratteristico.

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che

det(t1, — A) = det o = P(7).
T -1
@Q e THap—a

Ragioniamo per induzione su n. Se n = 1 la matrice diventa (7 + ao), e la conclusione & vera. Nel caso
generale, sviluppando il determinante secondo la prima colonna e usando 'ipotesi induttiva si ottiene

T -1 0
7 det 0 +(=D)"a (D) = (" a1t R et +ar) +ao
T —1
a o Tdana
che & uguale a P(7), come voluto. O

Per esprimere le soluzioni dell’equazione, in questo caso ¢’¢ un metodo diretto:

Proposizione 5.2.9. Siano Aq,..., i le radici, di molteplicita aq,...,ay, dell’equazione
caratteristica P(1) =0, con aj >1 e 25:1 a; =n.

(i) Un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea associata a (5.9) é

A1t a1—1 Xt
[ e

oot et oMt g LM
(ii) Per determinare una soluzione particolare g(t) dell’equazione completa (5.9) si puo
usare il metodo della variazione delle costanti arbitrarie (Proposizione 5.1.2(4)).
Tuttavia, se il termine non omogeneo & del tipo B(t) = A(t) e con A(t) polinomio
complesso ey € C, dettam € {0,...,n} la molteplicita di ~y come soluzione dell’equa-
zione caratteristica, una soluzione particolare di (5.9) ¢ del tipo §(t) = t™ B(t)et

ove B(t) € un polinomio complesso da determinare, di grado uguale a quello di A(t).

Dimostrazione. Omessa (quella di (i) sarebbe curiosa e non molto difficile, ma piuttosto lunga e tecnica;
(ii) potrebbe essere tratta dalla Proposizione 5.2.7). O

Come per i sistemi lineari, nel caso reale si possono cercare soluzioni reali.

Proposizione 5.2.10. Si assuma che l’equazione (5.9) abbia coefficienti reali, e le soluzio-
ni di P(1) =0 siano A1, ..., A\, reali di molteplicita ay,...,ar, € 1,41, - - -, fhs, fis NON T€GLE
(con pe = & +ing) di molteplicita by, ..., bs, ove aj, by >1 e Z§:1 aj+2 ,_1br=n.

(i) Un sistema fondamentale di soluzioni reali dell’omogenea é ottenuto come segue:

A1t ar—1_ A1t .
[ 7 e ;
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e)\kt’ e tak—lekkt :
ettt cos(mt), etsin(mt), ..., 7t eStcos(mt), 17 St sin(nit) ;
ebstcos(nst), estsin(nst), ..., t7leStcos(ngt), t% L et sin(n,t) (112

(ii) Se il termine non omogeneo & una funzione reale del tipo B(t) = e“*(P(t)cosvt +
Q(t)sinvt), per certi u,v € R e polinomi reali P(t) e Q(t), detta m la molteplicita di
u-+1iv come soluzione dell’equazione caratteristica, una soluzione particolare dell’equa-
zione completa ¢ del tipo y(t) = t™e" (R(t)cosvt + S(t)sinvt) ove R e S sono
polinomi reali da determinare, di grado alpit uguale al massimo tra i gradi di P e Q).

Dimostrazione. (i) Nelle soluzioni della famiglia fondamentale della Proposizione 5.2.9(i), la coppia {¢(t) =
th et B(t) = t7 e} pud essere sostituita da {Rep(t) = t7 %" cos(net), Tmp(t) = t7 e*¢* sin(net)} per
ogni £ = 1,...,s eogni j =0,...,b, — 1. (ii) Applicando la Proposizione 5.2.9(ii) prima con (1 (t) =
P(t) e+t ¢ poi con Ba(t) = Q(t) e+ si trovano due soluzioni particolari §i(t) = t™ By (t) e+t e
Ga(t) = t™ Ba(t) e allora () = Re§1(t) +Im §2(t) & una soluzione particolare per 8(t) = Re 1 (t) +
Im B2 (t) che ha le caratteristiche descritte. O

Esercizio. Trovare l'integrale generale delle sequenti equazioni differenziali nell’incognita y(x):

(1) v +2y +5y=10z+e “cos2z; (2) y'—y —2y= 25 —22%; (8) y" +iy=2cosz 43z —e*.

Risoluzione. (1) L’equazione caratteristica 7242745 = 0 ha radici semplici —1 4 2i, dunque lo spazio delle

soluzioni dell’omogenea associata ¢ dato da y(x) = ¢™ (A cos 2x + Bsin2z) al variare di A, B € C. Una

~I

soluzione per 81 (x) = 10z sara del tipo 71 (z) = az+b, e da i +2¢1 +5§1 = 10z si ricava 2a+5azx+5b = 10z,
dacuia=2eb=—2a = —%, ovvero §i(z) = 2z — 2; una soluzione per B2(z) = e~ cos2z (si noti
che A = —1 + 2¢ & radice semplice caratteristica) sara del tipo g2(z) = ze *(acos2x + bsin2z), e da
75 4 25 + 52 = e “cos 2z si ricava (a,b) = (0,1), ovvero fa(z) = fwe “sin2z. Alternativamente,
notiamo che e~ % cos 2z = Re e**: una soluzione particolare per e*® & del tipo ¥ (z) = kz e**, e da ¢ (z) +
2¢/(z) + 5p(x) = €, si ricava k = —14; percid una soluzione per B2(z) = e * cos 2z sard nuovamente
G2(z) = Ret(z) = Re(—3ize * (cos2zx + isin2z)) = tze “sin2z. e (2) L'equazione caratteristica
72 — 7 — 2 = 0 ha radici semplici —1 e 2, dunque lo spazio delle soluzioni dell’omogenea associata &

dato da y(z) = Ae™™ + Be*® al variare di A,B € C. Per una soluzione particolare per £i(z) = 61,'—3;1,
usando il metodo della variazione delle costanti arbitrarie (Proposizione 5.1.2(4)) ce ne sara una della

2z e?® 3

con ci(r) = - [SHamde = —f%daz = —log(e® +1) e
ca(z) = f%ﬁdw = fmda: = [posto u = €”] fmmi =fEt-H+5- %_H)du =
logu+ + — 53 —log(u+1) =z + e — e > —log(e” + 1), da cui §i(x) = —log(e” +1)e™ " + (z +
e " —1e7® —log(e” + 1)) e =z e® +e” — (e 7 4 €e**)log(e” + 1) — 1. Quanto invece a Ba(z) = —227,
ci sard una soluzione particolare del tipo §2(z) = az® + bz + ¢, e imponendo che 74 — §5 — 22 = —2z° si
ottiene 2a — (2ax + b) — 2(ax® + bx + ¢) = —2x2, ovvero —2ax® — 2(a + b)z + (2a — b — 2¢) = —22?2, da cui
(a,b,¢) = (1,—1, 3), ciot §2(x) = x*—z+3. L’integrale generale & dato pertanto da y(z) = Ae *+Be* +

forma 71(z) = c1(x)e™ + ca(x) e

(1120 spazio C1 7 €5t cos(net) + Ca t? €5t sin(net) (per C1,Co € R) delle soluzioni reali dell’omogenea
generato dalle due soluzioni reali t7 €%¢* cos(net) e t7 €%¢* sin(net) (rispettivamente parte reale e immaginaria
della soluzione complessa t7 e#¢") viene spesso espresso anche come At/ eset cos(net + @), ove le costanti
A >0e ¢ € R da determinare si dicono rispettivamente ampiezza e fase.
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g1(x) +g2(z) = Ae ®+(B+z)e*™ — (e +e?*)log(e* +1)+e” +x? —x+1 al variare di 4, B € C. » (3)
L’equazione caratteristica 7> 4+ = 0 ha come radici semplici le tre radici cubiche di —i, ovvero i e @ ,

@x) e”™ al

variare di A, B, C € C; passiamo ora alla ricerca di una soluzione particolare per I’equazione non omogenea.

) V3
dunque lo spazio delle soluzioni dell’omogenea associata ¢ y(z) = Ae' + (B e +Ce™

Per 81(z) = 2cosx, notiamo che tale termine & uguale a e'* 4+ ¢™**: una soluzione per e* (notando che

"+ iy = € si trova

T

i & radice caratteristica semplice) sara del tipo kxz e, e imponendo che soddisfi y
k = —1; una soluzione per e ** sara del tipo he'”, e imponendo che soddisfi y" + iy = e ** si trova

— . 3 : _ N ~ _ 1 T i, —ix
k = —3; pertanto una soluzione particolare per fi(xz) = 2cosxz ¢ @i(x) = —zze” — 5e “. Per
1

B2(z) = 3z una soluzione particolare & del tipo g2(x) = ax + b, e imponendo che soddisfi ¥’ + iy = 3z si
trova i(ax + b) = 3x, da cui (a,b) = (—3i,0), ovvero f2(z) = —3iz. Infine, per B3(x) = —e** una soluzione

2z 2z

" iy = —e2® si trova a(8+ i)eQI = —e*,

particolare ¢ del tipo g3(z) = a e, e imponendo che soddisfi y

dacuia=—2- = -5 ovvero 3(x) = — 86_; e?”. L’integrale generale & dato pertanto da y(z) = Ae™™ +

T8+ 5
(B egm—&—Ce*?m) e i (x)+72(z)+7s(z) = (A—Ltz) e +(B egm—&—Ce*?z —i)e T —Biz— e

65
al variare di A, B,C € C.

Una delle applicazioni fondamentali delle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti
¢ nella meccanica newtoniana: in esse, tipicamente, il termine non omogeneo 3(t) rappre-
senta una sollecitazione esterna al sistema, come nel seguente classico esempio.

Figura 5.2: (a) Oscillazioni smorzate e forzate: regime transitorio (giallo), regime stazionario (blu) e loro somma
(verde). (b) Risonanza.

Oscillazioni armoniche smorzate e forzate. Un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e
costante elastica k, smorzato da un attrito viscoso di coefficiente v > 0 e soggetto a una forzante esterna
F(t) che varia col tempo, ha la dinamica data da m# = —vt — kx + F(t). Considerata ad esempio una
forzante di tipo sinusoidale F(t) = Fycos(Qt + ¢), e posto fo = Fo/m e, come di consueto, w = \/k/m e
n = v/2m, 'equazione diventa
i+ 2ni+wic = fo cos(QU 4+ ¢).

Le soluzioni sono dunque del tipo z(t) = zo(t) + Z(t) , ove zo(t) e Z(t) sono rispettivamente una soluzione
generica dell’lomogenea associata (problema senza forzante) e una soluzione del problema con la forzante.

e Le soluzioni dell’omogenea associata tendono a spegnersi a 0, in quanto la parte reale delle radici
dell’equazione caratteristica € in ogni caso < 0, e sono dette non a caso regime transitorio. Posto per

comodita o = /|n? — w?| (vale percio 0 < ¢ < max{n,w}):
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— se n > w (viscosita forte, o molla debole) si ottengono le due radici reali —n 4+ o < 0, dunque
zo(t) = ae” (17t 4 pe= (1t a,b eR;
— nel caso n = w (oscillatore perfetto) si ottiene la radice reale negativa doppia —n < 0, da cui
zo(t) = e "(a+ bt), a,beR;
— se infine n < w (viscosita scarsa, o molla forte) si ottengono le radici coniugate —n % io, da cui
zo(t) = e "(acos ot + bsinot), a,b eR,

che tende sempre a spegnersi, stavolta con delle oscillazioni sempre piu strette di pulsazione o.

e Piu significativa & la ricerca della soluzione particolare Z(t), detta regime stazionario, destinata a
diventare nel tempo il termine significativo (vedi Figura 5.2(a)). Poiché i©2 non ¢ radice dell’equazione
caratteristica, si potra cercare Z(¢) della forma L cos(Qt + 1) con ampiezza L > 0 e fase 1 da
determinare, e i calcoli danno come ampiezza L = ————J0 _ mentre la fase ¢ & caratterizzata

da cos(yp — @) = S o S sin(y) — ¢) = ————21_____ Si ottiene pertanto

/(92 —w2)2+4n2Q2 /(92 —w2)2+4n2Q2 "

Jo cos(QU + 1) :

\/(w2 _ QQ)2 + 477292

z(t) = xo(t) +

la presenza dell’attrito (stiamo assumendo 7 > 0) porta a oscillazioni di ampiezza limitata, che tende
comunque a diventare molto grande quando 7 & piccolo e le due pulsazioni Q (della forzante) e w
(quella caratteristica dell’oscillatore) sono molto vicine. In effetti, in assenza di attrito e con forzante
di pulsazione uguale a quella caratteristica dell’oscillatore si entrerebbe nel fenomeno della risonanza,
con oscillazioni di ampiezza divergente. In tal caso I’equazione da risolvere sarebbe & + w?z =
fo cos(wt + ¢) : le soluzioni dell’omogenea sono acoswt + bsinw con a,b € C, mentre una soluzione
particolare della non omogenea stavolta sara del tipo Lt cos(wt 4+ 1) con ampiezza L > 0 e fase
1 da determinare, e i calcoli danno L = g—g e Y = ¢ — 5, dunque l'integrale generale diventa

z(t) = acoswt + bsinwt + g—gt sin(wt + ¢), funzione illimitata caratterizzata da oscillazioni che
crescono di ampiezza in modo lineare col tempo (vedi Figura 5.2(b)).(**%)

A volte un opportuno cambio di variabile indipendente puo trasformare un’equazione
lineare a coefficienti non costanti in una a coefficienti costanti: ad esempio, & questo il
caso dell’equazione di Eulero, che nella funzione incognita y(z) ha la forma

(5.10) 2"yt a2y 4t aray gy =0

con «g, ..., ay,—1 € C. Dopo aver notato che se p(z) & soluzione su |0, 4+oo| allora ¢(—x)
¢ soluzione su | — 0o,0[, ci si puo ricondurre al caso # > 0; ponendo allora z = ¢
e z(t) = y(x) = y(e'), si osserva (indicando col punto le derivate rispetto a t) che

s=yel =xy poi = (xy)e =y +ry)r =2y +xy dacui 22y =%-2,
poi % = (22y" +ay) et = Qzy’ + 2%y +y +xy’)x dacui 23y” = F — 322y —
xy = % —3(2—2%2)— 2 = % — 32+ 2%, e cosi via (in generale si pud mostrare per

induzione che z¥ y*) = %(%—1) e (%—k‘—i— 1)z ). Pertanto, operando queste sostituzioni,

(113)g per questo motivo che, di solito, all’ingresso dei ponti le truppe di fanteria devono rompere il passo:
se infatti la frequenza del passo di marcia entrasse in risonanza con la frequenza caratteristica del ponte,
quest’ultimo inizierebbe a oscillare con ampiezza sempre crescente, e il rischio di crollo sarebbe reale.
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l’equazione lineare a coefficienti non costanti (5.10) per y(x) diventa un’equazione lineare a
coefficienti costanti per z(t). E, per arrivare piu rapidamente all’equazione caratteristica di
quest’ultima equazione, basta osservare che le soluzioni del tipo y(x) = 27 corrispondono
a z(t) = e, dunque basta imporre a y(z) = 27 di soddisfare 'equazione originale (5.10).
Esempi. (1) L’equazione 42%y” 4+y =0 in y(z) corrisponde a 4(3 — 2) + 2z = 0, ovvero 43 — 4% + 2 = 0,
la cui equazione caratteristica 472 — 47 +1 =0 (cui si arriva anche imponendo che y = z” sia soluzione,
ottenendo 42”°7(r — 1)z ? + 27 = 0 per ogni z > 0, ovvero 47(7 — 1) + 1 = 0) ha radice doppia —3:
pertanto z(t) = (A + Bt)ef%t, da cui y(z) = (A + Blog|z|)\/|z| per x # 0 al variare di A,B € C
con costanti indipendenti su | — 0o, 0[ e ]0,+00[. Tra queste, 'unica soluzione prolungabile a tutto R &
quella nulla (si noti che se (A, B) # (0,0) c¢’¢ prolungabilitd per continuita anche per z = 0 con valore

"' + 6y = 0, imponendo che y = 27 sia

nullo, ma senza derivabilitd). (2) Nell’equazione di Eulero z3y
soluzione si ottiene x37(7 — 1)(7 — 2)2™ % 4 62™ = 0 per ogni > 0, ovvero 7(7 — 1)(7 — 2) + 6 = 0,
che ha radici semplici —1 e 2 & v/24. Pertanto si ha z(t) = Ae™" 4 ¢* (B cos(v/2t) + C sin(v/21)), da cui
ylz) = A \71I + 22 (B cos(v/2 log |z|) + C sin(v/2 log |x|)) per x # 0 al variare di A, B,C € C, con costanti
indipendenti su | — 0o, 0] e |0, +o0[. Tra queste soluzioni, quelle con A_ = AL = 0 possono essere estese

come soluzioni (dunque come funzioni C*) su tutto R, ponendo y(0) =0 e 3'(0) = 0.

Domande e risposte

01. D. Ho alcune domande sulla Proposizione 5.1.1 delle dispense di Analisi 3.

1. Nel punto 2) del teorema, bisogna dimostrare che (i) = (i). Trovo scritto che “poiché la
funzione di valutazione vy é un isomorfismo, si ha necessariamente che le colonne devono
essere una base di So”. Non ho capito come, se i vettori pi(t), ..., on(t) sono linearmente
indipendenti (ma nel punto t, giusto?), lo sono allora ovunque.

2. Poi, per dimostrare che (i) = (iv) non basta notare che, se ®(t) é matrice risolvente, per

definizione allora le colonne @1 (t), ..., pn(t) sono linearmente indipendenti e quindi la matrice
non & singolare? A che serve mettere di nuovo in gioco la funzione di valutazione? Non é
superfluo?

3. Infine, per dimostrare che se ® é risolvente, allora lo sono anche le ® L, con L matrice,
mi chiedevo se, per caso, cio non sia dimostrabile andando a sostituire ® L nella equazione

y = At)y.

R. 1. Grazie al teorema di Cauchy-Lipschitz di esistenza e unicita globale, che si applica al caso
lineare senza problemi gia nella forma debole, per ogni dato iniziale (¢, yo) € I x C™ (ove I C R
¢ l'intervallo-dominio della matrice A(t), ovvero delle sue funzioni componenti a;;(t)) c’¢ una e
una sola soluzione di y’ = A(t)y tale che y(ty) = yo: detto con altre parole, denotato con Sy lo
spazio vettoriale delle soluzioni dell’equazione y' = A(t) y, la funzione di valutazione vy, : Sy — C"
(quella che manda una soluzione ¢(t) nel suo valore ¢(ty) in t = ¢y) € un isomorfismo qualunque
sia ty € I. Essere “isomorfismo” vuol dire identificare in tutto e per tutto gli spazi vettoriali Sy e
C" tra loro, in particolare mandare basi dell’'uno in basi dell’altro: dunque, se per un certo t € I
sappiamo che i vettori (), ..., ¢, (#) formano una base di C", poiché v; & un isomorfismo non si
puo che concludere che le funzioni ¢q, ..., ¢, devono formare una base di Sp.
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2. In generale, senza parlare ne’ pensare alle equazioni differenziali, delle funzioni ¢q,..., @, :
I — C” sono linearmente indipendenti se, dati «y,..., o, € C tali che a1 + -+ a9, =0
(ovvero, tali che o 1(t) + -+ + o - (t) = 0 per ogni t € I) allora deve essere necessariamente
a; = -+ =, = 0. Se ci pensiamo un attimo, per delle funzioni essere linearmente indipendenti
tra loro e facile, perché in realta ¢ difficile che accada il contrario: per essere linearmente dipendenti
bisogna infatti che non solo i vettori 1 (t), ..., ¢,(¢) di C" siano sempre linearmente dipendenti
tra loro (ovvero per ogni ¢ € I), ma che lo siano tramite un’unica r-upla di numeri che vada bene
per ogni t. In particolare, anche se le ¢1, ..., ¢, sono linearmente indipendenti potrebbe benissimo
accadere che esista qualche tg € I tale che i vettori i (%), ..., ¢r(to) siano linearmente dipendenti
in C". Ad esempio, le funzioni ¢1, 2, 03 : R — R? date da ¢ (t) = ( t-1 ), wa(t) = ( 3t )

—92t 3t—1
e ps3(t) = ( -1 ) sono linearmente indipendenti (imponendo che 11 + asps + azps = 0 si

t+1
o —ag =0
3 (a1 —a2)t + (a1 + 3az — ag) — 0 i 3 5 —a1 +3az —az3 =0
ottiene ( o sl e e e ) = (o ) per ogni t, il che equivale a S - A

ag —az =0
che implica a; = @y = a3 = 0), mentre ovviamente i vettori @1 (t), @2(t), ¢3(t) sono linearmente
dipendenti per ogni t (tre vettori sono sempre linearmente dipendenti in C?); anche riducendo
il numero di funzioni, naturalmente ¢; e @9 restano linearmente indipendenti ma per t = —1 si
ottengono i vettori ¢p1(—1) = ( . ) e wa(—1) = ( A >7 che sono linearmente dipendenti. e
Come messo in chiaro fin da subito, quanto detto finora lo si & detto senza parlare ne’ pensare
alle equazioni differenziali. Se invece ci si chiede se € possibile che ¢1,...,¢, : I — C” siano un
sistema fondamentale di soluzioni per un sistema lineare omogeneo y' = A(t) y, accade un fenomeno
del tutto particolare, dovuto proprio all’esistenza e unicita globale della soluzione su tutto I (o,
equivalentemente, al fatto che le funzioni di valutazione v; : Sy — C" siano degli isomorfismi
per ogni t € I): le funzioni ¢4, ..., @, non solo devono essere soluzioni del sistema e linearmente
indipendenti tra loro, ma necessariamente i vettori ¢1(t), ..., ¢, (t) di C™ devono essere sempre
(per ogni t) linearmente indipendenti. Tale &, insomma, la gravita del compito di essere non
una generica famiglia di funzioni, ma di rappresentare un sistema fondamentale di soluzioni per
un sistema lineare omogeneo. Ad esempio, le funzioni ¢ (t) = < s ) e @aft) = ( o )
dell’esempio precedente non potranno rappresentare un sistema fondamentale di soluzioni per un
sistema lineare omogeneo 3y’ = A(¢t)y definito su tutto R, perché ci sono alcuni ¢ (ad esempio,
abbiamo scoperto ¢ = —1) per i quali p1(t) e w2(t) sono linearmente dipendenti, e questo non
& permesso. Potrebbe darsi che esse lo siano, ma per un sistema definito su un intervallo I piu
piccolo che non contenga alcuno di questi valori problematici come —1. Ma quali sono questi valori
problematici che rendono 1 (t) e p2(t) linearmente dipendenti? Chiaramente essi sono tutti e soli
quelli tali che det( bl 3t ) = 0, ovvero (t + 1) = 0, ovvero, alla fine, il solo t = —1 (in

—2t 3t—1
questo caso ¢ cosi, ma in generale potrebbero essercene diversi altri). Escludendo pertanto t = —1,
possiamo concentrarci su I; =]— oo, —1[ oppure su Iy =]— 1,+o0[: se su di essi p1(t) e pa(t)
saranno un sistema fondamentale di soluzioni per un sistema lineare omogeneo, una risolvente
per tale sistema sard per I'appunto la matrice ®(¢) = ( SLoaT! ) fatta con loro. E allora
3t—1 t—3
: : 3 _ / -1 _ 1 -1 t+1)2 +r1)2 _
necessariamente, come sappiamo, sara A(t) = ®'(t) ¢(t)~t = ( P )( [ ) ) =
(t+1)2  (t+1)2
=1 2 _
< £DH? ek ) Abbiamo cosi ricostruito il sistema lineare omogeneo su I; o su Iy di cui
(t+1)2 (t+1)2
v1(t) e @o(t) saranno un sistema fondamentale di soluzioni: si tratta di y = A(t)y, ovvero
/o _t—1 _ 2
T2 T a2
e 2 z + t+43 y
YT rn? G+1)2

3. Per mostrare che se ® ¢ risolvente allora lo sono anche le ® L, con L matrice costante (natural-
mente lei ha scordato di dire che L deve essere invertibile, altrimenti le colonne di ® L non saranno
pitt linearmente indipendenti e dunque ® L non potra pill essere una risolvente) lei puo certamente
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andare a sostituire ® L nella equazione y' = A(t)y: vale infatti (PL) = ®' L = (A(t)®)L =
A(t) (® L), il che mostra per 'appunto che ® L & una risolvente. Ma se io le chiedessi di spiegarmi
perché, data una risolvente @, tutte le altre risolventi sono del tipo ® L per una certa matrice
costante invertibile L, lei come farebbe? In realta il modo piu corretto di operare & con un ragion-
amento basilare di algebra lineare, come segue. In generale, se V & uno spazio vettoriale su C di
dimensione n e v1, ..., v, € una sua base, tutte le altre basi di V si ottengono facendo combinazioni
lineari invertibili dei v;: ovvero, costruita la matrice M le cui le colonne sono i vettori v;, tutte
le altre basi di V' si trovano scegliendo una matrice costante invertibile L e prendendo le colonne
della matrice prodotto M L: questi infatti sono tutti e soli i modi per fare combinazioni lineari
invertibili delle colonne di M. Basta ora applicare questo ragionamento a V = Sy (che abbiamo
giad dimostrato in precedenza essere uno spazio vettoriale su C di dimensione n) e M = ®.
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