Analisi Matematica II — Test, esercizi e prove d’esame (dal 2004/05 al 2008/09)

’ Prima prova parziale (16/05/2007) ‘

1. Sia fo(z) = 272(2% + 1)*T2.

(a) Dire per quali a € R converge 'integrale f0+°° fa(x) dz, e calcolarlo per o« = —2.

2
(b) Studiare(?®) ’andamento della funzione integrale F(z) = /x fo(t) dt.
z—1

2. (a) Determinare tutte le soluzioni y(z) dell’equazione differenziale 4y” + 4y’ + 17y =
5e” — 1 il cui grafico passa per lorigine.

(b) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni di zy’ — 2y = x%e® sull'intervallo
|0, +00[. Determinare poi, al variare di a € R, i limiti in 0" e in +oco della soluzione
con y(1) = a.

3. Nel piano cartesiano siano A il ramo di iperbole xy 4+ v/3 = 0 nel secondo quadrante, e
B il segmento chiuso che congiunge i punti (1,—-1) e (2,2).

(a) Disegnare A e B, trovarne le parametrizzazioni come curve-grafico x = z(y) e usarle
per calcolare la tangente a A in (—/3,1) e la lunghezza di B.

(b) Parametrizzare poi A e B con la coordinata polare(3%) §, scrivere i cambi di parametro

e ricalcolare la tangente a A in (—+/3,1). Supponendo infine che B abbia densita
lineare di massa data da &(z,y) = do + py?, calcolarne il baricentro.

2v+y+1

4. Si consideri la funzi le f(z,y) = 5 —5—
i consideri la funzione reale f(z,y) 2y 1

(a) Disegnare il dominio di f, gli zeri ed il segno; calcolarne poi i limiti notevoli nei punti
d’accumulazione del dominio (in particolare, mostrare che lim, y)— o, f(z,y) = 0).
(b) Disegnare K = {(z,y) € R?: (z —3)>+ (y+1)> =1, z +y > 2}, e spiegare perché
f(z,y) ammette estremi assoluti su K. Usando che lim ;) — o0, f(z,y) =0, si puo
mostrare che f ammette estremi assoluti anche su S = {(x,y) € R? : y > 2}: come?

(29))imitarsi a studiare dominio, zeri, segno, limiti notevoli e crescenza.
(89 dall’equazione cartesiana f(x,y) = 0 della curva ricavare p = p(#) sostituendo = = pcosd e y = psinb;
quindi...
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Soluzioni.

1. (a) L’integrabilita di fuo(z) = 27 (2% + 1)‘“'% va controllata in 0% e in +oo. In 0% si ha fa(x) ~og+ 7%,
dunque la condizione & —a > —1, ovvero a < 1; in 400 si ha invece fo () ~4oo mf"(m‘q’)a*% = z%F3 dunque la

condizione & 2+ % < —1, ovvero a < —g. Pertanto 'integrale generalizzato f0+°° fo(z) dx converge per a < —%.

In particolare, se o = —2 si ricava f0+°° (x4 1)7% dr = (1 % doo — (73 23+1]ar°° =(0) — (7%) - %
2 xT

(b) La funzione integranda fo(t) = v/t + 1 & definita per ¢ > —1, dunque le condizioni che danno il dominio di
F(z) = f2/z fo(t)dt sonox—1 > —1, 2 > —1 e, ovviamente, z # 0: se ne ricava che il dominio di F(z) & ]0, +ool.
Poiché fo(t) > 0, si avra F(x) > 0 se e solo se z — 1 < 2, ovvero se e solo se (nel dominio) 0 < z < 2: in altre
parole, F' ¢ posmva per 0 < z < 2, si annulla in £ = 2 ed € negativa per x> 2. Peri 11m1t1 notevoh notando
che fo(t) ~4oo 2 si ha lim, o+ F(x f+°° Jo(t) = +o0 e limp— 4o F f+ fo(t) = < fo(t) = —c0.

Infine, si ha F'(z) = fo(2)(2) — fo(:c -1z -1 =-%,/%+1-+/(z—1)3+1, chiaramente sempre < 0:

dunque F'(x) & strettamente decrescente nel suo dominio ]0, —|—oo[

2. (a) L’equazione differenziale 4y” + 4y’ + 17y = 5¢® — 1 ¢ lineare del secondo ordine, a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica 4t> + 4t 4+ 17 = 0 ha radici —% =+ 24, dunque le soluzioni reali dell’omogenea associata
sono So = {e"3(Acos2z + Bsin2z) : A,B € R}. Una soluzione particolare 7 (z) per b (z) = 5e® & del tipo
71(x) = ae® con a € R da determinare: imponendo che 431 + 4¢] + 1741 = 5€” si ricava 25ae” = 5e*, da cui
%; una soluzione particolare per ba(z) = —1 & evidentemente la costante g2(x) = 71—17,
particolare per b(z) = bi(x) 4 ba(z) ¢ §(x) = §1(z) + J2(x) = £e” — . Pertanto lintegrale generale diventa
S = {y( ) = e~ % (Acos2z+ Bsin 2z)++e”— 1 + A, B € R}. Chiedendo che y(0) = 0 si ottiene A++— 1= =0, cioe
A = —22: percid le soluzioni richieste sono tutte quelle della forma {e~ 2 (— 12 cos 22+ Bsin 2z)+te”— & : B € R}.
2

a = cosi una soluzione

(b) L’equazione zy’ —2y = x’e” & lineare del primo ordine, e su |0, +00o[ & equivalente a 3’ + (,%)y = ze”, gia in

forma y' + p(z)y = q(z). Partiamo comunque dall’analisi a priori della crescenza: da y' = M si ricava (visto

che z > 0) che le soluzioni crescono sopra il grafico della funzione y = —*332695 e decrescono sotto RlsolVlamo ora
Pequazione. Una primitiva P(z) di p(z) = —2 & P(z) = —2logz = log %, ma [e”®q(z)dz = [ < dx non ha

una primitiva elementare: usando allora la forma integrale, si ottiene yo(z) = efp(”) (f e P@g(x)dz +ae’ M) =

([ g < dt + ). Ilim, o+ Yo (f:) ¢ in forma indeterminata 0-oco (poiché & < ~o+ 7 siha et =— 01 % = —0),
ma de 'Hépital da lim, o+ h@% = lim, o+ _2713 = lim, o+ (—32°%€ ) . Poiché poi lim— yoo & G
400 si ha f+°° et dt = +o0, e dunque lim,_,y+ ya(x) = +oo. Ricapitolando: qualunque sia il dato iniziale

y(1) = a, la soluzione y, () tende a 0~ per x — 01, e a +o00 per x — +oo.

3. (a) (Vedi Figura 1) Dalle equazioni cartesiane 2y 4+ v/3 = 0 (per A) e 3z —y — 4 = 0 (per B) si ricavano le

parametrizzazioni richieste, che sono risp. 7, :]0, +oo[— R? data da v, (y) = (7?7 y) ey : [—1,2] — R? data da

75 (y) = (3(y +4),y). Essendo v, (y) = (y—@, 1), un vettore tangente a A in (—v/3,1) & v/, (1) = (V/3,1), dunque

una forma parametrica della tangente cercata & {(z,y) = (—v/3,1) + A(v/3,1) : A € R}; sostituendo A =y — 1 in
T = —/3 + A3 si ricava la forma cartesiana x — y\[ +2v/3 =0. Quanto a B, derivando si ha ’yB( ) = (37 1),

dacui ||y, ()| =4/5 +1= L pertanto la lunghezza & f s @)l dy = g f71 dy = /10, come ben noto.

™

(b) Per A, da 2y++/3 = 0 si ricava p? sin @ cos 04++/3 = 0, da cui p(8) = 1/ — ﬁ con 3 < 6 < ; per B, da 3z —
—4 = O siricava 3pcosf—psinf—4 = 0, da cui p(f) = m con — Z < 6 < Z. Pertanto le parametrizzazioni

Y
cercate sono ;?A :]§7 7T[—> RQ data da ;?A \/ sm@cos@ cos 9 \/ schosG sm@ vV COtg v tg )

ey : [-3,5] — R? data da 5 (y) = ( 4“’59 dsinf . § cambi di parametro sono a, :|5,w[—]0,+oo[

3cos @—sin @’ 3 cos f—sin 6

dato day = a,(0) = V3y/—tg0, e ay : [-T, %] - dato da y = a4 () = z—25nf

3cosf—sinf "
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~ T g s
Essendo (—v/3,1) =7, (3F), da 7/, (0) = %(—Sirﬂ 5 icotge, == 91 7@9) si trova il vettore tangente 7/, (5) =
2(— ,—g) = —%(f, 1), che & parallelo a v/, (1) = (v/3,1) e dunque da luogo alla stessa retta di prima.
Infine, per calcolare il baricentro di B conviene tornare alla parametrizzazione iniziale. Posto doy := ||v,(y)|| dy =
@ dy, la massa totale & mB = f2 5y day = F f_ (80 + py*) dy = @(5094’#%]2—1 = /10(60 + 1), pertanto
. . . 2
il baricentro ¢ (z4,ys) = f 5y day,fﬂé y)ydo, = f(éoﬂt) (f (5o—|—uy )é(y+4)@ dy,f71(50+

uyz)y@ dy) = (%, %). Il risultato & sensato: si noti infatti che il baricentro ¢ un punto di B (infatti
1

3z —ys —4=0 e —1 <y, <2) ed inoltre, nel caso omogeneo (1 = 0), esso ne diventa il punto medio (2, 3).
e Complemento: la matrice d’inerzia di B. (Vedi Figura 2) Immaginiamo B nello spazio tridimensionale R?z y,z) come un corpo

Ipo Iy Iz

rigido contenuto nel piano orizzontale z = 0, e calcoliamone la matrice d’inerzia IB = Iy Iyy Iy rispetto al sistema degli assi
Iz Iyz  I:z

coordinati: si intende che I, = fEl 6(y)y2 doy & il momento d’inerzia rispetto all’asse @, Iyy = ffl 6(y)an(y)2 doy quello rispetto all’asse

Yy, I.. = le 5(y)(m(y)2 + yz)da'y = Igzz + Iyy quello rispetto all’asse z e, ad esempio, Igy = — fﬁl 3(y)x(y) ydoy & il momento misto
rispetto ad = e y. I evidente che il sistema cartesiano prescelto non & principale rispetto al corpo B, dunque I5 non sara diagonale: cosl,
essendo Iy, = Iy, = 0 (perché B giace sul piano z = 0), ci aspettiamo che Iy, # 0. Un paziente calcolo con §(y) = dg + ,uy2 da in
effetti Ipe = V/10(8g + %p‘), Iyy = @(760 + %p), Ioz = Ing + Iyy = @(1060 +16p) e Igy = —/10(89 + %u) Tra le varie cose
per cui ¢ importante (ad esempio lo studio della dinamica del corpo rigido), la matrice d’inerzia permette anche il calcolo immediato dei
momenti d’inerzia rispetto ad una qualunque retta passante per l'origine (dunque, in combinazione col Teorema di Huygens-Steiner, rispetto

ad una qualunque retta di RS): se v & un vettore non nullo di Rg, il momento d’inerzia di B rispetto alla retta parallela a v e passante per

Dorigine & dato da I, = W(Et Ig ) (ove v' & il vettore trasposto). Ad esempio, se v = (1,3,0) (un vettore orizzontale parallelo a B) si
- v
( 1 3 0 ) V10(do + 4 N) - (50 + 12”) 0 1
ottiene I, = 11—0 —V/10(8g + L ,u,) 3= 10 (754 4 47 ) 0 3 = %\/ 10(6p + p), che & la massa
0 0 V10 (1080 + 164) Y

™y moltiplicata per il quadrato della distanza di B dalla retta: risultato ovvio, visto che tutti i punti di B hanno la stessa distanza dalla
retta.

4. (Vedi Figura 3) Il dominio di f(z,y) = % ¢ dato dalla condizione z? + y?> — 1 # 0, che esclude i

punti della circonferenza unitaria 2> + y> = 1. Vale f(z,y) = 0 sui punti della retta 2z + y + 1 = 0, cioe
y = —2z — 1; il numeratore ¢ > 0 sopra la retta, il denominatore ¢ > 0 fuori della circonferenza, pertanto
vale f(z,y) > 0 fuori dalla circonferenza e sopra la retta oppure dentro la circonferenza e sotto la retta (si
noti che retta e circonferenza si intersecano nei punti (0,—1) e (—3,2)). I limiti notevoli di f(z,y) sono nei
punti della circonferenza e in coz2. Se (zo,y0) & un punto della circonferenza diverso da (0,—1) e (—1,2), al-
lora per la permanenza del segno il numeratore 2z + y + 1 & # 0 in tutto un intorno di (xo,yo), pertanto
1M () — (20,50) (2, ¥) = £00 (a seconda del lato da cui vi si tende). Nei due punti (0,—1) e (—%, 2) invece il
limite non esiste: infatti, tendendo ad essi lungo la retta 22 +y + 1 =0 (su cui f si annulla) il limite sarebbe 0,
ma al loro intorno vi sono punti in cui |f(z, y)| ¢ arbitrariamente grande (ad esempio, tendendo a (0, —1) lungo

la retta y = —1 si ottiene f(x,—1) = 2§ = 2, dunque il limite & +00). Infine, passando in coordinate polari si
ha |f(x,y)| = |f(pcosf, psin )| = W‘ < ‘?fi ng?{ = “ﬁl‘, e quest’ultima tende a 0 quando

p — +oo: pertanto lim g, ) — oo, f(@,y) =

(b) Tl sottoinsieme K = {(z,y) € R* : (x —3)2 + (y+ 1)> = 1,z +y > 2} & la semicirconferenza chiusa di
raggio 1 centrata in (3,—1) che sta sopra la retta y = —z + 2. Si tratta di un insieme compatto (¢ chiuso
perché definito da uguaglianze/disuguaglianze di funzioni continue, ed & limitato perché contenuto nella palla di
centro (0,0) e raggio 6) tutto dentro il dominio di f, sul quale f & continua: pertanto basta applicare il Teorema
di Weierstrass. Invece il semipiano S = {(z,y) € R? :y > 2}, anch’esso tutto contenuto nel dominio di f,
non & compatto (& chiuso ma illimitato), pertanto non si pud invocare direttamente Weierstrass come per K;
tuttavia in questo caso, essendo lim(, ,)— oo, f(2,y) = 0, si riesce a mostrare comunque che f ammette estremi
assoluti anche su S, in questo modo. Notiamo che A(0,2) e B(—2,2) sono punti di S tali che f(A) =1>0¢e
f(B) = —1 < 0; inoltre, per definizione di limite, esiste N > 0 tale che |f(z,y)| < % se ||(z,y)|| > N. Ora, il
compatto Sy = {(z,y) € S : ||(z,y)|| < N} (intersezione tra S e la palla chiusa di centro (0,0) e raggio N) ¢ non
vuoto perché contiene A e B, dunque su esso f assume estremi assoluti per Weierstrass (il minimo sara < —1
e il massimo > 1): ma poiché fuori da Sy la funzione & compresa tra —5 8, tali estremi sono estremi assolutl
anche su tutto S. (Per il momento, sappiamo solo dimostrare che gli estreml assoluti di f(z,y) esistono finiti
restringendo il dominio a K o a S; nel proseguo del corso sapremo calcolare anche quanto valgono tali estremi, e
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in quali punti di K e S vengono raggiunti.)

3. Dominio, zeri, segno di f(«z,y) e insieme K dell’esercizio 4.

1. Le curve A e B dell’esercizio 3. 2. Le curve A e B dell’esercizio 3 viste in R3.
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’Prova scritta - Seconda prova parziale (22/06/2007) ‘

1. [S] Dire per quali o convergono gli integrali

calcolandoli poi per o = 2 (per uno dei due sara utile sapere che

400 ,.—« t o 1 1 a—1
@/0 de, (ﬁ>/0 Hog ™™

x + 1)04—2 r2 ¢

+0oo  du _7r\/§)

—oo ul+1 T 2

2. [S] Trovare tutte le soluzioni reali y(z) delle equazioni differenziali (i) (x + 1)%2y =
(x—1)y?, (i) y"+3y=322+2—4e* che hanno un minimo locale per x = 0.

3. [S' P] Sia g(.’L’,y,Z) = (g1(:C,y,Z) ) 92(x7y7z)) = (10g(2+1—(£y) —$+2y2’ ) $y2+1)

(a)

(f)

Trovare dominio, segno, limiti di h(z,y) := ¢1(z,y,0), disegnando i risultati sul
piano.

Dire quali curve di livello di h sono regolari; detta poi X’ quella passante per A’(1,0),
calcolare (possibilmente in due modi) la retta affine tangente a X’ in A’.

Calcolare gli estremi (locali, globali) di A nel suo dominio, e sul rombo pieno |z|+|y| <
1.

Dal sistema g¢g(z,y,2) = (1,y — x) si vorrebbero esplicitare (z(y), z(y)) all’intorno
della soluzione (—1,0,0). Mostrare che cid ¢ possibile, e calcolarne gli sviluppi al
primo ordine.

Mostrare che la superficie di livello X di g; passante per A(1,0,0) & regolare in A, e
calcolare (possibilmente in due modi) il piano affine tangente a X in A. Ricordando
(b), notare che...

Data v = {(z,y,2) :y=1,2=1,2 <2} CR? calcolare s = g(r) C R? e mostrare
che s ¢ diffeomorfa a r.

4. [P] Sia C C R3 il cono (pieno, chiuso) di vertice V(0,1,3) e base il disco orizzontale di
raggio 1 centrato in (0,1,0), e sia S la superficie laterale di C' (senza V e senza i punti
della base).

(a)

S e varieta? Di che classe e dimensione? Dopo averla parametrizzata, trovare lo
spazio affine tangente a S nel suo punto A(0, %, 2). Esprimere poi S in forma carte-
siana tramite un’equazione polinomiale p(x,y, z) = 0, e ricalcolare il medesimo spazio
tangente affine.

Sia ¢ la spirale conica che, partendo da V, si arrotoli uniformemente su S in senso
antiorario raggiungendo il punto B(%, 1,2) dopo due giri completi attorno all’asse.
Parametrizzare ¢, e calcolare la derivata totale di f(z,y,z) = 22> — z lungo /.

Sia X = {(x,y,2) € C: 3y + 2z —3 = 0}. Descrivere X, dimostrare che & compatto, e
calcolare i suoi punti a distanza minima e massima dall’origine.
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Soluzioni.

—a

1. (i) L’integrabilita di fo(z) = %ﬁfﬁ;‘” va controllata in 0% e in 400, e la presenza di arctg(z®) suggerisce

di distinguere lo studio a seconda del segno di a. Se o = 0 si ha fo(z) = (22:;3112 = T(z + 1)%, che non &
integrabile a +00. Se a > 0, si ha fo(z) ~o 27%2% = 1 (0k) e fa(z) ~ioo Xa_—fz = x?72% integrabile per
2 —2a < —1, ovvero o > % Infine, se o < 0 si ha fo(z) ~§ ™, integrabile per —a > —1, cioe a < 1 (0k), e
fa(z) ~ioo z;;_z: = 2?7, integrabile per 2—a < —1, ovvero a > 3 (no). Ricapitolando, l'integrale converge per
a > 2. Quando a = 2, integrando per parti si ha f0+°° %2(3”2) de = (—Larctg(z?)]{> — 0+°°( )z4+1 dr =
0) = () +2 [ g de = T2 2 = =2

(ii) L’integrabilita di fo(z) = % va controllata in 0% e in 17. Essendo fo(z) ~g+ :c(’_%|log:c|o‘_1, e
ricordando che m”\log:ﬂ‘; & integg;;bile in 07 per ogni ¥ > —1 e per vy = —1 ¢ § < —1, si ha la condizione

a—32>—1,ciota> 3, mentresea =3 sihaa—1=3 £ —1. Sihapoi fo(z) ~;- [logz|* ™' ~ - (1-2)*"", da
cui la condizione a—1 > —1, cioe a > 0. Ricapitolando, I'integrale converge per o > % Quando a = 2, integrando

per parti si ha [ P22l do = — [F 192 4o = (—2/Flogalb+ [) 2v/aL de = —(0)+(0)+2 [§ o= dz = (4/z) = 4.

2. (i) L’equazione (z + 1)®y’ = (z — 1)y® & del primo ordine a variabili separabili. Considerata la soluzione

costante y = 0, separando le variabili quando = ;é -1 (anzi visto il quesito, possiamo gia pensare x > —1) si ottiene
’

¥ = ﬁ, postot =xz+1 >0, si haallora — % = [ -2 (HUQ dr = f =2 gy logt+%+k = IOg($+1)+m+k =
(rH)log(”Z_lerk(xHHZ, da cui y = (z+1)log(zj-~1_)1+k(z+1)+2 con k € R. Essendo y(0) = —le_Q, dall’equazione si

ricava (0 4 1)%y'(0) = (0 — 1)y(0)?, ovvero y'(0) = —m, che non si annulla mai. Pertanto 'unica soluzione

con un minimo locale (ovviamente non stretto) in z = 0 & quella nulla y = 0.

(ii) L’equazione differenziale ¢” + 3y = 32% + 2 — 4e® & lineare del secondo ordine, a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica t> + 3 = 0 ha radici £1/34, dunque le soluzioni reali dell’omogenea associata sono
So = {Acos(v32z) + Bsin(v/31x)) : A,B € R}. Una soluzione particolare §i(z) per bi(x) = 3z 4 2 & del tipo
§1(x) = az® +br+c con a,b,c € R da determinare: imponendo che §{ 4 31 = 32 + 2 si ricava 3ax? + 3bx + (3¢ +
2a) = 322 +2,dacuia =1eb=c=0, ovvero §i(z) = x*; una soluzione particolare per bz(z) = —4¢® ha la forma
j2(x) = de” con d € R da determinare: imponendo che g5 + 37> = —4e” si ricava 4de” = —4e®, da cui d = —1,
ovvero fa(x) = —e®. Pertanto l'integrale generale diventa S = {y(x) = Acos(v/3x) + Bsin(v3x)) + 22 — €”

A,B € R}. Una condizione necessaria per avere un minimo in z = 0 ¢ che y'(0) = 0 e y”(0) > 0: essendo
y = \[(Bcos(\f ) — Asin(v3x)) + 2z — e® e y’ = —3(Acos(v3x) + Bsin(v/3x)) + 2 — €%, cid equivale a

B = 73 e A < i. Se inoltre y”(0) > 0 (cioe se A < 1), tale condizione & anche sufficiente; il caso particolare

(A,B) = (f —) va trattato a parte, ma in tal caso vale y"’(0) # 0, dunque si ha solo un flesso orizzontale.

~

Ricapitolando, le soluzioni con un minimo locale in x = 0 sono A cos(v/3 ) + % sin(v3z) + 2> — e” con A < 1.

3. (a) (Figura 1) Il dominio di h(z,y) := g1(x,y,0) = log(1l — zy) — = & dato da zy < 1, ovvero la parte di piano
compresa tra i rami dell’iperbole equilatera zy = 1. Vale h(z,y) = 0 per log(1 —zy) = z, che nel dominio equiyale
al—xy=e", ovvero xy = 1 —e”: cid & vero per x = 0 (asse y), mentre per x # 0 si trova il grafico y = 1

facile rappresentazione. Quanto al segno, si ha h(z,y) > 0 per zy < 1 — €%, che per 2 0 equivale a y < 1= 1
limiti notevoli di A (che nel suo dominio ¢ ovviamente di classe C°*°) sono nei punti dell iperbole zy =1 e a 002!
tendendo nel dominio ad un punto (xo, -+ = ) dell’iperbole, la funzione h tende evidentemente a —oo; quanto a 0oz,
poiché la funzione & nulla sull’asse y e dlverge a —oo avvicinandosi all’iperbole xy = 1, il limite non esiste.

(b) (Figura 1) Si ha Vh = (- — 1, — 1), pertanto dal sistema Vh = (0, 0) si ottiene il solo punto singolare
(0,—1), che appartiene alla curva di livello h(x,y) = 0. Tutte le altre curve h(x,y) = « con o # 0 sono regolari, ed
in particolare lo & X’ che passa che A’(1,0), ovvero h(z,y) = —1: la retta affine tangente a X’ in A’ ha equazione
cartesiana VA(1,0) - (x — 1,y — 0) = 0, ovvero (—=1,—1) - (z — 1,y) = 0, che da y = 1 — z. Alternativamente, visto

che da h(x,y) = —1 si pud esplicitare ad esempio 2 = z(y) con z(0) = 1 e 2/(0) = — =+ = —1, si trova la stessa

1
retta dalla forma grafico z — z(0) = 2’ (0)(y — 0).
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(¢) (Figura 1) 11 dominio di h ¢ aperto, dunque possiamo usare i metodi consueti per trovare eventuali estremi
locali (non ve ne saranno di globali, perché h diverge a —oo avvicinandosi all’iperbole zy = 1 e a 400 ad

esempio lungo il semiasse delle ascisse con x < 0): si & visto che I'unico punto stazionario & (0,—1), ma in
2
Y

-~ 1
esso 'Hessiano Hp(z,y) = (-=v)? (—p»? | diventa Hp(0,—1) = < R ), che ¢ indefinito (si tratta

1—xzy)?2 1—xzy)2
dunque di una sella). Sul romb(o piye)no |mi + |yy)| < 1, che & compatto, invece h assumera di certo estremi globali
in base a Weierstrass. Per la ricerca, conviene decomporre il rombo nell’aperto suoi punti interni (aperto, 2-
varietd), nei suoi quattro lati senza estremi (quattro 1-varietd) e nei suoi quattro vertici (0-varietd). All’interno,
come visto poco fa, non succede nulla. I quattro lati senza estremi si parametrizzano facilmente: ad esempio,
quello in alto a destra & dato da y(z,1 — z) con 0 < z < 1, dunque si tratta di studiare H :]0,1[— R data da
H(zx) := h(x,1 — z) = log(z® —x 4+ 1) — x su ]0,1[, che a conti fatti risulta sempre decrescente, e cose simili si
trovano sugli altri tre lati. Dunque nulla da fare nemmeno sui lati. Restano solo i vertici: essendo h(0,F1) =0e
R(F1,0) = £1, il massimo assoluto di k sul rombo & 1 (in (—1,0)) e il minimo assoluto & —1 (in A’(1,0)).

(@) Lo jacobiano di (91 (z,y.2)~ Lga(w.9.2) —y+2) = (0,0) & ( “FiFE 7} TFEm T T ) che

—1 1 1
1 -1 0

esplicitare (x(y), z(y)) grazie al teorema del Dini, con ( :Egg ) = ( o ) e ( z;gg; ) = —( ol >7l< 4 ) =

( o0 )( 4 ) = ( . ), da cui gli sviluppi richiesti z(y) = -1+ y+o00(y) e 2(y) = 0o(y).

() Da Vg1 = (- £ — 1, — 0 + 22, Z+11_zy + 2y). siricava Vgi1(1,0,0) = (—1,—1,1) # (0,0,0), dunque
la superficie di livello X di g1 passante per A(1,0,0) (che & data da gi(z,y,2) = g(A) = —1, ovvero log(z + 1 —
x2y) —x + 2yz + 1 = 0) ¢& effettivamente regolare in A. Il piano tangente affine a X in A ha equazione cartesiana
V¢1(1,0,0)- (x— 1,y — 0,2 —0) = 0, ovvero  +y — z — 1 = 0; analogamente, esplicitando ad esempio z(z,y) con
#(1,0) = 0 e Vz(1,0) = (22(1,0), g—Z(l,O)) = —1(=1,-1) = (1,1) si si trova lo stesso piano dalla forma grafico
z—2(1,0) = 22(1,0) (z — 1) + g—Z(l,O) (y — 0). Riguardo a (b), l'osservazione ¢ ovvia: si noti che (b) & niente
altro che il problema (e) nell’intersezione col piano (z,y), dunque X’ = X N{z = 0} e idem per la retta tangente
affine a X’ in A’ (& I'intersezione tra il piano z = 0 e il piano affine tangente a X in A).

calcolato nella soluzione (—1,0,0) diventa ( ): poiché il minore relativo a (x, z) & nonsingolare, si puo

(f) L’insieme r = {(2,,2) : y = 1, z = 1, < 2} & la semiretta aperta di R® uscente all’indietro dal punto (2,1, 1)
e parallela all’asse 2: calcoliamone I'immagine s = g(r) in R? munito di coordinate (u,v). Da (u,v) = g(z,1,1),
ovvero il sistema formato da v =log(2 —z) —z+2ev =2+ 1 (con z < 2), eliminando il parametro z = v — 1
si ottiene la forma grafico u = ¢(v) = log(3 —v) + 3 — v (con v < 3), che mostra direttamente che s ¢ una
curva piana regolare. Il diffeomorfismo & chiaramente g| : r = s, con inversa ¢ = (g|r)71 :s = r data da
o(éd(v),v) = (v —1,1,1) (basta ricordare che z = v — 1).

4. (a) (Figura 2) Il disco orizzontale senza bordo di raggio 1 centrato in (0,1,0) & 'aperto D = {(z,y,0) :

z? + (y — 1)> = 1} (identificato ad un aperto del piano cartesiano), e S & parametrizzata globalmente dal “disco

bucato” D* := D\ {(0,1,0)} pure esso aperto: essendo z = z(x,y) = 3(1 — /22 + (y — 1)?) (come si verifica

senza troppa difficoltd), la parametrizzazione ¢ quella del grafico di z(x,y), ovvero v : D* — S C R® data da

Y(z,y) = (z,y,3(1 — /22 4+ (y — 1)2)). Poiché la funzione z(x,y) & C* al di fuori di (0, 1), otteniamo che S & una
1

0
superficie ¢ di R%.(®Y) Sj ha A,y = | ?,w B 3(?1/_1) , da cui, essendo A(0, %, 2) = (0, %), si
Vo2t w-D2 a2 t-1)2
10
ottiene dfy(o,%) = ( 8 _13 ) : pertanto lo spazio tangente affine a S in A ¢ dato da {(z,y, 2) = (0, 3,2)+A(1,0,0)+

1(0,1,=3) : A\, u € R}, ed eliminando i parametri A =z e p =y — % in z = 2 — 3 si ottiene I'’equazione cartesiana

3y + z — 6 = 0 (come prevedibile, si tratta di un piano parallelo all’asse x). Alternativamente, si pud usare per S
la parametrizzazione (non globale, ma comprendente il punto A, ed & cid che interessa) ricavata dalle coordinate
cilindriche traslate di 1 nella direzione y (dunque, dette (r,%) queste coordinate, si ha (z,y) = (r cos?, 1+rsind)):
essendo z = 3(1 — r), stavolta sard 4 :]0,1[x | — m,7[— S C R® con (r,9) = (rcos®d, 1+ rsin®,3(1 — 1)), e si

(31 Non farsi ingannare dal vertice V: in questo caso V non sta in S. Se V fosse compreso in S, S sarebbe sempre
sempre una superficie, ma solo di classe C° in V/ (punto angoloso).
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1 7y (32) _ Cf)sﬂ —7rsind . . _ 0 7% .
noti che A = 5(3,%). Da d7, , = singreosy | si ottiene d’y(%%) =Ly 9 e si trova lo stesso
piano affine tangente di prima. Infine dall’espressione z = 3(1 — /22 + (y — 1)?), spostando i termini ed elevando

al quadrato (ma ricordando che 0 < z < 3) si ricava 9(2% + (y — 1)?) = (3 — 2)?, ovvero la desiderata equazione
polinomiale p(z,y, z) = 92%+9y? — 22 —18y+62z = 0, con la quale si ritrova il piano affine tangente in A calcolando
vp( 733 ) (m707y7%a’272) =0

1. Studio di h(z,y) in (3.a-b-c): le zone gialle/grigie sono quelle in cui h(z,y) 2 0, e le curve grigie sono le curve di livello h(z,y) = k
(in particolare, la curva di livello O & rossa, e quella di livello —1 —passante per (1,0), con relativa tangente affine affine— & blu). Il rombo
|z| + |y| < 1 & in verde. 2. Cono C, punti A, B,V e curva £ (blu) in (4.a-b). 3. L’insieme X di (4.c) (con in grigio la sua proiezione sul

piano orizzontale), e punti a distanza minima (verde) e massima (rosso) dall’origine.

(b) (Figura 2) Converra parametrizzare £ usando l’angolo ¢ della parametrizzazione 4(r, ) introdotta in prece-
denza, che descrive proprio la rotazione antioraria: poiché si fanno due giri esatti partendo da V prima di
raggiungere il punto B( 1,2) =4(% 3,0) , si potra parametrizzare £ tramite una funzione del tipo 1 : [0, 47| — R?
con ¥(¥) = (r(¥) cos@ 1 + r(¥9)sinh,3(1 — r(¥)), e tutto sta a capire chi sia la funzione r(9¥) che descrive
I’allontanamento del punto della spirale dall’asse del cilindro. Ora, I’ “uniformita” citata nel testo fa riferimento
al fatto che r cresce linearmente con ¥ (come accade per la spirale d’Archimede), ovvero che sara r(d) = ad + b
per certi a,b da determinare. Sappiamo perd che ¥(0) = V(0,1,3) (dunque r(0) =b=0) e (4m) = B(3,1,2)
(dunque r(47) = daw + b = g) da cui a = ﬁ e b =0, ovvero 7"( ) = 1a=0. Troviamo dunque ¢ : [0, 47] — R?
con P(¥) = (@=Pcos?, 1 + 3-9sind,3 — =V), da cui ¢'(J) = 1o (00519 ¥sind, sind + 9 cos¥, —3): se ora
vogliamo calcolare la derlvata totale di f(:c y,2) =2 —x lungo é questa sard 679( ) = V() -¥'(W¥) =
(—=1,0,2(3 = :£9)) - 1a=(cos ¥ — Isin ¥, sind + ¥ cos ¥, —3) = — 12— (cos ¥ — I(= + sind) + 18).

(¢) (Figura 3) Notiamo che il piano 3y + z —3 = 0 & parallelo all’asse z, ha la stessa pendenza della generatrice del
cono passante per A e passa per il centro della base del cono: dunque X ¢ il pezzo di questo piano che rappresenta
il taglio causato sul cono, ed ha il bordo formato da un tratto inclinato di parabola e da un segmento orizzontale
sul piano (x,y) (sia il tratto di parabola che il segmento hanno come estremi i punti P(1,1,0) e Q(—1,1,0)). X
¢ compatto in quanto chiuso (intersezione di due chiusi) e limitato (sta in C), dunque avra senz’altro qualche
punto a distanza massima e minima dall’origine: in effetti, tale ricerca equivale a cercare massimo e minimo

(32)]a parametrizzazione v copre tutto S, mentre 4 lascia fuori i punti di S che stanno nel semipiano {(z,1,2) :
x < 0} (che corrisponderebbero a ¥ = Fm, ma questi valori non sono compresi). Pertanto, detto DJ = D* \
{(z,1) : * < 0}, si pud passare da v a 7 usando il diffeomorfismo globale « :]0,1[ x| — 7, n[— D dato da
(z,y) = a(r,?) = (rcosd, 1+ rsind), tramite il quale vale ¥y = yo . E chiaro che, in questo contesto, la nozione
di “diffeomorfismo” generalizza quella di “cambio di parametro” delle curve parametriche: in effetti, un “cambio
di parametro” non & altro che un diffeomorfismo in una variabile.
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assoluti della funzione “distanza dall’origine” (al quadrato, per comodita di calcolo) d(z,y,2) = 2* + 3> + 2% su
X, e questi esistono per Weierstrass. Per il calcolo, converra decomporre X nei suoi punti non di bordo X; (una
2-varieta), nel tratto di parabola X, senza estremi (una 1-varietd), nel segmento orizzontale X3 senza estremi
(un’altra 1-varietd) e nei due punti X4 = {P(1,1,0),Q(—1,1,0)} (una O-varietd). Per iniziare, notiamo che la
proiezione di X5 sul piano orizzontale si ottiene sostituendo I’equazione del piano z = 3(1 —y) nell’equazione della
superficie conica p(z,y, z) = 0, ovvero p(z,y,3(1 — y)) = 9(z? — 2y + 1) = 0, che da l'atteso tratto di parabola
y = 2(2® + 1) con |z| < 1: pertanto la proiezione di X; sul piano orizzontale non & altro che la zona aperta di
piano U racchiusa all’interno di questo tratto di parabola e del segmento PQ. In questo modo siamo riusciti a
parametrizzare sia X1 (con v : U — R® data da v1(z,y) = (z,y,3(1 —y))) che X2 (con 72 :] — 1, 1[— R?* data da
Ya(z) = (z, 3(#*4+1),3(1— (3 (2°+1)))) = (2, 5 (z*+1), 2(1—27)), mentre Xs si lascia parametrizzare ovviamente

da 43 3] — 1,1[— R? data da y3(z) = (z,1,0). Calcolando la funzione d(z,y,z) in queste parametrizzazioni, e
facendo i soliti conti, su X; si trova un solo punto stazionario (0, 1%, 1%) (in cui d vale %); su Xz i tre punti
(0,1, 3) (estremita superiore del tratto di parabola, in cui d vale 2) e ($\/§, 2,2) (in cui d vale £); su X3 il

punto (0,1,0) (in cui d vale 1). Tenendo conto che su X4 vale d(P) = d(Q) = 2, il punto a distanza massima di
X dall’origine & (0, %, %) sul bordo parabolico, mentre quello a distanza minima & (0, 1%, %), all’interno. Tutto
questo va d’accordo con quanto suggerisce il buonsenso guardando la geometria della situazione.
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Prova scritta (04/07/2007) ‘

1. Dire per quali a convergono i seguenti integrali, calcolandoli poi per o = —1:
1 .5 400
x2 —logx 24 2 (a+1)
(a) /0 Wdﬂf y (b) /; (332 — 1)(I — 1)a€ @ :de

2. (a) Determinare la soluzione yj o(x) su Rso (al variare di k,« € R) del problema di
Cauchy dato da z'=%(y’ — 1)+ ky = 0 con y(1) = «a, e se ne calcolino i limiti
notevoli.

(b) Trovare un’equazione differenziale lineare del secondo ordine per la quale {p;(x) =
x, p2(x) = e”} sia sistema fondamentale di soluzioni. Una volta trovata, risolvere
il problema di Cauchy formato dalla stessa equazione posta in forma normale con
termine non omogeneo b(x) = (2 — 1)e?, e dal dato iniziale (y(0),'(0)) = (—1,0).

3. Si consideri la curva piana I' C R? in forma polare p = v/2sin20, con 0<6 < 5

(a) Dopo aver studiato ’andamento della funzione h(z) = v/2sin 2z, disegnare I'. Esi-
bendo un’opportuna parametrizzazione -y, calcolare la retta tangente affine a I' nel
punto con ¢ = 7. Infine, esprimere I' in forma cartesiana tramite un’equazione poli-
nomiale p(z,y) = 0,(33) ¢ ricalcolare il medesimo spazio tangente affine.

(b) Scrivere correttamente gli integrali che descrivono lunghezza e baricentro geometrico
diI.

(c) Dimostrare che I' & compatta, quindi calcolare in due modi diversi (prima con ~, poi

con p) gli estremi di f(x,y) = x+y sul'. Dare infine un’interpretazione geometrica
dei risultati.

4. Sia g(z,y,2) = (22 = 3)z + 3> + 2e¥% — zy.

(a) Dire quali superfici di livello X, = {g(x,y,2) = o} hanno punti singolari sul piano (z,y);
notato che A(0,—1,0) € X; non ¢ tra questi punti, calcolare T,X; in due modi.

(b) Mostrare che ’equazione g(x,y,z) = 4 definisce implicitamente un’unica funzione y(x, z)
con y(1,—1) = 0, ed illustrare il carattere del punto (zg, z0) = (1, —1) per tale funzione.

(c) Sia ¢ la curva ottenuta intersecando Xg col piano x 4+ z = 0. Mostrare che ¢ & regolare, e
calcolare le rette tangenti affini nei suoi punti con y = 0.

(33)Suggerimento: eliminare cosf e sinf dalle equazioni (x,y) = (pcosf, psinf) e p(f) = /2sin20.
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Soluzioni.

1. (a) Sia fa(z) = %. Se a > 0 si ha fa(x) ~o+ —logzx, che & integrabile, mentre se & < 0 si ha

g > —1, cioe a > —2: pertanto fo(x) ¢ integrabile in 0" se e solo se a > —2.
. 1—xsiha fo(z) ~j= (1 —2)” "t pertanto fo(z) ¢ integrabile in 1~ se e
solo se —a — 1 > —1, ovvero « < 0. Riassumendo, l'integrale fol fa(z) dz converge se e solo se —2 < a < 0. Per
a = —1 esso diventa [ (J= —logz) dz = (2y/z — z(logz — 1)]§ = (2— (—1)) — (0—0) = 3.

(b) Sia fa(z) = (22 = 1)(2® — 1) e@tD? Se o = —2 vale f_o(x) = 0, banalmente integrabile; d’ora in poi
poniamo a # —2. Essendo 21! — 1 ~+zx—1le 22 —1 ~1+ x —1siha fo(z) ~14 (- 1) da cui fo(z) &
integrabile in 17 se e solo se 1 + a > —1, ovvero a > —2. Passiamo adesso a +00. Se a > —1 ’esponenziale fa
certamente divergere fo(z) a 400, e con essa I'integrale; viceversa, se a < —1 Pesponenziale decresce rapldamente

fa(z) ~o+ z %, integrabile per
D’altra parte, essendo 1 — z2 ~]

a 0T, e fo(x) sard integrabile a 4+oo per confronto; infine, se o = —1 si trova f_1(z) = [2 11 ~ioo T 5,
integrabile. Ne ricaviamo che fo(z) & integrabile in 400 se e solo se @ < —1, e dunque l'integrale f1 fa(z)dx
converge se e solo se —2 < a < —1. Per a = —1 si trova f+°° f 1 dx +°° til 2tdt = [, oo Wdt =
fl Oo(ttz':}l — H_—l)dt (log Vt+1 —|—arctgt] =0+7%)— (log . 2 4 =%+ %logQ.

2. (a) Se k = 0 I'equazione diventa z(y" — 1) = 0, che col dato y(1) = « ha evidentemente soluzione yo,o(z) =
x+a—1, con lim, o+ yo,a(x) = o — 1 e limy— 400 Yo,a () = +00. Posto ora k # 0, dividendo per 21 7F si
ottiene y' + kz®*~'y = 1, lineare del primo ordine, la cui soluzione cercata, in forma integrale, & gy o(z) =
e=o" (e + flz et* dt) (per alcuni k, precisamente per k = 1, 2 5 3, ..., sl puo ricavare anche una forma finita per
Yk,o(x), ma non & importante in questo caso: per il nostro scopo, ovvero il calcolo dei limiti notevoli, va bene

anche la forma integrale). Se k > 0 ¢ chiaro che limy+ yx,o () = ae — dt € R, mentre lim oo yi,a () = +00
k

O

¢ in forma indeterminata 0 - co, ma con de ’'Hépital si ricava lim4 oo Yk, (2) = limyoo m = limy o kx’l—l’
zh—Le®

che vale +00 per 0 < k < 1, vale 1 per k = 1 e vale 0% per k > 1. Se invece k < 0 il limite limg+ yx,o(z) & in

forma indeterminata 0 - co, e con de I"Hopital si ricava ancora limg+ yi,o(z) = limy+ k:ck%l = 0" per ogni k < 0;

d’altra parte lim4 o Yr,o () & determinato, e vale +0o per ogni k < 0.

(b) Se ¥y’ + a1(z)y’ + ao(x)y = 0 & un’equazione differenziale lineare del 20 ordine con sistema fondamentale
di soluzioni {p1(z) = =, p2(x) = €}, dovrd aversi ¢} (z) + a1(2)¢;(z) + ao(x)p;(z) = 0 per j = 1,2, ovvero
ar1(z)+zao(z) =0 e 1+ ai(z)+ ao(z) = 0: si ricava percio a1(z) = —zao(z) e 1 — (z —1)ao(z) =0, da cui

L Z_. Dunque 'equazione cercata & y” ) Consideriamo poi

ao(r) = =5 e ai(z) = —*5.

I’equazione non omogenea, 3" — Ly + ﬁy = (2? — 1)e”, della quale cerchiamo la soluzione del problema di
Cauchy con dato iniziale (y(0),y'(0)) = (—1,0): non trattandosi di un caso a coefficienti costanti, bisogna applicare
il metodo della variazione delle costanti arbitrarie (si noti che abbiamo a disposizione un sistema fondamentale
dato da @i(z) = = e @2(x) = €%). Si ha ~i(z f (m ez (@” — 1)e"dz = —[(z+1)e"de = ze® e
Yo(z) =+ [ ﬁ(:ﬁ — e de = [a(z+1)de = 12° + 322, dunque una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea & @(z) = v1(z)p1(z) + ’yz( )p2(z) = (§I3 - %mz)ez, dunque l'integrale generale (per z < 1, come
interessa a noi) & y(z) = Az+e”(B+42°—127), al variare di A, B € R. Essendo y/(z) = A+e”(B+32°+32°—1),

1

2
da (y(0),v'(0)) = (—1,0) si ricava (B A+ B) = (-1,0),ovvero A=1e B=—1,dacui y(z)=z+e"(32° -
L2 1)

2

3. (a) Per 0 < < 7 la funzione h(x) = v/2sin2x & ovviamente > 0, si annulla solo negli estremi z = 0 e

T = g, cresce per x < 7 e decresce dopo, dunque ha massimo assoluto V2 per & = 7 € poi simmetrica rispetto

a x = 7, perché vale h(z) = h(§ — z). Pertanto I' appare come in Figura 1. La parametrizzazione naturale &, in
questo caso, v : [0, 2] — R data da v(0) = (x(0),y(0)) = (v2sin26 cos 6, v/2sin 20 sin §); derivando e ricordando

le formule di addizione si ottiene allora 7'(f) = cos 20 cosf — sin20sin 0, sin 20 cos @ — cos20sinf) =

sin 29 (

(34)Gj noti che i coefficienti sono definiti per z # 1. Questo era prevedibile, perché il wronskiano di ¢1(x) = =
e pa2(x) = €® vale (z — 1)e”, e si annulla proprio per z = 1: pertanto {p1(z) = z, w2(x) = e”} puod essere un
sistema fondamentale di soluzioni per un’equazione differenziale lineare del 20 ordine solo su un intervallo che non
contiene 1.
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4
\/ 5255 (cos 30,sin36). Il punto con 6 = Z & (%) = v/3(%, 1) = ( %ﬁ, ?), in cui v'(%) = 4%/5(07 1) (vettore
verticale), percio la retta affine tangente a I' in esso ¢ z = . Cerchiamo ora un’espressione cartesiana per
I": sostituendo cosf = % e sinf = % in p = V4sinfcosf si ottiene p = QM, da cui p* = 2,/zy, ovvero

P
22 4+ y? = 2 /Ty (con x > 0 e y > 0): elevando al quadrato si ottiene allora I’equazione polinomiale cercata

p(z,y) = 2" +22°y* — dzy + y* = 0. Essendo Vp(z,y) = 4(z® + 2y — y, 2’y — 2 + y°) si ottiene Vp(~2 Vo ‘[)
)@=y - 5

2

4(\4/3, 0), pertanto ’equazione Vp T — = 0 rida la retta tangente x = L.

= 29 df, pertanto

(b) Da /() = \/ 5255 (cos 30,sin 30) si ricava subito I'elemento d’arco do = [|7/(8)]|df =

I'integrale (generahzzato ma convergente!) che esprlme la lunghezza di I' ¢ L = fog

\/t(l t2)

T fo V/25in 20 cos 0 ﬁ df = % ff cosfdb = f, e lo stesso per l'ordinata yr.

do
Vsin 6 cos 6
5 . . . N . 1 _
); 'ascissa del baricentro geometrico & poi xr = I f,y rdo =

(col cambio di

variabile ¢t = tg tale integrale diventa v/2 fo

(c) T' & compatta perché immagine dell'intervallo compatto [0, 7] tramite la funzione continua ~, dunque su
di essa f(x,y) = x + y assume estremi assoluti in base a Weierstrass. La parametrizzazione () & ¢! solo
in ]0, §[, dunque il punto y(0) = (%) = (0,0) (in cui f vale 0) va tenuto a parte; in tutti gli altri punti
possiamo considerare invece F() = f(v(#)) = v2sin20(cosf + sinf) con 0 < 6 < Z. Essendo F'(9) =

ﬁ(%(cos@ + sin6) 4+ Vsin20(—sinf + cos0)) = /255 (cos360 + sin36), si ha F'(§) = 0 per 30 =

(ovvero § = Z) e F'(6) > 0 per 0 < 30 < 2T (ovvero 0 < < ZI): pertanto il massimo assoluto di f su

I' & ottenuto in y(§) = (1,1) e vale 2, mentre il minimo assoluto & ottenuto in (0,0) col valore 0. Usiamo

ora p(z,y) = zt + 22%y% — day + y* = 0: sottraendo membro a membro le due equazioni % = gz = 0,

notiamo che Vp(z,y) = 4(z® + xy® — y, 2%y —  + »*) = (0,0) nei punti (0,0) e (‘f ‘f) dei quali solo (0,0)

272
sta in I'. Per gli altri punti, il metodo di Lagrange porge det( 4@? ‘“1“’2 -y A ”‘13”‘*'”3) ) = 0, ovvero

2 +ay? —y— (2Py — x4+ 93 =0, ovvero (z — y)(z® + y* + 1) = 0, ovvero x = y, che sostituito in p(z,y) = 0
(con z,y > 0) da il solo punto stazionario (1, 1); essendo Vp(1,1) = 4(1,1), da p(z,y) = 0 si pud esplicitare ad
esempio y(z) con y(1) = 1, y(1) = —1 = —1 e (dopo conti) y”(1) = —6: dunque, essendo F(z) := z + y(x) con
F'(z) =1+1y'(z) e F”(z) = y"(x), si deduce nuovamente che (1,1) & un punto massimo per f. L’interpretazione
geometrica dei risultati & piuttosto naturale, visto che le curve di livello f(x,y) = k sono le rette x +y = k, tanto

pil in alto quanto maggiore ¢ k (vedi ancora la Figura 1).

4. (a) Da g(z,y,2) = (2> —3)z+y> +2e""* —2y siha Vg(z,y,2) = 2w2+2e"7* —y, 3y® —z, 22 —3+2e"77);
imponendo che Vg(z,y,2) = (0,0,0) sul piano z = 0 si ottengono le equazioni 2¢” —y =0, 3y> —x =0 e
x% — 3 + 2¢® = 0. Dalla prima si ottiene y = 2¢®, dalla seconda = = 33 e dalla terza y = 3 — z*: ma un facile
confronto grafico mostra che questi tre luoghi non hanno alcun punto in comune. Pertanto nessuna delle superfici
di livello Xo = {g¢(z,y,2) = a} ha punti singolari sul piano (z,y). Considerando cosi A(0,—1,0), con g(4) =1
(dunque A € X;) e Vg(A) = (3,3,—1), si ha T,X; = kerdg, = {Vg(4) - (z,y,2) = 0} = {3z + 3y — z = 0}.
Alternativamente, esplicitando da g(x,y, z) = 1 la coordinata z(z, y) con z(0, —1) =0 e Vz(0, —1) = =% (3,3) =
(3,3), st ha T,X; = {# =Vz(0,-1) - (z,9)} = {z = 3z + 3y}, che & quanto gia trovato.

(b) Posto (zo, Yo, 2z0) = (1,0, —1), vale g(zo, Yo, z0) = 4 ¢ Vg(xo,yo0,20) = (0, —1,0), ed essendo g—;’(xo,yo,zo) =

—1 # 0 la conclusione segue dal Teorema del Dini. Essendo Vy(zo,20) = —-(0,0) = (0,0), il punto (zo, 20) =
(1,—1) & stazionario per y(z, z): si tratta dunque di capirne la natura tramite ’Hessiano Hy(xo, 20). Derivando
l’identita g(z,y(x, 2),2z) = 4 rispetto a = e a z si ottiene rispettivamente 2zz + SyQ% + 26T — gy — xg—z =0 e

—3+3y* % 4 gertE x% = 0 (da cui, calcolando in (zo, z0) = (1, —1) con y(zo, z0) = 0, si riottiene ovviamente
g—z(xo, 20) = gz (z0, 20) = 0); derivando di nuovo rispetto a ;t e a z si ottiene 2z + 6y( )% 4 3y? o= o Y 4 2e"TE
208 _ 0% =0, 2w+ 6y 432 Dy L oemts O p 0% = o 6y(2L)2 4372y et % =0 (da

cui, calcolando in (zo, z0) = (1, —1), si ottiene 322 (z0,90) =0, az—;(mo,yo) =4 e g—;(wo,yo) = 2). Pertanto

I’Hessiano Hy(z0, 20) = ( P ) ¢ indefinito, e cid mostra che (zo,yo) € una sella per y(z, 2).

(c) Sostituendo z = —z nell’equazione g(z,v,z) = 0 si ottiene equazione in due variabili w(z,y) = z® + zy —
3z —y*—2 =0, cubica che rappresenta la proiezione di £ sul piano (z,) (vedi Figura 2). Usando le due equazioni

z+2z=0eu(z,y) =0 per definire £, notiamo che la matrice jacobiana J(z,y,2) = ( 32 tyos o *0392 9 ) ha
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rango 2 nei punti di £ (infatti i due punti del piano in cui Vu = (0,0) —trovati intersecando le parabole = = 3y>
e y = 3 — 2 — non soddisfano u(z,y) = 0), dunque £ & una curva regolare. I punti di £ con y = 0 soddisfano
u(z,0) = 0, ovvero x> — 3z —2 = 0, le cui soluzioni sono facilmente x = —1 (doppia) e = 2: si ottengono dunque i
punti B(—1,0,1) e C(2,0,—2). Laretta affine tangente a £ in B si ottiene dal sistema J(B)-(x—zB,y—yp,2—2B) =

- (=1 _
(0,0), ovvero ( (1) Bl ? )( wy—O ) = ( g ), che da { zi;fo ; analogamente, quella per C & data da
z—1 -

x—2
J(C)~(x—mc,y—yc7z—zc):(0,0),0vvero({1’ 2 (1’)( ;i?_o2)>:(8>,cheda {9z4;2+y;:180:0 (&

chiaro che queste rette sono contenute nel piano x + z = 0).

1. La curva I' dell’esercizio 3. Il punto 'y(%) ¢ in nero, e la retta affine tangente a I' in esso & gialla. Si vedono inoltre i punti estremali (1, 1)
(verde) e (0,0) (rosso) su I' della funzione f(z,y) = = + y, le cui curve di livello sono grigie. 2. La proiezione sul piano orizzontale (z,y)
della curva ¢ dell’esercizio (4.c), definita da u(z,y) = 0 (la coordinata z dei punti di £ ¢ legata alla * da z = —z). I due punti singolari dati
da Vh = (0,0) sono in grigio, ma si noti che nessuno di essi & la proiezione di un punto di £. Le proiezioni dei punti B e C sono nere, e le

proiezioni delle rette affini tangenti a £ in B e C sono gialle.
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’Prova scritta (10/07/2007) ‘

1.

(a) Dire per quali @ € R converge 'integrale f0+°° 7 2(z + )4 exp(—2®) dx, cal-
colandolo poi per @« = 2 e «a = 3 (eventualmente con 'uso della funzione I' di
Eulero).(3%)

(b)* Studiare la funzione integrale  F(z) = 11/ ‘ t(ﬂ%m dt  senza calcolare una prim-

itiva di f(t) = m Solo alla fine dello studio calcolare una primitiva di f(¢),
determinando di conseguenza una forma finita per F'(x) e rispondendo alle eventuali

questioni in sospeso.

(a) Determinare, al variare di k € Z, la soluzione yg(z) del problema di Cauchy dato
da z*y’ = cos?(2y) con y(1) = kn. Tale soluzione ¢ prolungabile anche per z = 0?

(b)* Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale y"” +y"” — 2y = b(x) nei
casi b(x) =3e” e b(x) =4sinzx.

. Si consideri il ramo di iperbole equilatera I' C R? avente come asintoti le rette =2 e

y = 1, e passante per il punto (3, 3).

(a) Disegnare I', e trovarne una funzione di definizione g(x,y) = 0. A partire da g,
esprimere I' sia come grafico x = ¢(y) che come forma polare p = p(0), esibendo il
cambio di parametro tra le due parametrizzazioni associate. Calcolare quindi la retta
tangente affine a I' nel punto (3,3) in due modi, partendo dalle forme cartesiana e
polare.

(b) Usando la forma grafico, scrivere 'integrale della lunghezza di T' = {(z,y) € T':2 <
y <5}.

(c) Spiegare perché f(x,y) = 2x + 3y ammette estremi assoluti su T, e calcolarli. Inter-
pretare poi geometricamente i risultati ottenuti.

Sia g(x,y,2) =log(z? +9?> — 22— 2) + 2z —xy.

Dire qual’e il dominio di g, dandone una descrizione geometrica. Dire poi quali superfici
di livello X, = {g(x,y,2) = a} sono regolari, e calcolare il piano tangente affine a X3 nel
suo punto A(0,—2,3) in due modi. Visto cosa risulta questo piano, cosa si puo dire di A?

Dal sistema formato dalle equazioni g(z,y,2) =3 e 22 +yz+6 =0, all'intorno della
soluzione A si possono esplicitare due delle tre variabili (x,y, z) rispetto alla rimanente
in un solo modo: dire quale, e dare lo sviluppo delle funzioni implicite fino al 20 ordine.
Relazioni col punto (a)?

357 :]0, +oo[— R & data da T'(z) = f0+°o t* e 'dt. Vale I'(x+1) = 2T'(z) perogniz >0, I'(3) = /7,
ra) =1
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(c)* Descrivere D = {(z,y,2) : 22 +y?> =4, 2 <0, —1 < z < 0}, dimostrare che & un compatto
dentro il dominio di g, e portare avanti per quanto possibile il calcolo degli estremi di g in
€sso0.

Soluzioni.

1. (a) Posto fa(z) = 2 2(z 4+ 1)*™* exp(—2®), vista la presenza di exp(—z®) conviene distinguere lo studio
a seconda del segno di «. Intanto, se @« = 0 si ha fo(z) = (zH) , che non & integrabile né in 07 (infatti
fo(z) ~o+ £72) né in +oo (infatti fo(x) ~too ). Se o > 0'si ha fa( ) ~o+ 72, da cui la condizione a—2 > —1,
ovvero o > 1; essendo poi exp(—z®) rapidamente decrescente a +00, si ha fa(z) = 0400 (Zz), dunque integrabile.
Se invece a < 0, stavolta exp(—z®) & rapidamente decrescente a 07, dunque fo(z) & ivi infinitesima (percio
banalmente integrabile); d’altra parte vale fo(z) ~4oo 2 2247 = 22, che ovviamente non & integrabile a +co.
Ricapitolando 'integrale proposto converge per a > 1. Per a = 2, posto z? = t si ha 0+°°(x—|— 1)? exp(—z?) dz =
Wi 2+ J)ettdt = 3(T(3) + 2T (1) +T(3)) = (5 - T(3) +2T(1) +T(3)) = 3T 4 1. Per a = 3, posto
u =z si ha invece fo “x(z+1)exp(—2®)dx = 1 O+°°(1 + %)e‘“ du=1T(1)+I(2)=1T(3)+1).

(b) (Figura 1) La funzione f(¢t) = non ¢ integrabile in 0 (infatti f(t) ~§ t) dunque il dominio di F(z) ¢

per

1
t(t2+2)
> 0, ovvero = > 0: poiché allora f(t) viene integrata dove & positiva, si avra F( ) > 0 nei punti del dominio
+oo

1 (t2+2)
dt = —oo (perché, come detto, si

g8

ove = > 1, ovvero per 0 < z < 1. I limiti notevoli sono lim,_,,+ F(x) =

_ (0 1
- fl t(t2+2) dt = fo t(t2+2)
ha f(t) ~§ ¢); essendo poi F'(z) = f(3)(3) = f(1)(1)" = =558, il limite limg— o Fi” usando de I"Hopital

risulta 0, e cid mostra che non vi ¢ asintoto lineare a +oo. Si ha poi che F' ¢ strettamente decrescente, perché
F'(z) < 0 per ogni x > 0. Infine, derivando ancora si ha F"(z) =

dt, che e ignoto ma di certo

finito (infatti f(t) ~joo 75), € liMy— yoo F(x)

> V2
dunque F(x) & convessa per x > %2

2T2+1 7
ed ha un flesso in z = ? a quota ignota F(g) ma con pendenza(nota )F (%) = —%. Fin qui si pud arrivare
con il solo studio della funzione integrale; si noti perd che, gia dal fatto che F'(x) = —%%H si potrebbe aver
dedotto immediatamente che F'(z) = —1log(2z> + 1) + k per una certa costante k € R, e dovendo essere /(1) = 0
si avrebbe 0 = —i log3 + k, ovvero k = ilog 3, da cui infine la forma finita F(z) = * 7 log ﬁ A tale forma
si arriva anche calcolando una primitiva di f(¢): infatti [ t(t2+2) 5 f - 2t2+1 Ydt = 1 7 log %, e percio

tf;}l/z = 1(log Wlﬂ —log$) = ilog W A questo punto possiamo calcolare le

cose in sospeso: il limite lim, o+ F(x) vale +log3 ~ 0,27, e la quota del flesso F( f) vale 1 log 2 ~ 0,1.

nuovamente F(z) = (4 log

2. (a) Le uniche soluzioni costanti y(z) = a dell’equazione z"y = cos?(2y) sono quelle per cui cos(2a) = 0,
ovvero a = 7 + Z%: ma nessuna di queste ci interessa (infatti il problema di Cauchy impone che y(1) € Zm).

Per x # 0 possiamo allora separare le variabili, ottenendo dy =z~ % dz. Quando k =1, integrando con la

c052(2y)
condizione y(1) = 7 si ottiene tg(2y) = 2log|x|, da cui (ricordando che arctg 2 ha valori in | — %, [, mentre qui
si richiede che y(1) = ) si ricava 2y = arctg(2log |z|) 4 2, ovvero yi(z) = % arctg(2log|z|) + 7. Quando invece

k # 1, integrando con la condizione y(1) = km si ottiene tg(2y) = 2rz'~ * da cui (ragionando come prima)

si ricava 2y = arctg(25 (z' 7% — 1)) + 2k, ovvero yr(z) = % arctg( 2 (z'” : — 1)) + kn. Si noti che tutte le
soluzioni yx(z) con k < 1 sono prolungabili per continuita in z = 0 (col valore y1(0) = 37“ se k = 1, e col valore
yx(0) = —% arctg ﬁ + km se k < 0; si verifichi che per k < 0 tale prolungamento ¢ anche derivabile), mentre per
k> 1sihalim, 5 yx(x) = kr+ § # lim, o+ yu(x) = kr — F.

(b) L’equazione differenziale 3"’ + 3" — 2y = b(x) & lineare del 30 ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica > + t> — 2 = 0 ha radici semplici ¢ = 1, to = —14+4 e t3 = —1 — i, pertanto un sistema
fondamentale reale di soluzioni (per 'omogenea) ¢ dato da ¢1(z) =e”, @2(z) =e “cosz e p3(z) =e “sinz.
Se b(x) = 3e®, una soluzione particolare sara della forma §(x) = aze® con a € R da determinare, ed imponendo

che " + " — 2§ = 3e” si ricava a(z + 3+ x + 2 — 2x)e” = 3e”, da cui a = £: pertanto I'integrale generale sara
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{Ae” + e *(Bcosz + Csinz) + 2ze” : A, B,C € C}. Se invece b(z) = 4sinz una soluzione particolare sara della
forma §(z) = acosx + bsinz con a,b € R da determinare, ed imponendo che y"' + 4" — 2§ = 4sinz si ricava
(—3a—b)cosz+(a—3b)sinz = 4sinz, dacui —3a—b=0ea—3b =4, ovveroa = % e b = —£: dunque l'integrale
generale sard {Ae” + e “(Bcosz + Csinz) + Z(sinz — 3cosz) : A, B,C € C}. (Se interessa il solo spazio delle

soluzioni reali, in entrambi i casi si scegliera A, B,C € R.)

1. La funzione integrale dell’esercizio (1.b). 2. La curva I' dell’esercizio 3: la porzione Te blu, e le linee di livello di f(z,y) = 2z + 3y sono

grigie.

3. (a) (Figura 2) Rispetto al sistema cartesiano (X,Y") dei propri asintoti & noto che I" ha un’equazione cartesiana
del tipo XY =k con k € R; essendo X =z —2e Y = y—1 si avra cosi un’equazione della forma (z—2)(y—1) = k,
e lappartenenza del punto (3,3) impone che k = 2: pertanto otteniamo g(z,y) = (x —2)(y — 1) — 2 = ay —
z — 2y = 0 (con z > 2, visto che consideriamo il solo ramo che passa per (3,3)). Da g(z,y) = 0 si trova
subito la forma grafico x = ¢(y) = =% (con ¢ :]1,+o00[—]2, +00]), e sostituendo (z,y) = (pcosh, psinf) si

y—1 )
ottiene p®cos@sinf — pcosh — 2psinf = 0, da cui la forma polare p(f) = %, con 0 < 92 < 5. Le
parametrizzazioni associate alla forma grafico e alla forma polare sono rispettivamente 1 (y) = (y—_yl,y) (con

y > 2) e 72(0) = (p(0) cos 0, p(0) sin ) = (2li2sinb cosbt2einf) (con ) < § < Z), ed il cambio di parametro
(tramite cui vale y2 = 71 0 @) & a :]0, 5 [—]2, +00[ dato da a(f) = y(0) = W Infine, la retta r tangente a
I'in (3,3) e datada Vg(3,3)-(z—3,y—3) = 0: essendo Vyg(z,y) = (y—1,z—2) si ottiene (2,1) - (x—3,y—3) =0,
ovvero 2z +y — 9 = 0. D’altra parte, poiché a conti fatti v5(0) = (— =55, =5), essendo (3,3) = 72(5) si ha la
forma parametrica r = {(3,3) + M(5) : A€ R} ={(3—2X\,3+4X): A€R},eda 2 =3—-2) ¢ y=3+4\si
ricava nuovamente 2x +y — 9 = 0.

(b) (Figura 2) Si noti che I' = {(z,y) € ': 2 <y <5} @il tratto della curva I' compreso tra i punti B(5,5) e

C(4,2): pertanto, essendo i (y) = (—ﬁ, 1) epercid ||[vi(W)| = +/ (yf1)4 +1= 7”((?;:11);“ , la lunghezza di
I ¢ data da f2 v (y 1)4+4d = f14 Vet gy (

y 1)2 u2
(c) Poiché T' & compatto (essendo chiuso e limitato, in quanto...) e f(z,y) = 2z + 3y ¢ continua, la conclusione
segue da Weierstrass. Negli estremi B e C' (varietd di dimensione 0) si ha f(B) =20 e f(C) = 14; invece

['\ {B,C} (curva regolare) & parametrizzata da 1 (y) = (%, y) con 2 < y < 5, dunque basta cercare li eventuali

punti stazionari di F(Y) := f(1(y)) =274 = + 3y = y(3y+1) . Essendo F'(y) = %, in ]2,5] si ha F'(y) >0

per 1 + 2*/5 <y < 5: dunque yo := 1+ T & un punto di minimo locale per F', e corrispondentemente lo & il
punto D(y0 0 y0) = (2+ V3, 1+ 28) per f su T\ {B,C}. Poiché f(D) =2(2+v3) +3(1+ 28) =7+4V3 ~
13,93 < 14 = f(C), il massimo assoluto di f su I' & 20 (assunto in B) ed il minimo assoluto & 7+ 4+/3 (assunto in
D). L’interpretazione geometrica dei risultati & chiara, una volta che si esaminino le curve di livello di f (ovvero
le rette 2z + 3y = k, vedi ancora la Figura 2).

ove u =y —1).

Corrado Marastoni 125



Analisi Matematica II — Test, esercizi e prove d’esame (dal 2004/05 al 2008/09)

3. Il paraboloide verde & quello che delimita superiormente il dominio di g(x, y, z) dell’esercizio 4. La striscia cilindrica rossa & 1’insieme D
di (4.c). 4. Il punto A(0, —2,3) dell’esercizio 4 ¢ in blu. Esso sta sulla superficie di livello X3 (porpora), ed il piano tangente a X3 in A &
y = —2 (azzurro): dalla posizione reciproca di piano e superficie si capisce che A & una sella per la coordinata y su X3. In giallo & evidenziata
la superficie z? + yz + 6 = 0 di (4.b), che pure contiene A: guardando la curva intersezione tra tale superficie e X3 si capiscono i risultati

ottenuti riguardo allo sviluppo locale in A delle funzioni implicite y(z) e z(z).

4. (a) Il dominio di g(z,y,2) = log(a® + v*> — 2z — 2) + z — a2y & dato da z? + 3® — 22z — z > 0, ovvero
z<ax?+y? —2x = (x—1)%+y? — 1: si tratta della parte di spazio che sta sotto il consueto paraboloide ellittico
con asse parallelo all’asse z e rivolto verso I'alto, ma stavolta con vertice nel punto (1,0, —1) anziché nell’origine
(vedi Figura 3). I punti del dominio in cui g non & sommersiva sono dati da Vg(z,y,z) = (0,0,0); essendo
Vy(z,y,z) = (fo;;”:;l_z -, x2+y22£2x_z -, 7x2+y21—2x—z + 1), si ricava allora 2 4+ y*> — 2z — 2z = 1, da cui
2(x —1) —y =0 e 2y — x = 0: pertanto si ottiene il solo punto P(%, %, f%), con g(P) = 7%_ Ne ricaviamo che le
superfici di livello Xo = {g(z,y,2) = a} con a # —% sono tutte regolari, mentre ng lo & di certo in tutti i punti
diversi da P. Il piano tangente affine a X3 nel suo punto A(0, —2, 3) ¢ dato da Vg(0, —2, 3)-(z—0,y—(—2),2—3) = 0,
ovvero (0,—4,0)-(z,y+2,2—3) = 0, ovvero y = —2 (parallelo al piano (z, z)). Per Dini, da g(z,y, z) = 3 all’intorno
di A si pud solo esplicitare y(z, z), con y(0,3) = —2 e Vy(0,3) = (0,0): dunque A & un punto stazionario per
la coordinata y su Xs. Ma di che tipo? Derivando con pazienza identita g(z,y(x, ), z) = 3 si trova la matrice

hessiana Hy(0,3) = ( :é é >, che ¢ indefinita: dunque A & solo una sella per la y su X3 (vedi Figura 4).
2 4

. . . \ 2(x—1) _ 2y _ 1
(b) Lo jacobiano del sistema & e?ryZ—20-z Y @Pfyl-2a—z L ), che calcolato nella solu-
2z z y
zione A(0, —2,3) diventa ( 8 _34 _02 ): I'unico minore nonsingolare & quello relativo a (y, z), dunque si puo

.. _ ’ _ —1
solo esplicitare (y(x), z(z)), con ( Zég; ) = ( 3 ) e ( Z/Egg ) = —( PO ) ( 0 ) = ( ; ) Per trovare
lo sviluppo richiesto bisogna derivare due volte rispetto a z il sistema formato dalle identita g(z,y(z),z(z)) =3

e 2 +y(x)z(z) +6 =0, ricavando alla fine ( g::gg; ) = ( 1% ): pertanto si ha y(z) = —2— $2° + 00(2”) e
4

z(z) = 3+ 32° + 0o(z?), che mostra come, per la curva definita dal sistema iniziale (intersezione tra le superfici
Xz e z? +yz+4+6 =0), il punto A sia di massimo locale per la coordinata y (e, coerentemente col punto (a), il
valore di y”(0) = f% ¢ lo stesso di prima) e di minimo locale per la coordinata z. Questo si puo effettivamente
dedurre anche dall’osservazione della Figura 4.

(c) L’insieme D = {(z,y,2) : 2®+3*> =4, £ <0, —1 < z < 0} & una striscia di superficie cilindrica (vedi Figura 3),
ed & compatto perché chiuso (definito da equazioni e disequazioni larghe continue) e limitato (infatti 22+y?<de
|z| < 1). Inoltre esso & contenuto nel dominio di g, perché per i punti di D vale 22 +y*> -2z —2 = 4—2x—2 > 4 > 0.
Per il calcolo degli estremi di g su D dividiamo quest’ultimo in Dy = {(z,9,2) : 2> + 3 =4, £ < 0, —1 < z < 0}
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(punti non sul bordo, superficie regolare), DI = {(x,y,2) : 2 +3*> = 4,2 < 0,z = 0} (bordo semicircolare

superiore senza estremi, curva regolare), Dy = {(x,y,2) : 2> +¢y* = 4,2 < 0,z = —1} (bordo semicircolare
inferiore senza estremi, curva regolare), Dy = {(z,y,2) : 2°> + y* = 4, x = 0,y = 2} (lato verticale sinistro del
bordo senza estremi, curva regolare), D3 = {(x,y,2) : 2> +y? = 4, x = 0,y = —2} (lato verticale destro del bordo

senza estremi, curva regolare) e Ds = {E1(0,2,0), E2(0,—-2,0), E3(0,2,—1), E4(0,—2,—1)} (i quattro estremi,
varieta di dimensione zero). Per Dy si ha g¢(E1) = g(F2) =2log2 ~ 1,39 e g(E3) = g(E4) = 2log2 — 1 ~0,39.
I segmenti verticali D3 si parametrizzano facilmente con la coordinata z considerando (0, F2,2) con —1 < z < 0:
su entrambi la funzione diventa G(z) := ¢(0, F2, z) = log(4 — z) + z, che & priva di punti stazionari in —1 < z < 0.
Le semicirconferenze DJ conviene parametrizzarle con ’angolo 6 delle cooordinate cilindriche: ad esempio per D;‘
si puo considerare (2cos#,2sin#,0) con § < 6 < 37’“, e lo stesso per D, con z = —1 anziché z = 0; quanto a Dy,
si puo applicare il metodo di Lagrange (la sua equazione & 2% + 4% = 4, con le limitazioni z < 0 e —1 < z < 0).
Tuttavia, per questi ultimi settori di D il calcolo diventa complicato, e non lo completiamo.
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Prova scritta (04/09/2007) ‘

1. Dire per quali @ € R convergono i seguenti integrali, calcolandoli poi per av = 0:

“+o00 1 1 1— atl
(1) / e D742 1 1)~ sin 2z du, (ii) / logll—x 2 | dx
0 o (I—=z)

2. Si abbia l'equazione differenziale log(zy’ + y) = ax, ove a # 0.

(a) Studiare, senza risolvere ’equazione, l'esistenza di eventuali soluzioni costanti e la
crescenza e convessita delle soluzioni non costanti.

(b) Determinare I'integrale generale dell’equazione, mostrando se esistono soluzioni def-
inite su tutto R. Trovare poi la soluzione f,(x) dell’equazione per x > 0 tale che
fa(1) = 0.

(c) Determinare la soluzione g,(z) dell’equazione differenziale y” — a?y = a tale che
9a(0) = L e g/,(0) = 0. Per quali o # 0 'equazione 2z fo(z) = go(2) ha soluzioni
reali xo, > 07

3. Sia g(x,y) = o* +y* — 4xy?.

(a) Dire per quali k € R le curve di livello I'y = {(z,y) : g(x,y) = k} non sono regolari,
indicando quali sono i loro punti singolari. Parametrizzare la curva I'; all’intorno dei
suoi punti A(1,0) e B(0, —1), determinando in due modi la retta tangente affine a I'y
in essi.

(b) Dopo aver provato che lim, ) o0, 9(7,y) = +00,(38) dimostrare che ¢ ha minimo
assoluto in R? e che tutte le sue curve di livello ', sono compatte.

(c) Determinare i punti di R? di estremo relativo per g, dicendo in quali di essi g assume
il valore minimo assoluto.

2

(d) Calcolare gli estremi assoluti di f(z,y) = 2x — y* su I'y, e le estremita est e ovest

di I'y.

4. Sia X la superficie dell’ellissoide di centro (—1,0,1), con assi paralleli ai tre assi coordinati
e semiassi di lunghezza 2, 1 e 1 nelle direzioni rispettivamente z, y e z.

(a) Scrivere un’equazione di definizione g per X, e usarla per calcolare il piano tangente
affine a X nel suo punto A(—2, @, 3). Parametrizzare poi X adattando in modo
opportuno le coordinate sferiche nello spazio tridimensionale, e ricalcolare lo stesso
piano tangente affine.

(86)passare in coordinate polari (p,0), facendo attenzione all’uniformita in 6.
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(b) Dal sistema formato dalle equazioni g(z,y,2) =0 e log(zy —2%+1)=zyz —1,
allintorno della soluzione B(—1, —1, 1) si vorrebbero esplicitare due delle coordinate
(z,y,2) in funzione della rimanente. Spiegare come cio sia possibile, e trovare gli
sviluppi al secondo ordine delle coordinate esplicitate. Come si interpreta geometri-
camente il risultato?

Soluzioni.

1. (i) L’integrale f0+°° el=De(2 4 1)"sin2z¢ dx  va studiato in 0% e +oo. In 0T la funzione integranda &
infinitesima per ogni «, dunque ovviamente integrabile. Quanto a +oo, per a < 1 si ha che fq(x) = ele e (2 +
1)~ decresce a 0", dunque I’integrale converge grazie a Abel-Dirichlet (in realtd converge anche assolutamente,
grazie alla rapiditad con cui decresce l'esponenziale); al contrario, per a > 1 fo(x) diverge rapidamente a +oo,
e l'integrale proposto non pud convergere (il ragionamento & simile a quello fatto per f;roo 2”7 sinx dx quando

~ > 0); infine, per @ = 1 l'integrale diventa f0+oo(m2 + 1) !sin2z dx, che in 400 converge per confronto perché

[(2% + 1) sin2z| < z% Ricapitolando, I'integrale converge per o < 1. Per a = 0 si ottiene f;oo e Tsin2zrdr =

(—te "(2cos 2z + sin2x)|§ > = (0 — 2) = 2.
atl
(ii) L’integrale 01 % dz , che ha senso per a # —1, va studiato in 07 e 17. In 0% distinguiamo o < —1:
a+1 a+1l a+1
se a < —1 il termine 22" ¢ un infinito, dunque log |1 — 2 2 | ~g+ log(z 2" ) ~4 logz (si ricordi che se f ~. g
a+1

sono > 0 e lontane da 1 allora log f ~. log g), percio l'integrale converge; mentre se a« > —1 il termine ™ 2~ & un
. . . N atl atl atl . .. at1

infinitesimo, percio log|l —z 2 | =log(l —z 2 ) ~g+ —z 2 da cui la condizione 3= > —1, ovvero a > —3

a+

T~ (1—a) si

(vero). Dunque l'integrale converge in 0" per ogni o # —1. Passiamo ora a 17: poiché |1 — z

ha log |1 — x%\ ~7- log(1 —x), pertanto si tratta di capire Uintegrabilita di l‘zit =t"%logtint~ 0T, verificata

se e solo se —a > —1, ovvero a < 1. Ricapitolando, I'integrale proposto converge per ogni a < 1 (con a # —1).
Per a = 0 esso diventa fol log(1 — v/7) dz: posto z = t* si ha [log(1 —/z)dz = [ 2tlog(l —t)dt = t*log(1 —t) —
[ (=) dt = t?log(1—t)+ [(5 —t—1)dt = (> —1)log(1—t) — 1t* —t+k = (x—1) log(1— /z) — 32— VT +k,

dunque [ log(1 — v/z)dz = ((z — 1) log(1 — y/z) — o — /)b = (=1 — 1) — (0) = —2.

2. (a) Una soluzione costante y(z) = yo di log(zy’ + y) = azxr dovrebbe soddisfare I'identita logyo = ax per
ogni x, cosa evidentemente impossibile: dunque non vi sono soluzioni costanti. Si ricava poi xy’ 4+ y = e**: una
ax 7

soluzione eventualmente definita in z = 0 dovra soddisfare y(0) = 1 mentre per = # 0 si ha ¢y’ = <——% dunque le

soluzioni non costanti avranno un punto stazionario sulla curva y = e, e per x 2 0 saranno crescenti sotto/sopra
. . .. . . o z(ae®® —y')—(e*T—y) _ (azx—2)e*

tale curva. Derivando ambo i membri rispetto a x si ottiene y" = 5 = -

soluzioni avranno flessi sulla curva y = —%(oea: — 2)e*” e saranno convesse/concave sopra/sotto tale curva.

-
*2Y  dunque le

(b) Dividendo per z si ha I'equazione lineare 3 + p(z)y = q(x) con p(z) = L e q(z) = %, che per z # 0

ha integrale generale y = =(2e®” + k+) (ove k+ sono le costanti per z = 0); I'unica soluzione su R si ha per

ki = k- = —1 ovveroy = 60;;1 (con y(0) = 1 e ¢'(0) = £). Imponendo invece che y(1) = 0 si trova

ky = —éeoﬂ da cui fo(r) = =—*.

(¢) L’equazione y”’ —a? y = «, lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, si risolve facilmente trovando y(z) =
Ae* + Be *" — 1 ed imponendo che y(0) = L e y/(0) = 0 si trova A = B =1, da cui ga(z) = %
L’equazione 2z fo(x) = ga(x) diventa dunque 2e*® — 2e® = e*® + ¢~ ** — 1, ovvero sinhax = %(ea — 1), che per
ogni a # 0 ha sempre una e una sola soluzione zo > 0 (si noti che sign 5 (e® — 1) = sign a).

3. (a) (Figura 1) Data g(z,y) = «* +y* —4ay?, si noti che g(x, —y) = g(z,y): dunque le curve di livello T's, saranno

simmetriche rispetto all’asse z. Il gradiente Vg = (4(z> — y?), 4y(y> — 2z)) si annulla in O(0,0) e P (v/2, £v/3),
punti singolari di I'yg (per O) e I'_4 (per Py e P_). Tutte le altre curve I'y, saranno regolari, e tra esse anche I'1,

Corrado Marastoni 129



Analisi Matematica II — Test, esercizi e prove d’esame (dal 2004/05 al 2008/09)

cui appartengono A(1,0) e B(0,—1). Essendo Vg(A) = (4,0), all'intorno di A I'equazione g(z,y) = —1 pud essere

esplicitata solo rispetto a z, ottenendo la parametrizzazione (forma grafico) z(y) con z(0) = 1 e g(z(y),y) =1

per y ~ 0; da z'(0) = —% = 0 si ottiene la retta affine tangente x — 1 = 0(y — 0) ovvero = = 1, ottenibile anche

da Vg(A) - (z — 1,y — 0) = 0. D’altra parte, essendo Vg(B) = (—4, —4), all’intorno di B 'equazione g(z,y) = 1

puo essere esplicitata sia rispetto a x che a y: ad esempio si ha la parametrizzazione y(z) con y(0) = —1 e
—4

g(z,y(x)) =1 per x ~ 0; da y'(0) = —=; = —1 si ottiene la retta affine tangente y — (—1) = (—1)(z — 0) ovvero

y = —x — 1, ottenibile anche da Vg(B) - (z — 0,y — (—1)) = 0.

(b) In coordinate polari (p, ) si ha g(z,y) = g(pcos8, psind) = p?(p(cos” 0 + sin® §) — 4 cos O sin® 0) > p*(1p —4)
(per uniformizzare in 6 si & usato il fatto che cos* # + sin* 6 > % per ogni 6, come si verifica facilmente), dunque
lm s ) —o0, (2, ) > limp— oo p3(%p — 4) = 4o00. Poiché g & continua, non & difficile ora provare che g ha
minimo assoluto e che le curve I'y, sono compatte. Il primo passo € osservare che, preso un qualsiasi k € R, si
ha che Cx = {(z,y) : g(z,y) < k} & compatto in quanto chiuso (disuguaglianza larga di funzione continua) e
limitato (per la definizione di limite: essendo lim(, ,)— o0, 9(2,y) = 400 esistera di certo un raggio ry > 0 tale
che g(z,y) > k se ||(z,y)|| > rr, dunque Cj & contenuto nella palla {(z,y) : ||(z,y)|| < k}). Poi, osservando che
ad esempio g(0O) = 0, si avra che Cp ¢ un compatto non vuoto (perché O vi appartiene) , e 'eventuale minimo
assoluto di g in R? dovra essere uguale al minimo assoluto di g in Cp (infatti, se P € R? ¢ un punto di minimo
assoluto per g allora dovra essere g(P) < 0, e dunque P € Cj), e il minimo assoluto di g in Cy esiste per il teorema
di Weierstrass. Infine, la curva Iy, & compatta in quanto chiusa (equazione di funzione continua) e limitata (perché
contenuta in C, che & limitato).

(c) Poiché g & differenziabile, gli estremanti relativi (e in particolare anche i punti di minimo assoluto) di g in R?
si trovano tra i punti stazionari, ovvero in cui Vg si annulla: ma questi punti li abbiamo gia trovati prima, e sono

O, P; e P_. Per determinarne la natura usiamo il metodo dell’hessiano, che & Hy(z,y) = ( 13;/2 4(3;283 2 )

4
Essendo Hy(P+) = ( I:% Tg\/‘/g definite positive, i punti P+ e P— sono di minimo relativo stretto (con

g(P+) = —4). D’altra parte Hg(O) ¢& identicamente nulla, dunque non dice nulla circa la natura di O, ma basta
osservare ad esempio che g(0O) = 0 e che g(z,z) = 22°(x — 2) (restrizione di g alla retta y = x, passante per O)
cambia segno per x 2 0 per rendersi conto che O & una sella. A questo punto & ovvio che il minimo assoluto di g
in R? ¢ —4, assunto in P, e P_.

(d) (Figura 1) Per calcolare gli estremi assoluti di f(z,y) = 2z —y*> su Ty = {(z,y) : g(z,y) = 1} con-
viene usare il metodo di Lagrange. I punti stazionari per f su I'1 sono le soluzioni del sistema dalle equazioni

det ( 4("732_ v?) 4y(922; 22) ) =0 (ovvero xy(x2 - 2) =0)e o' +y*— 4312;1/2 =1, ovvero gli otto punti A(1,0),

A'(—1,0), B'(0,1), B(0,-1), C+(v/2,+V2 e D1 (V2,£v/2V2 — : essendo f(A) =2, f(A") = -2,
f(B) = f(B") = —1, f(Ci) \/5 e f(Di) \/5 ~ 2,2, il massimo assoluto d1 fsuly e +/5 (assunto in Dy e
D_) ed il minimo & —2 (assunto in A’).

La ricerca delle estremita est e ovest di I'; si fa allo stesso modo, sostituendo f(x,y) con h(z,y) = z: sta-
volta andranno trovate le soluzioni del sistema dato dalle equazioni det ( 4(13; v 4y(1’20* 22) ) =0 (ovvero

y(y? —2z) = 0) e 2* +y* —4xy® = 1, che sono i quattro punti A(1,0), A’'(=1,0) e Ex(v/ V5 +2,4+1/4(v/5 + 2)).

Essendoz, =1,2,, =—1e Ty, = V542 ~ 21, I'estremita ovest di I'; & A’ e quelle est sono E4 e E_.

Al

4. (a) (Figura 2) In generale la superficie dell’ellissoide di centro (xo,yo, 20) € di semiassi a, b, c ha equazione
(I;USO)Z + <y’b§°)2 + (Z;‘ZO)Q = 1 e, adattando le coordinate sferiche, si pud parametrizzare (a parte i punti che
stanno sul semipiano y = yo con = < xo) tramite v(0, ) = (zo + acosfsing, yo + bsinfsin ¢, zo + ccos ) con
0 €] —m,m[ e ¢ €]0,7[: nel nostro caso si ha pertanto +(z +1)* +y° + (z — 1)*> =1 = 0 (o anche g(z,y,2) =

2+ 4y? +422 420 —824+1=0)e v(0,p) = (=1 4 2cosfsinyp,sinfsinp,1 + cosp). Il punto A(—2 V2 3)

y 9 19
sta su X (si noti che g(A) = 0 e che A = v(04,04) con (cosfa,sinfs) = (?,@) e (cospa,sinps) =
(%, ?), ovvero 4 = m — arcsin f e pa = %), dunque il piano tangente a X in A da un lato ha equazione

Vg(A) - (x — za,y —ya,z — z4) = 0 ovvero © — 2v/2y — 22+ 7 = 0, e dall’ altro ha espressione parametrica
{A+Xdvy,, (L0 +pdy,, . 0,1 : A peRY = {(z,y,2) = (—2— V2A =y, 2 — IA+ X0y, 2 — ).
A, o € R}, che eliminando A, p rida la precedente equazione cartesiana.
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. . . . N 2z + 2 8 8z — 8 .
(b) (Figura 2) Lo jacobiano del sistema & v, 2 Y 5" ), che nella soluzione
my722+1 Y zy722+1 :cyfz§+1 v

B(—1,-1,1) diventa ( 8 *08 fg ): I'unico minore nonsingolare ¢ quello in (y, z), dunque per il teorema

del Dini si pud solo esplicitare (y(z),z(z)), con (y(—1),z(—=1)) = (=1,1). Per lo sviluppo richiesto bisogna
derivare due volte rispetto a x il sistema delle due identitd con y(z) e z(z), ricavando (y'(—1),2'(=1)) = (0,0) e
(y"(~1),2"(-1)) = (3, —1): pertantosiha y(z) = =1+ (z+1)*+o((z+1)?) e 2(z) = 1—%(z+1)*+o00((z+1)?).
Il punto B & la y-estremita negativa di X, dunque geometricamente & piuttosto ovvio che (come mostra lo
sviluppo) y(z) abbia un minimo locale (che sard in realtd globale) in z = —1; meno intuibile il risultato per
z(z) (lo sviluppo evidenzia un massimo locale in z = —1), per il quale conta ’andamento locale della superficie

log(zy — 2> +1) = 2yz — 1 in B.

1. Le curve I'g (azzurra, col punto singolare O), I'_4 (nera, ridotta ai soli punti P:F di minimo assoluto per g su R2), T'; (porpora) con i
punti di massimo (verde) e minimo (rosso) locale per f(z,y), le cui curve di livello sono grigie o gialle. Le estremita est della curva sono blu.
2. La superficie X (porpora), il punto B (verde), la superficie log(zy — 22 4+ 1) = wyz — 1 (rosso). Dietro si intravedono il punto A ed il piano

tangente affine (giallo).
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’Prova scritta (18/09/2007)‘

1. Sia fo(z) = (e —1)%.

(a) Dire per quali & € R converge 'integrale f0+oo z**L f,(x) dx, e calcolarlo per o = —1.

1
(b) Studiare 'andamento della funzione integrale F(z) = / " A (t)dt senza calcolare
1

una primitiva di fi(¢). Solo alla fine cercare tale primitiva, ricavandone un forma
finita per F.

2. (a) Dire se 'equazione differenziale 2x3yy’ cos(y?) = 1 ha soluzioni costanti. Trovarne
poi, al variare di m € Z~g, la soluzione y,,(x) del problema di Cauchy con y,,(1) =

Jm.

(b) Trovare, al variare di a € R, tutte le soluzioni y(z) dell’equazione y”+2e~**+ay’ = 0.

3. Nel piano cartesiano, I' & Dellisse con fuochi O(0,0) e F'(2,1) e semiasse maggiore lungo
3

5+

(a) Determinare®”) un polinomio g(z,y) tale che I' = {(z,v) : g(z,y) = 0}, e calcolare

la retta r ortogonale a I' nel suo punto A(2,0). Trovare poi una parametrizzazione
di I all’intorno di A, ed usarla per calcolare nuovamente la retta r.

(b) Dire perché f(x,y) =x+ 2y — 1 ammette estremi assoluti su I', e calcolarli. Inter-
pretare poi graficamente i risultati ottenuti.

(¢) Parametrizzare globalmente I' = {(z,9) € I' : y < 0}, e scrivere correttamente
(senza calcolarli) gli integrali che ne danno la lunghezza e le coordinate del baricentro
geometrico.

4. Sia h(z,y,z) =arctg(r +y —2) —x +yz.

(a) Dire quali superfici di livello X, = {(z,y, 2) : h(x,y, 2z) = a} sono regolari, e calcolare
il piano tangente affine a X; nel suo punto Q(—1,3,2).

(b) Dall’equazione h(x,y,z) = 7 si vorrebbe, all’intorno della soluzione @, esplicitare
y(z,z). Mostrare che cio ¢ possibile, calcolare lo sviluppo al primo ordine di tale
funzione implicita ed usare quanto trovato per ricalcolare il precedente piano tangente
affine.

(c) Mostrare che la curva ¢ ottenuta intersecando X7 col paraboloide ellittico 3z =
22 +y?—4 &regolare all’intorno del suo punto Q, e calcolare T,¢ in forma cartesiana
e parametrica.

(8M)Gi ricorda che, dati nel piano cartesiano due punti distinti F1 e F» ed un numero o > %\Fl F5|, lellisse avente
Fi e F» come fuochi e o come lunghezza del semiasse maggiore coincide col luogo dei punti P(z,y) tali che
|PF1| =4 |PF2| = 2.
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Soluzioni.

1. (a) L’integrale 0+°o %t (e* —1)% da va studiato in 0% e in +o0o. Poiché e® —1 ~g x si ha 227! (e —1)% ~p+
o 3a . P i
zotte = 2%t da cui la condizione 37"‘ +1 > —1, ovvero a > —%, Quanto a +o0o, a causa della rapida

decrescenza dell’esponenziale si ha integrabilita quando o < 0, mentre per o = 0 si ottiene x, che non & integrabile

a 4o00. Ricapitolando, I'integrale proposto esiste per f% < a < 0. Quando o = —1, posto e — 1 = u? (da cui
z =log(u®+1) e dzv = uS—L du) si ha O+°° \/eiﬁ dr = 0+°° %HZL du = 2(arctgu]f™ = 2(5 —0) = .

(b) (Figura 1) La funzione fi(t) = ve! — 1 & definita (e localmente integrabile) per ¢ > 0, dunque il dominio
1

di F(z) = [ Vel —1dt ¢ dato da = > 0, ovvero > 0. Poiché fi(t) ¢ positiva, si avra F(z) = 0 quando

L =1 (ovvero z = 1), e F(z) > 0 se e solo se £ > 1 (ovvero 0 < z < 1). I limiti notevoli sono lim, ¢+ F(z) =

1+°° Vet —1dt =400 e limg— 4o F(z) = flo Vet —1dt = — f01 Vet —1dt =: £ < 0, un numero finito e negativo
di cui non conosciamo il valore preciso fin tanto che non disponiamo di una primitiva di fi(¢): in ogni caso, F'(x)

<0,
> 0, dunque F &

RV el/z_1

ha la retta y = ¢ come asintoto orizzontale a 4+-oco. Derivando si ha F'(z) = fi(2)(2) — f1(1)(1) = =¥

el/z+4x(el/z—l)

2244/ el/z 1

strettamente convessa. Solo a questo punto cerchiamo una primitiva di fi(¢): posto come prima e’ — 1 = u?, si
ottiene [Vel —1dt =2 u;‘—il du = 2(u — arctgu) + k = 2(v/et — 1 — arctgvet — 1) + k, da cui si determina

la forma finita F(z) = 2(vel/® —1 — arctgVel/* — 1) — 2(y/e — 1 — arctg /e — 1) che permette finalmente di
calcolare il valore di £ = lim;— 4o F(z) = —2(v/e — 1 — arctgv/e — 1) ~ —0,8.

dunque F ¢ strettamente decrescente. Infine, derivando ancora si ha F''(z) =
2

2. (a) Se y = yo fosse una soluzione costante di 2x3yy’ cosy® = 1, essendo y = 0 si avrebbe 0 = 1, assurdo:
dunque l’equazione non ha soluzioni costanti. Notiamo che, per lo stesso motivo, nessuna delle soluzioni puo
essere definita in z = 0, né puo annullarsi, né puod assumere valori del tipo /% + k7 con k € Z. Separando le

variabili si ha allora (2y cos )y’ = z%, da cui, integrando, si ottiene siny? = —ﬁ +k; la condizione y(1) = v/mm
da allora 0 = —% + k, da cui k = %, e dunque siny? = ‘"”22;21‘ Usando ancora la condizione di Cauchy si ottiene

2
allora ym (z)? = arcsin ””2;21 + m, da cui finalmente y,, (x) = 4/arcsin I;Z’Ql + mm, definita per x > ?

—ax

(b) L’equazione y" + 2e + oy’ = 0, ovvero ¥’ + ay’ = —2e~*", & del 20 ordine a coefficienti costanti.
Trattiamo subito a parte il caso & = 0, in cui si ha y” = —2, che ha come soluzioni y(z) = A 4+ Bz — 2> con
A, B € C; d’ora in poi supponiamo « # 0. Le radici dell’equazione caratteristica sono 0 e —a, dunque un sistema
fondamentale di soluzioni dell’omogenea sono 1 e e~ **. Una soluzione particolare della completa sara della
forma §(z) = aze ** con a da determinare; imponendo che §” + af’ = —2e " si ottiene a = 2, dunque
I'integrale generale sara y(z) = A+ (B + 2x)e " con A, B € C. Naturalmente, nel caso a # 0 si pud procedere
anche come segue: da y” + ay’ = —2e¢~°" integrando si ricava y' + ay = 2e"*" + k con k € C, e risolvendo
come equazione lineare del 1o ordine si ha y(z) = e‘”(@ + h) con k, h € C, che & del tipo precedente con

(A, B) = (L&, h).

3. (a) (Figura 2) Come ricordato, l'ellisse ¢ il luogo dei P(x,y) per i quali vale \/z2 + y2++/(z — 2)2 + (y — 1)2 =
3. Scrivendo \/(a: —2)2 + (y —1)2 =3 — /22 + 42 ed elevando al quadrato si ottiene 2 — 4z +4+y> —2y+1 =
9+ 22 4+ 3% — 64/22 + 92, ovvero 3\/x2 +y2 = 2z + y + 2; elevando ancora al quadrato si ha 922 + 9y* =
4a? + y? 4 4 + 4oy + 8z + 4y, ovvero il polinomio richiesto g(x,y) = 52* — 4xy + 8y* — 8z — 4y — 4 = 0. Si noti
che g(A(2,0)) = 0: un vettore ortogonale a I"in A ¢ Vg(A) = (10x — 4y — 8, —4x + 16y — 4)(2,0) = 12(1, 1),
dunque la retta ortogonale aI'in A ¢ r = {(z,y) = (2,0) +¢t(1,-1) : t € R} = {(z,y) = (2+¢t,—t) : t € R};
eliminando il parametro ¢ si ottiene la forma cartesiana z+y—2 = 0. Essendo g—z (A) = —12 # 0, per ottenere una

. . . ). . . N .. _ _ _ 12
parametrizzazione di I' all’intorno di A si pud esplicitare y(x) da g(z,y) =0, con y(2)=0 e y'(2)=—-=5=1
(per uso futuro, notiamo che in questo caso da g(z,y) = 8y* — 4(z + 1)y + 522 — 8z — 4 = 0 si pud trovare la

forma esplicita y(z) 2t VAt )2 82 8ad) 1(z 41— 3V1+ 2z —2?)), dunque la retta ortogonale a

= 8
I'inAeé y—0=—7(x—2), ciod nuovamente z+y—2=0.
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(b) T’ & compatta in quanto chiusa e limitata, percid la funzione continua f(z,y) = z+2y—1 vi ammette estremi
assoluti per Weierstrass. Per determinarli usiamo il metodo di Lagrange, in base al quale i punti stazionari di f su

I" sono le soluzioni del sistema dato dalle equazioni det ( 102 7143, s am +216y 4 ) =0 (ovvero 2z—2y—1=0)

e g(z,y) = 52° — 4oy +8y* — 8z — 4y — 4 = 0, ovvero i punti B(0,—3) e C(2, 3): essendo f(B) = —2e f(C) =4,
gli estremi di f su I" sono —2 (assunto in B) e 4 (assunto in C'). L’interpretazione grafica dei risultati ottenuti &
evidente, visto che le curve di livello di f sono le rette del tipo = + 2y + k = 0 (Figura 2).

(c) (Figura 2) La porzione di ellisse I = {(z,y) € T : y < 0} pud essere parametrizzata globalmente come il tratto
di curva-grafico della funzione y(z) = 1 (z + 1 — 3v/1 + 2z — 2?) (ricavata poco fa) compreso tra i punti (—2,0) e

—2 9] — R? data da v(z) = (z,y(z)). Da~'(z) = (1,y'(z)) = (1, 11 + \/%)) si

)2, con cui si calcolano la lunghezza L = [?, ||y (z)||dz e

(2,0), ovvero tramite v : [

3(z—1)
142z —x2

le coordinate del baricentro (+ 22 2|y ()| de, T 22 y(@)|y (@) da).
5 5

ha I’elemento d’arco ||¥'(z)|| = \/1 + =01+

4. (a) Data h(z,y, z) = arctg(x +y — 2) —x +yz, si ha Vh = ((z+y—1z)2+1 -1, (z+yjz)2+1 +z,— (z+yjz)2+1 +9);
m = —z =y = 1, si ottiene il solo punto P(—2,1, —1). Poiché h(P) =1,
tutte le superfici di livello X, con o # 1 saranno regolari, e lo sara anche X; in tutti i punti diversi da P.
Essendo h(Q(—1,3,2)) = 7 si ha Q € Xz, ed il piano tangente affine a X7 in Q(—1, 3,2) ha equazione cartesiana
Vh(-1,3,2) - (x — (—1),y — 3,2 — 2) =0, ovvero (0,3,2) - (z+ 1,y — 3,2 — 2) =0, ovvero 3y + 2z — 13 = 0.

(b) Da Vh(Q) = (0, 3,2) si nota che %Z(Q) =3 # 0, dunque da h(z,y, z) = 7 si puo esplicitare y(z, z) all’intorno
di @, con y(—1,2) =3 e Vy(—1,2) = (%(—1,2), %(—172)) = —1(0,2) = (0,—2): pertanto lo sviluppo richiesto
ey(x,2) =3+4+0(@+1)—2(2—2)+o(||(z+1,2—2)|). Inoltre, poiché X7 & espressa localmente in Q come grafico
di y(z, z), il piano tangente affine a X7 in Q ¢ dato da y = 3+0(z+1) — 2(z — 2), ovvero ancora 3y + 2z — 13 = 0.

ponendo Vh = (0,0,0), ovvero

(c) Per vedere che la curva £ ottenuta intersecando X7 col paraboloide ellittico k(z,y,2) = 2> +y*—32—4 =10 &

regolare all’intorno del suo punto Q(—1, 3,2) basta verificare che la matrice ( g:gg; ) = ( o, 2 ) ha rango

6
x
2, il che & evidente. Lo spazio tangente (omogeneo) T,¢ & la retta di forma cartesiana ( _02 2 _23 ) ( y ) =

( 8 ), ovvero { ‘Z’iféiié’z _o ; un vettore parallelo & percid (21,4, —6), da cui la forma parametrica Tt =

{t(21,4,—6) : t € R}.

1. Grafico della funzione integrale F(x) dell’ex. (1.b). 2. L’ellisse T dell’ex. 2 (la porzione T & in blu). La retta ortogonale a I' in A & in

azzurro. Le curve di livello di f sono grigie, mentre quelle passanti per B e C —estremanti assoluti per f su I'— sono gialle.

Corrado Marastoni 134



Analisi Matematica II — Test, esercizi e prove d’esame (dal 2004/05 al 2008/09)

’ Prima prova parziale (15/05/2008) ‘

1. Sia f, :]0,400[— R, folz) = zai\/g'

(a) Studiare I'integrabilita (semplice e assoluta) di fo(x) edi fu(x)sin(3z?) al variare
di a € R. Calcolare poi f0+°° fa(x)dx.
2

(b) Studiare 'andamento di F(x) = fxlz f2(t) dt; risalire poi a una forma finita di F'.

2. Si abbia l'equazione differenziale \y” + (A — 1)y —y = ¢(z) ,ove X € R e p(z) ¢
continua.

(a) Posti A#0 e ¢(x) =1+ e ", determinare I'integrale generale.

(b) Posti A=0 e ¢(z) = x%rl , dare un’espressione della soluzione g(x) tale che g(1) = 2

e calcolarne i limiti in —171 e in +o0.

3. (a) Disegnare nel piano le curve A di equazione logy +1 = zy e B definita polarmente
da p(6) = V2tgh con 0 <0 < 5, parametrizzarle in modo opportuno e calcolare
I’equazione delle rette tangenti nel loro punto P(1,1). Scrivere poi in modo corretto

(senza calcolarlo) 'integrale che da la lunghezza del tratto di B con = < \/g .

(b) Intersecando in R3 la superficie z = 22—2y? (cos’e?38)) col semipiano 2z+4y—z = 0
con y > —1 si ottiene una curva I'. Descrivere I' e parametrizzarla in due modi diversi,
prima come grafico di x e poi con un uso opportuno delle funzioni iperboliche cosh ¢
e sinh ¢, esibendo il cambio di parametro, e calcolare in due modi un vettore tangente
aI'in O(0,0,0).

1

aty®—2 e oyl

4. Si consideri la funzione reale f(x,y) = sy

(a) Disegnare il dominio di f, gli zeri ed il segno; parlare della continuita; calcolarne poi
i limiti notevoli nei punti d’accumulazione in R? del dominio.

(b) Disegnare L = {(z,y) € R? : max{|z|,|y|} > 1,z —y+1<0,22+9% <4}, e
descriverne le proprieta topologiche (aperto, chiuso, compatto, connesso...?). Che

dire di f(L) e di f|.?

(38>per capirlo, provare ad intersecarla con i piani verticali y = k e orizzontali z = k al variare di k£ € R.
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Soluzioni.
1. (a) La funzione fq :]0,+oo[— R, fo(z) = m va esaminata in 0% e in 4o0, all'intorno dei quali ha segno
positivo. In 07 si ha f,(z) < ﬁ, dunque l'integrale converge per ogni « per il confronto. In 400, se @ < % si
ha fo(z) ~ o ﬁ, non integrabile; se invece o > 1 si ha fo(2) ~4oo -5 = 27, da cui —a < —1 ovvero a > 1.
Pertanto O+°° fa(x) dx ha senso se e solo se a > 1.
Passiamo ora a go(z) = fo(z)sin(3z%). In 0T si noti che g, ¢ infinitesima, dunque integrabile, per ogni a.
Quanto a +00, go(z) ha segno oscillante; ponendo ¢t = z? si ha f;roo Jo(x)dz = +oe 1 sin 3t 5~ dt =

t2 4t

1

i 1+°° S8t dt: se @ > 1 (ovvero se a > 1) si ha |as”‘73t| < a+1 e dunque si ha integrabilita assoluta
t 2 +t4d 2 +t4

mentre se O‘T'H < 1 (ovvero se a < 1), grazie alla presenza di t1 si ha integrabilita semplice per Abel-Dirichlet,
anche se non assoluta. Ricapitolando, f0+°° Jga(x) dx converge semplicemente per a < 1 e assolutamente per o > 1.

. +<>o o0 o0
postox:u251hafo g(ac)dac: o mdw:2f 2+1

(b) (Figura 1) F(x) = le2 f2(t) dt f 2 t2+\[ dt & definita per = # 0 (infatti, poiché fa2(t) ¢ definita per ¢t > 0

va posto z® > 0, che equivale appunto a x # 0) ed & evidentemente pari, dunque la studieremo per z > 0.

Essendo f2(t) > 0 si ha F(z) > 0 se e solo se 22 < 1, ovvero 0 < z < 1. Come visto in precedenza la

funzione f2(t) & 1ntegrab11e sia in 0" che in —i—oo7 dunque i due limiti notevoli di F(z) sono finiti e valgono
(z) =

lim, o+ F( fo t2+\[ dt > 0 e limg— 400 F(x f+oo t2+\[ dt = 1+°O t2+\/ dt < 0 (per il valore pre(nso
servirebbe ad esempio una primitiva di f2(¢)). Derlvando per z > 0 si trova F'(z) = —2x fo(2?) = —

Infine, se o = 2 du = (2 arctgu]f ™ = .

27

13+l )

_62®_ qunque F &
z3+1)2 bl q

si puo risalire integrando ad una forma finita per F': essendo

dunque F' & strettamente decrescente per x > 0; derivando ulteriormente si trova F''(z) = (

strettamente convessa per x > 0. Da F'(z) =

3+1
3 _ 2 : 5 2 _ bac
z°4+1= (m—‘,—l)(m —x+1) si avra B l‘+1 + 2.1 ber opportuni a, b, c € R, e sommando e confrontando
i i - _2 p_2 — _4. 2 _2( =z=2 1 \y_ 2¢1l 2z-1 _ 3 1 _ 1y =
si ottiene a = 3,bf sec=—3: dunque ol 3(962,3”1 ZH), 3(2962736+1 2 e 123 z+1)*

5oy dz = 2(log Varoatl —/3 arctg(22=2

2L 22l 1 _9 1) dacuiF(z)= f et o Vel ))+k, ed imponendo

3\2 g2—g4+1 z+1 (217\/51)2+1

che F(1) = 0 si ottiene k = 2(log2 + ”T‘@) (si ricordi che cid vale solo per x > 0: in generale, data la parita di
F, basta sostituire x con |z|). Per finire, & ora possibile calcolare precisamente i limiti notevoli di F: essi sono
lim, ot F(z) = 2(% +10g2) ~ 1,67 e lime—s 00 F(z) = —2(% —log2) ~ —0,75.

2. (a) L’equazione A\y” + (A — 1)y’ —y = 1 + e * & del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica ha radici —1 e %: dunque un sistema fondamentale di soluzioni per 'omogenea ¢ dato da ¢1(z) = e~ *
e pa(x) = ex® (se A\ # —1)edada pi(z) = e * e pa(x) = ze™® (se A = —1). Una soluzione particolare relativa a
bi(xz) =1 & la costante @1 (z) = —1. Quanto a ba(x) = e~ %, se A # —1 una soluzione particolare & del tipo p2(z) =

axe” *, e si ricava a = ; se invece A = —1 una soluzione particolare ¢ del tipo @2(z) = az?e™®, e si ricava

1
-5
a = —3. Dunque, se A # —1 I'integrale generale reale (al variare di A, B € R) ¢ y(z) = (A— %Hx)e_z +Bex® —
; se invece A = —1 esso & y( )=(A+ Bz — a%)e " —1.

(b) PostiA =0ep(z) = m si ottiene ’equazione lineare del primo ordine y'+y = —

della soluzione §(z) tale che g(1) = 2 é g(z) =e " (2e —

= +1 ; un espressmne integrale

1 P dt). Poiché l'integrale generalizzato f1 Hfl dt =

- fll t% dt diverge a — (1nfatt1 t+71 N’jﬁ 747 non & integrabile in —1+) si ha lim,—,_;+ g(z) = +o00. Quanto

a +o00, 'integrale generahzzato 1

(infatti limi— 400 ;57 = +00), dunque limz— 400 J(z) =

T

¢ in forma 2: con de I’'Hépital si ha allora limz— 4o §(2) = limz— 0o —5- =07

2e— [} t+1 dt

eT

limz—>+oo

3. (a) (Figura 2) La curva A definita dall’equazione logy + 1 = zy (deve essere dunque y > 0) & esprimibile in
forma-grafico z(y) = log++1, di facile disegno (si ha z(y) > 0 per y > e, lim, o+ 2(y) = —o00, limy— o (y) =

of, z'(y) = —";# dunque z(y) ha massimo assoluto z(1) = 1 in y = 1). La parametrizzazione associata ¢
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74 3]0, +oo[— R? con y4(y) = (x(y),y), dunque un vettore tangente a A in P(1,1) & v/4(1) = (2'(1),1) = (0, 1):
pertanto la retta tangente a A in P(1,1) ¢ z = 1.
La curva polare B data da p(6) = v/2 tgf con 0 <0 < Z si parametrizza come noto tramite 5 :]0, Z[— R? con

v8(0) = (p(6) cos b, p(0) sinh) = (v/2sin 6, ﬁ?g::) Derivando si trova v5(6) = (V2cos,v2sinf(1 + —5)),
dunque un vettore tangente a B in P(1,1) = v5(%) ¢ v5(5) = (1,3): la retta cercata & {(1,1) + ¢(1,3) : t € R},
ovvero 3z —y — 2 = 0.

L’elemento d’arco per B & 1/p(60)% + p/(0)? df = ﬁ@ do; si ha () = V/2sinf < \/g per0<6< 2,

cos2 0

v/ 1+sin2 6 cos? d0

cos? 6

dunque la lunghezza, cercata & v/2 fo%
(b) (Figura 3) La superficie z = z? — 2y> & un paraboloide iperbolico (“sella da cavallo”): la traccia che lascia
sul piano verticale y = k & una parabola z = x® — 2k?, e sul piano orizzontale z = k & l'iperbole 2% — 2y*> = k
(con vertici lungo 1'asse © o y a seconda che k = 0) che degenera nelle due rette y = i?m suz = 0. 1l

piano & dato da z = 2z + 4y, e confrontando le due espressioni di z si ottiene x? — 2y?> = 2z + 4y, ovvero
2 2
((@’\;721))2 N (I(I)l?) = 1, un’iperbole nel piano orizzontale z = 0 di semiasse g lungo y e asintoti pendenti i?

traslata nel centro (1,—1): il ramo di questa iperbole con y > —1 non ¢& altro che la proiezione di I sul piano

z =0, ed & dato da y(z) = 1/% —xz+ 1 —1 (ricavata dall’equazione precedente). Ricordando che z = 2z + 4y

si ha allora z(z) = 2z + 4y(x) = 2z + 4@/% —x+1 -4, da cui la parametrizzazione v; : R — R® data da

y1(z) = (z,y(x), z(x)) come grafico di z. Ricordando che (sinht, cosht) & il punto che corre sul ramo di iperbole

Y? - X2 =1 con Y > 0, adattando opportunamente alla nostra situazione (bisogna traslare il centro in (1, —1),
V2

riscalare rispetto y di un fattore %5* e ricordare che z(t) = 2x(t) +4y(t)) si ottiene la parametrizzazione alternativa

72 : R — R? data da y2(t) = (2(t), y(t), 2(t)) = (1 4 sinht, —1 + g cosht,2(—1 4 sinht — v/2cosht)). Tl cambio
di parametro ¢ o : R — R data da * = «(t) = 1 + sinht (& biiettiva, e o/(t) = cosht # 0 per ogni t). Si ha

eto—e~t

O = v1(0) = v2(to) con 1 + sinhtg =1+ fa =0, ovvero to = log(v/2 — 1): derivando si trovano i vettori
tangenti v1(0) = (1,—1,0) e y5(to) = (V2, —?, 0), ovviamente paralleli.

p4y2—2 ——io . . . . . . . .
4. (a) (Figura 4) Il dominio di f(z,y) = % e Tevl si ottiene rimuovendo dal piano R? i due assi coordinati
e la bisettrice y = ; in tale dominio f & continua, si annulla sulla parabola © = 2 — y? ed ha segno dato dal
quoziente tra i segni del numeratore (positivo fuori dalla parabola e negativo dentro) e del numeratore (positivo

sotto la bisettrice e negativo sopra). I limiti notevoli sono nei punti degli assi coordinati, in quelli della bisettrice

e in co2. In un qualsiasi punto degli assi coordinati diverso da O(0,0) il limite & 0, perché evidentemente ef\'le\
tende a 07. Nei punti della bisettrice diversi da P(1,1) e Q(—2,—2) (sono le intersezioni con la parabola) e da
0(0,0) il limite & oo, perché x —y tende a 0; in P e @ il limite non esiste, perché tendendovi lungo la parabola f &
nulla, ma in ogni loro intorno vi sono punti della bisettrice in cui —come visto— f diverge. E non esiste nemmeno
in O: infatti, tendendovi lungo ’altra bisettrice si ha limz—o f(z, —z) = limz—o "2;7;“_2 67%2 = 0, ma anche in
ogni suo intorno vi sono punti della bisettrice in cui f diverge. Ci resta solo coz, nemmeno nel quale esiste il limite
(si ragiona come per P e Q: tendendovi lungo la parabola f & nulla, ma nei punti della bisettrice f diverge).

(b) (Figura 4) L = {(z,y) € R? : max{|=|,|y|} > 1, z —y+1 <0, 2% +y* < 4} & un sottoinsieme di R? chiuso (si
noti che max{|z|, |y|} > 1 d& un chiuso perché ¢ 'unione dei due chiusi |z| > 1 e |y| > 1) e limitato (& contenuto
nella palla di centro O e raggio 2), dunque compatto; esso € inoltre connesso per archi (infatti, comunque dati due
suoi punti, & un facile esercizio descrivere una curva continua fra loro) e dunque connesso. Se L fosse interamente
contenuto nel dominio di f, poiché f & continua la sua immagine f(L) sarebbe anch’essa un sottoinsieme compatto
e connesso di R, dunque un intervallo [a, b] chiuso e limitato. B pero evidente che L non & contenuto nel dominio
di f (infatti gli assi ne sono esclusi). Dobbiamo alzare bandiera bianca? In questo caso, non troppo presto: infatti,
da quanto visto prima si puo estendere per continuita f a tutti i punti degli assi diversi dall’origine O con valore 0
(ovvero definendo f(z,0) = f(0,y) = 0 per ogni x # 0 e ogni y # 0), e se pensiamo a questa f estesa allora quanto
detto prima diventa vero (infatti L si tiene ben lontano dalla bisettrice, i cui punti sono ora gli unici esclusi dal
dominio). Gli estremi a e b dell’intervallo f(L) = [a, b] saranno rispettivamente il minimo e massimo assoluti di
flr, che esistono per Weierstrass: tuttavia, a questo livello del corso non siamo ancora in grado di calcolarli®®).
Lo saremo alla fine del corso, una volta acquisiti i mezzi del calcolo differenziale.

(39 A dire il vero, dalla figura si pud dedurre che a < 0 e b > 0: perché?
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1. La funzione integrale F'(z) dell’esercizio 1. 2. Le curve A (viola) e B (verde) dell’esercizio 3.

3. Il paraboloide iperbolico (grigio rigato) e il semipiano (grigio), la curva I' (rosso) e la sua proiezione sul piano orizzontale (viola).

4. Dominio (zone colorate), zeri (rosso), segno di f(z,y) (positiva in giallo, negativa in grigio) e insieme L (viola) dell’esercizio 4.
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’Prova scritta - Seconda prova parziale (16/06/2008) ‘

3—4a
1. [S]  Studiare l'integrabilita generalizzata di f,(x) = ‘ww\ log z|** + e7o%.
x p—
2. [S] (a) Trovare in due modi U'integrale generale S dell’equazione y — 2xy’ =1 per z > 0.

(b) Data per x > 0 I’equazione differenziale lineare 2x2y” — xy’ +y = 523 + 1, cercarne
un sistema fondamentale di soluzioni4?) del tipo {z?, P } per opportuni o, § € R
con a # f3, e scriverne l'integrale generale T. Calcolare infine SNT.

3. [S,P] Sia f(z,y) = 2% —y+log(zy + 3).

(a) Trovare dominio e limiti notevoli di f.

(b) Dire quali curve di livello di f sono regolari; detta poi X quella passante per A(2, —1),
calcolare la retta affine tangente a X in A.

(¢c) Mostrare che, all'intorno di B(—1,2), da f(x,y) = f(B) si puo esplicitare y(x).
Calcolare lo sviluppo di y(z) fino al secondo ordine in z = —1, deducendo il carattere
di tale punto.

(d) Trovare eventuali estremi locali di f nel dominio. Dire poi perché f ammette estremi
assoluti nell'insieme C' = {(z,y) : 22 — 3 < y < 1}, e calcolarli.

4. [P]  In R3si abbiano la funzione g(z,y,z) = 2zy +e*72¥* + 32 eil punto A(1,1,-1).

(a) Dire quali delle superfici di livello di g sono regolari. Detta X quella passante per A,
calcolare T4 X in due modi.

(b) Sia II il piano orizzontale (z,y), e sia A’ la proiezione di A su II. Determinare la
spirale di Archimede in II (rispetto alle usuali coordinate polari di II) alla quale
appartiene A’.(41) Detto I il tratto di tale spirale nel primo quadrante di II, si faccia
ruotare I' di un giro completo attorno all’asse y: trovare una forma cartesiana della
superficie cosi ottenuta.

(c) La curva ¢ giace su X, passa per A e la sua proiezione su Il ¢ I'. Spiegare perché ¢
esiste ed & unica (almeno vicino a A), parametrizzarla e determinarne la retta tangente

affine in A.

(49 ricorda che un “sistema fondamentale di soluzioni” & una base dello spazio di soluzioni dell’omogenea

associata.
(4L una spirale di Archimede & una curva polare di tipo p = kO, per qualche k > 0: si chiede dunque di trovare il

buon k.
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Soluzioni.

1. La funzione fo(z) = %Hog z|** + 7% & definita in {x € R : x > 0, z # 1}, dunque Dintegrabilita
va controllata in 0%, in 1T e in +oo; inoltre, in 07 e 1T 1'addendo e™**, avendo limite finito, non influisce

sull’eventuale integrabilitd o meno di fa(x), e dunque li ci occuperemo solo dell’altro addendo.

In 0% si ha %| log z|** ~g+ 237%%|log 2|**, dunque la condizione & 3 — 4a > —1 (ovvero a < 1) oppure
3 —4a = —1e2a < —1 (no); pertanto fo(x) & integrabile in 0" se e solo se a < 1.

In 1% si ha |logz| ~ |& — 1|, dunque %Uogm\%‘ ~x |l =171 da cui @ — 1 > —1, ovvero a > 0.

Infine, in 400, se a < 0 si ha lim f,(z) = +00 (a causa di e”** se @ > 0, o per conto diretto se @ = 0), dunque
niente integrabilitd; se « > 0 ’addendo e~ ** & integrabile (dunque ancora una volta non influisce sull’integrabilita
omeno di fo(z)), mentre Paltro addendo & ~4 %(log x log z)*, dunque la condizione & 2—5a <
—1 (ovvero a > £) oppure 2 — 5 = —1 e 2a < —1 (no); pertanto fu(z) ¢ integrabile in +oo se e solo se a > 2.

)2a — '1:2—5(1(

2. (i) L’equazione (del primo ordine) y — 2xy’ = 1 si puo risolvere per x > 0 sia come lineare che come variabili
separabili: in entrambi i casi si ottiene facilmente S = {k\/z +1: k € R}.

(ii) Essendo z > 0 possiamo portare I’equazione in forma normale "’ — %y’ + ﬁy = %x + ﬁ Imponendo
che z” sloddisﬁ per ogni x > 0 equazione omogenea associata si ottiene y(y — 1)z7 ™% — %’ym“’*l + ﬁ:ﬂ =0,

ovvero =(2v% — 3y + 1)z?~2 = 0, verificato per v = 1 oppure v = +: dunque un sistema fondamentale & dato da
2 2

{Vz, x}. Per trovare la soluzione particolare, usando il metodo della variazione delle costanti arbitrarie si trova

g(z) = %az?’ +1,® e percid T = {Ayz+ Bz + %IB +1:A,BecR}. A causa della presenza dell’addendo %x?’ si
nota dunque che SNT = @.

3. (a) (Figura 1) Tl dominio di f(z,y) = 2* —y+log(zy+3) & dato da xy > —3, ovvero la parte di piano compresa
tra i rami dell’iperbole equilatera zy = —3 (esclusa). I limiti notevoli sono nei punti dell’iperbole e in co2: in un
qualsiasi punto dell’iperbole (a, —%) il limite vale chiaramente —oo; quanto a coz, tendendovi lungo il semiasse
{(z,0) : > 0} si tende a +00, mentre I'insieme degli zeri {(z,y) : f(z,y) = 0} non & limitato (ad esempio & facile
vedere, con un confronto grafico, che per ogni y = k > 0 fissato, dunque anche per k grandissimo, I’equazione
f(z, k) =0, ovvero k — x> = log(kx + 3), ha una soluzione z > 0): percio il limite in coz non esiste.

(b) Siha Vf = (22 + !5, -1+ ;;%3), dunque si ha V/f = (0,0) quando xzy 4+ 3 =« = —Z%: si ricava dunque
y = =222 da cui 22° + £ — 3 = 0, e poiché quest’ultima equazione ha come unica (evidente) soluzione reale
x =1, si ottiene il solo punto stazionario P(1, —2). Dunque l'unica curva di livello con un punto singolare in P &
(eventualmente, ma anche nella realta: vedi la Figura 1) quella data da f(z,y) = f(P) = 3. In particolare X, che
¢ datada f(z,y) = f(A) =5, e regolare; e la retta affine tangente a X in A ¢ datada Vf(A)-(z—2,y—(-1)) =0,
ovvero (3,1) - (z — 2,y + 1) = 0, ovvero la retta 3z +y — 5 = 0.

(c) Essendo Vf(B) = (0,—2), per Dini si puo esplicitare y(z) all'intorno di z = —1 con y(—1) =2 e y/(—1) =

—L% = 0: il punto x = —1 & dunque stazionario per y(z), ma per capirne il carattere serve anche y”(—1). Da
P

f(z,y) = f(B) = —1, derivando rispetto x si ricava 2z — y' + % = 0 (da cui, calcolando per x = —1 con
y(—1) = 2, si ritrova y'(—1) = 0); derivando ancora si ha 2—y" + (y,ﬂ’/+Iy,&<;i’$?;>f(y+my/)2 = 0 da cui, calcolando
per z = —1, si ha y”"(—1) = —1 < 0: dunque z = —1 & di massimo locale per y(z), come conferma la Figura 1.

2
2_ 1y 3
(d) (Figura 1) Come visto, 'unico punto stazionario & P(1,—2); I’hessiano Hy(z,y) = ( <13y+3>2 <1yt§>2 )
(@y+3)2 T (@y+3)?
in P diventa Hy(P) = ( ;’2 2 ), che & indefinito: dunque P & una sella. I’insieme C' = {(z,y) : 2*—3 <y < 1}
& un compatto interamente contenuto nel dominio di f, e dunque per Weierstrass f vi assume estremi assoluti; per
il calcolo conviene decomporre C' nel suo interno C1 (aperto, dunque varieta di dimensione 2), nel tratto rettilineo

C senza estremi (varietd di dimensione 1), nel tratto parabolico C3 senza estremi (altra varietd di dimensione

(®)a dire il vero, che dovesse esserci una soluzione particolare del tipo az® + 1 era abbastanza intuibile anche
osservando 1’equazione nella forma di partenza, e bastava imporlo per trovare il buon «.
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1) e nei due punti C4{D(2,1), E(—2,1)} (varieta di dimensione 0). In C}, come appena visto, non vi sono punti
stazionari ('unico stazionario, peraltro non estremante, sarebbe P, ma non vi sta). Cs & parametrizzata da (¢, 1)
con |t| < 2, dunque si ha F(t) := f(t,1) = t* — 1 +log(t + 3): da F'(t) = 2t + —= = 0 si ottiene 'unica soluzione

43
accettabile ¢ = —3_2ﬁ, da cui il punto G(—%ﬁ, 1). C3 & parametrizzata da (¢,¢> — 3) con [t| < 2, dunque si
ha F(t) := f(t,t> — 3) = 3 + log(t® — 3t + 3): da F'(t) = t??’i;i?) = 0 si ottiene ¢ = F1, ovvero L(—1,-2) e

la vecchia conoscenza P(1,—2); infine, entrambi i punti di Cs sono da considerarsi stazionari. Gli estremi di f
potranno dunque essere assunti solo nei punti {G, L, P, D, E}: essendo f(G) = log(HT‘ﬁ) — %(\ﬁ —2) ~ 0,07,
f(L)=f(D)=34logh~4,6e f(P)= f(F) =3, il massimo assoluto di f su C' & 3+ 1log5 (assuntoin D e L) e
il minimo & log(3+T‘ﬁ) — 3(V7-2) (assunto in G).

1. Esercizio 3: la curva blu & f(z,y) = 3, che come si osserva & singolare in P(1, —2); la curva rossa & f(z,y) = 5 passante per A(2, —1), con
retta tangente in giallo; la curva porpora & f(z,y) = —1 passante per B(—1,2), e si nota che la funzione implicita y(z) ha ivi un massimo
locale; infine, I’'insieme compatto C' & quello rosso. 2. Esercizio 4: la superficie g(z, y, z) = % (gialla) passa per A (blu); la spirale I (porpora)

passa per A’ (rosso) nel piano II; la retta r tangente a £ in A (nero).

4. (a) (Figura 2) Data g(z,v, z) = 2xy+e™T2¥% + 3z, il gradiente Vg = (2y+e"T2Y2, 20422 ¢"T2V7 2y " T2Y% 1 3)

si annulla quando e®T2V% = —2¢y = -7 = —%: si ricava percid 4y = 3, da cui y = :I:é, ma essendo e?T2Y* =

: N _ V3. N _ V3 _ V3 _ _ V3

—2y > 0 si puo accetta{i solo y = —35>: percio %f— —%°, ovvero x = —%°z, che messo con y = —5°
3 3vV3

in "2 = —2y da e 27 *Y3 = /3, ovvero e 2 ° = /3, ovvero —#z = log(v3) = 1log3, ovvero

z= —? log 3, da cui x = % log 3. Si ottiene dunque il solo punto singolare P(% log 3, —?, —? log 3), in cui vale

g(P) = —? log 3 + e losd _ g log3 = ?(2 —log 3) ~ 0,8. La superficie di livello X = {(z,y, 2) : g(z,y,2) =
g(A) = 3} contenente A(1,1,—1) & dunque regolare, ed essendo Vg(A) = (3,1,5) si ha TaX = kerdg, =
{(z,y,2) : Vg(A) - (z,y,2) = 0} = {3z + y + 5z = 0}; alternativamente, da g(z,y,2) = 3 si pud esplicitare ad

esempio z(z,y) all'intorno di (zo,50) = (1,1) con 2(1,1) = —3 e (&2, g—;)(l,l) = (=%,—1%), percid TaX pud
essere anche visto come il grafico di dz(l,l), che e z = —%x — %y7 dunque nuovamente 3x + y + 5z = 0.

(b) (Figura 2) Le coordinate polari di A’(1,1,0) sul piano IT sono (po, 6o) = (v'2, T), dunque la spirale di Archimede
contenente A’ & p = kof con ko = 477—‘/5. (Per uso futuro, calcoliamo un vettore tangente alla spirale in A’:
usando la solita parametrizzazione () = ko(f cos6,0sinf), si ha v'(§) = ko(cos F — Fsin §,sin 5 + S cos ) =
(% - l,% +1).) Nel primo quadrante si ha 6 = arctg £, dunque un’equazione cartesiana per I' ¢ data da
Va2 4+ y% = ko arctg ¥; per avere un’equazione cartesiana della superficie ottenuta ruotando I' di un giro completo
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attorno all’asse y, grazie alla simmetria cilindrica attorno all’asse bastera allora rimpiazzare = (che nel primo

quadrante & > 0) con pcii = V&2 + 22, ottenendo \/x2 + y2 + 22 = ko arctg ——2—.

2422

(¢) (Per capire meglio quanto si sta per spiegare, si cerchi di farsi nella mente un’immagine della situazione
descritta nel quesito aiutandosi con la Figura 2.) Come visto prima, essendo %(A) # 0 si puo esplicitare z(x,y)
vicino ad A: in altre parole, esiste un intorno aperto U di A in R? tale che, detto U’ la sua proiezione su II
(dunque U’ & un intorno aperto di A’ visto come il punto (1,1) del piano (z,v)), il pezzo di varieta X N U pud
essere visto come grafico della funzione z(z,y) : U' — R, ovvero X NU = {(=z,y, 2(z,y)) : (z,y) € U'}; ancora
con parole diverse, per ogni punto (x,y) di U’ (nel piano) c¢’¢ uno e un solo punto di X NU (nella varietd) che gli
corrisponde diffeomorficamente, ed & quello con le prime due coordinate uguali a (z,y) e la terza coordinata data
da z(z,y). Dunque la curva £ non & altro che la copia diffeomorfa in X N U della curva I', o perlomeno del pezzo
di T che sta in U’; una parametrizzazione § per £ & ereditata dalla v di T, ovvero 7(8) = (v(8), z(v(6))), definita
per 0 vicino a 6y = T (I'argomento di A’). Derivando rispetto a 6 e ponendo poi § = %, un vettore tangente
a l&allora 7' (%) = (v(3),Vz(1,1) - 7/(5)): ricordando che Vz(1,1) = (=2,-1) e~ (3) = (2 = 1,2 + 1) si
ottiene 7' (%) = (2 — 1,2 +1,—1(15 —2)) (che giustamente, si noti, & ortogonale a Vg(A4) = (3,1,5)). Una forma
parametrica della retta cercata ¢ percio {(1,1,—3) + A(2 = 1,2 +1,-1(%8 —2)) : A e R}.

IS
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’ Prova scritta (30/06,/2008) ‘

1. Dire qual’¢ il dominio (valido per ogni a € R) e studiare in esso l’integrabilita generalizza‘ca
di fo(z)=2%|x — 2|3TCurl (arctg x)**1. Calcolare poi f02 fo(x)dz e f (x) dx.

2. Sia data l'equazione differenziale (y')?> = xy3. Mostrare che 'integrale generale ¢ dis-
pari®?); determinare quindi I'integrale generale per x > 0, verificando se, per qualche
a € R, esso ha elementi in comune con quello dell’equazione vy’ + ay’ = 2.

3
~———, esiaI' la curva polare data da p = f(#) con —7 <60 < %.
2 —sinx

3. Sia f(x) =

(a) Dopo aver studiato ’andamento di f(x) nel periodo [—7, 7], disegnare I (cos’e?),
parametrizzarla opportunamente e calcolarne la retta tangente affine nel punto dato
da # = 0. Esprimere poi I' in forma cartesiana e ricalcolare la medesima retta.

(b) Dopo aver mostrato che I' & compatta, calcolare gli estremisu I' di h(z,y) = 22+y>+y
interpretando poi geometricamente i risultati.

4. Sia g(l‘,y, Z) = (gl(xvyvz)u 92(337:%2)) = (arctg(Zx —y+ Z) +I2 +yz, vYyz — 22 + 1) :

(a) Dire quali superfici X, = {gi1(z,y,2z) = a} hanno punti singolari; esibire una
parametrizzazione di X all’intorno dell’origine, e calcolarne in due modi il piano
tangente affine.

(b) Dal sistema g(x,y,z) = (1,0) esplicitare, all’intorno della soluzione (xg,yo, z0) =
(0,1,1), due coordinate in funzione della rimanente, e calcolare gli sviluppi al primo
ordine delle funzioni implicite cosi trovate.

(c) La funzione z —y ha estremi locali su Y = {ga2(z,y,2) =2} ?

Soluzioni.

1. Il dominio di fo(z) = 2|z — 2|37&Jrl (arctg z)*T!, valido per ogni a € R, & ]0,+oo[\{2}; lintegrabilita
va dunque esaminata in 07, 2F e +oo In 0" si ha falz) ~54 ozt = x2°‘+1 da cui 2a+ 1 > —1 ovvero
a>—1. In 2T vale fo(z) ~55 |z — 2|2 E > 1 da cui + 1> —1 ovvero @ > —z. Infine, in +oo vale fo(z) ~7
pOp Bt = x%‘yﬂ da cui 5—“ +1< —lovveroa < —% Dunque idue mtegrah rlchlestl convergono fo fo(z)dx =

2+1 dxr =2 arctg2 — 0+
2 f02 2{;‘{” dz =2 arctg2+ 1 5 fo -2 22:”_1 — 2_H)d:n =2 arctg2+ 5 (:c —2log(x® 4+ 1) — arctgz]? = 2 arctg2 +
1(2—2log5—arctg2)—(0) = 2 arctg2+ 1 —10g5 per l'altro, ponendo x —2 = u? (da cui x = u?+2 e dz = 2udu)

. “+oo %) +oo o] u &S] s
si ha 2 f-1 ( dx—f2 x\/r x:2f0 2+2du_f0 Wduf(\/iarctg(ﬁ)Jr :T\/ﬁ

fo —x) arctgz dz & un 1ntegrale ordinario, e vale ((21’ — 12%) arctg z]g — fo (22— 12?%)

(42) 5yvero, detti ST gli integrali generali per 2 = 0, si ha S~ = {—f(—z): f € ST}.
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2. Sia (x) una soluzione di (y')? = zy>® per x > 0, e si consideri ¥(z) := —p(—z), definita dunque per z < 0:

poiché allora 1 (z) i= —(—1)¢/ (—z) = @' (—2), si ottiene (1 (x))? = (¢ (~2))? = (—2) (p(—2))* = a(—p(—2))* =

z(1(x))?, ovvero anche 1)(x) & soluzione per = < 0. Tl viceversa si dimostra allo stesso modo: dunque I’integrale

generale ¢ dispari. Per x > 0 si noti che deve essere y(z) > 0 (infatti z(y(z))® = (y'(z))? > 0): notato che la

costante y = 0 & soluzione, separando le variabili in 3y’ = 4/xy3 si ottiene yfgy’ = +/z, da cui integrando
1 3

v o= :I:% + h al variare di h € R, ovvero y(z) = -—>~ al variare di ¥ € R (ed entrambi i segni F sono
2

v
ammissibili). L’equazione y” + ay’ = 2 ha integrale generale y(z) = A+ Be™ ** + 2z al variare di A,B € R (se
a # 0) oppure y(x) = A+ Bx + 2 al variare di A, B € R (se a = 0), che non ha elementi comuni col precedente.

3cosx
(2—sinx)?2
] — %, %[, ha minimo 1 in * = —% e massimo 3 in x = 7. La curva polare I' & data da p =

3. (a) (Figura 1) In [—m, 7] la funzione f(z) = 5—>— & positiva; da f'(z) =

- si nota che f cresce in
—sin T

27§in9 = 1+eco:(9+%)
con p = % ee= %, e dunque —a meno di una traslazione dell’anomalia 6— si tratta di un segmento di ellisse;
come noto, & opportuno usare la parametrizzazione v : [ 7, Z] — R? data da v(0) = (p(0) cos 0, p(6) sin ) =
(Zeosb 356y Derivando si ha /() = 3((2 i;‘g)ﬁm o 2C08 3)2) pertanto la retta tangente richiesta & {y(0) +
M) :AeR={E,00+A2,2): xe R} ={(2+4 2X,2)) : X € R}, con forma cartesiana 2z —y — 3 = 0.
Da p = 5—3— si ricava poi 2p — psin@ = 3, ovvero 2y/22 + 42 = 3 + y, da cui la forma cartesiana p(z,y) =
42 4+ 3y® — 6y — 9 = 0. Essendo Vp(z,y) = (8z,6y — 6) si ottiene Vp(2,0) = (12,—6) = 6(2,—1), pertanto
I’equazione Vp(%, 0)(z— %, y — 0) = 0 rida la retta tangente 2z — 3 — y = 0, gia trovata in precedenza.

(b) (Figura 1) T' & compatta perché immagine dell'intervallo compatto [—7, &] tramite la funzione continua .
Per il calcolo degli estremi di h(z,y) = 2> + y* +y su I' basta considerare quest’ultima come fatta dai vertici
{A(-2,0), (f 1)} e dalla curva senza vertici data da —7 < 6 < & (curva regolare). Per i punti basta il calcolo
(vale h(A) = 2 e h(B) = 5). Per la curva senza vertici, componendo h con la parametrizzazione ~y si ottiene

0) = &= s?n0>2 4 JZoinb — 33'*'?25‘“51;)‘“ 9. derivando si calcola H'(0) = %, e vale H'(0) = 0 per
6 = —7%, ovvero il punto C(0,—1) in cui vale h(C) = H(—%) = 0. Dunque il massimo di 2 suT' & 5 (ottenuto in

B), e il minimo ¢ 0 (in C). Poiché, come si vede in figura, le curve di livello di h sono le circonferenze centrate in
(0, —%), con valore crescente al crescere del raggio, 'interpretazione geometrica ¢ del tutto chiara.

4. (a) (Figura 2) Da ¢i(z,v, 2) = arctg(2z—y+2)+a>+yz siha Vgi(z,y,2) = (1+(2JC Py +2zx, H_(MLH_Z)Q +
z, m + y); imponendo che Vgi(z,y,z) = (0,0,0) si ottiene Tz = X =2 =Y da cui
y =x, z = —x e dunque m = —z, ovvero 'unico punto singolare (—1,—1,1) che appartiene a

Xo. Pertanto tutte le altre superfici X, con a # 0 sono regolari, e lo ¢ anche Xg negli altri suoi punti, in
particolare nell’origine O(0,0,0): essendo Vgi(O) = (2,—1,1), da gi(x,y,z) = 0 si pud ad esempio esplicitare
localmente y(z, z) con y(0,0) =0 e (Y=, y-)(0,0) = (2,1), e questo fornisce una parametrizzazione locale tramite
Y(z,2) = (z,y(z,2),2) definita all’intorno di (0,0). Il piano tangente affine a Xo in O si pud ricavare dalla
forma cartesiana ¢1(z,y,2) = 0 come Vg1(O0) - (x — 0,y — 0,z — 0) = 0, oppure si pud esprimere dalla forma
grafico y(z, z) come y = y(0,0) + ¥2(0,0) (z — 0) + 9-(0,0) (2 — 0), oppure dalla forma parametrica v(z, z) come
{(0,0,0) + s(1, 9.(0,0), 0) + ¢(0, y-(0,0), 1) : s,¢ € R}: in tutti e tre i modi si arriva al piano 2z —y + z = 0.

2 _ 1 1
(b) Lo jacobiano del sistema g = (1,0) & Jy(z,y,2) = < F@a—yi? T2 TR n? 7 Tr@e—rn? Y
yz

Tz Ty — 2z
essendo J4(0,1,1) = ( 2.0 f2 ), la sola possibilita & di esplicitare (x, z) in funzione di y, con ( :“) ) = ( (1’ )
) =

1 0

e ( j:EB ) = —( R >_1( 0 ) = ( 0 ) (alternativamente, derivando il sistema-identita g(x(y),y, z(y)
2’ — 14z

(1,0) rispetto a y si ottiene { (zeoyin? T2 249" =0 qa cui, calcolando in y = 1 e ricordando che z(1) = 0
x'yz+xz+acyz —22z' =0

z/(1) —22/(1) =0
N z(y) _ o, (y—1)
e (1) )= (00 )
(¢) (Figura 3) L’insieme Y = {g2(z,y, 2) = 2} & una superficie regolare (infatti Vga(z,y, 2) = (yz, zz, vy — 22) si
annulla su tutti e soli i punti dell’asse x e dell’asse y, nessuno dei quali perd sta in Y): per cercare eventuali punti

e z(1) = 1 si ottiene { 20'(1) 422/ (1) = 0 guvero di nuovo 2’(1) = 2/(1) = 0): dunque lo sviluppo al primo ordine

. c s N . . s 38 ] e Yz = —x2
stazionari di (x,y,z) = z—y suY converra usare il metodo di Lagrange, che qui da il sistema { zy—2:=0 con
2
xyz —z° =1

soluzioni A(f, —V2, —1)e B(—\/i7 V2, —1). Lo studio del carattere dei punti A e B necessita di parametrizzare
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Y al loro intorno: ad esempio, vediamo cosa accade per A. Da Vg2(A) = (v/2, —v/2, 0) si nota che da zyz—2% = 1
si puo esplicitare x(y, z) con £(—v/2,—1) = /2 e (d&y, #.)(—v/2, —1) = (1,0); derivando parzialmente rispetto a
y e z lidentitd z(y, z)yz — 22 = 1 si ottiene { iygifri; fgz _, (da cui, calcolando in (y,z) = (—v/2,—1) si

. . . . . . . Eyyyz + 2&yz =0 .
ritrova (i, .)(—v2, —1) = (1,0)) e derivando di nuovo parzialmente si ha { #,.ys+syy+é.2+2=0 (da cui,
Eoyz + 2,y —2=0

calcolando in (y,2) = (—v/2, —1) si trova H,(—v/2, —1) = ( ‘f \35 )) Componendo £ con la parametrizzazione

vy, 2) = (z(y, 2), ¥, z) (definita all’intorno di (—+/2, 1)) di Y all'intorno di A si ottiene L(y,2) = z(y, 2z) — y:
poiché VL(y,z) = (&, — 1, &) si ottiene (come previsto) VL(—+/2,—1) = (0,0), ed essendo in questo caso
Hr(y, 2) = Hao(y, 2) si ha Hp(—v/2, —1) = ( ‘f \% ), definita positiva: dunque (—v/2, —1) & di minimo relativo
per L (ovvero A & di minimo relativo per £ su Y). In modo analogo si puo provare che B & di massimo relativo
per £ su Y, e la Figura 3 mostra in modo chiaro la natura di entrambi i punti.

1. Esercizio 3: il grafico y = f(x) & rosso, la curva I' in blu; il punto v(0) & nero, e la retta affine tangente & gialla; le curve di livello di h
sono in verde. 2. La superficie Xg dell’esercizio 4(a) & in porpora, il suo punto singolare (—1, —1,1) & rosso; il piano tangente nell’origine
(punto nero) ¢ in giallo. 8. La superficie Y dell’esercizio 4(c) & in azzurro (I’asse z & quello che punta verso ’osservatore), i punti A e B sono
rispettivamente in rosso e in verde; poiché le superfici di livello di £ sono i piani grigi paralleli a quelli visibili (e il valore di £ cresce tantopiu
il piano si sposta verso destra in basso nella figura) & chiaro che A e B sono rispettivamente di minimo e massimo locale per £ su Y.

Corrado Marastoni 145



Analisi Matematica II — Test, esercizi e prove d’esame (dal 2004/05 al 2008/09)

Prova scritta (07/07/2008) ‘

1. Studiare per z > 0 Uintegrabilita di fu(z) = log(wizﬂ) + |10gm|2a_1; calcolare f0+°?; (x) dx.
2

T (z+1)%a

2. Sia data in ]0, +-o00[ 'equazione differenziale zy’ = y'= + ¢(x), ove () & continua.

(a)
(b)

Posto ¢(x) = 0, risolvere il problema di Cauchy con y(1) =1 al variare di « € R.
Posto a = 0 e ¢(z) = arctg(x3), calcolare i limiti notevoli delle soluzioni al variare di
yo = y(1).

3. Sia X = {(z,y) € R?: 9(2? +4?) = 5(z3 — v3)} \ {(0,0)}.

Mostrare che X & una curva regolare, cercando per quanto possibile di intuirne ’an-
damento*3). Calcolarne poi la retta tangente affine 7 nel punto P(2, —1).
Parametrizzare ¥ (all’intorno di P) prima come curva-grafico e poi tramite il fascio
proprio di rette per l'origine, esibendo il cambio di parametro; e ricalcolare poi r in
altri due modi. Dire, infine, qual’e la conica che meglio approssima . vicino a P.

Y ha estremita locali in direzione alto-basso?

g(x,y,z) = (gl(xvyvz)u 92(337:%2)) = (V$_2y+z —3.’E2’+y2, l’—y‘f'QZ)

Mostrare che X = {gi(x,y,2) = 2} ¢ una superficie regolare, e calcolarne la retta
normale affine r in A(3,1,0); parametrizzare poi X attorno A, e ricalcolare la retta 7.

Dal sistema ¢g(z,y,z) = (—4,4) esplicitare = e z in funzione di y all’intorno della

arctg(z(y)+2(y)—3y)
z2(y)—22(y)+3z(y) y

Disegnare I'insieme L = {(z,y,2) : 2> + (y + 1)? < z < 2}, dire perché go ammette
estremi assoluti su di esso, e calcolarli.

soluzione (1,1,2), e calcolare il limite lim,—;

Soluzioni.

1. Poniamo fu(x) = f(2) + £P(2), con f () = T o f3)(g) = Dosel Tl poicne per 2 > 0

@+

3o

entrambe le funzioni sono positive, la loro somma fo(z) sard integrabile in un certo punto se e solo se lo saranno
entrambe. Per lo studio, sara opportuno ricordare che z°|log x| & integrabile in 07 se e solo se 3 > —1 (per ogni
v) oppure 8 = —1 e v < —1, ed integrabile in +00 se e solo se 3 < —1 (per ogni ) oppure 3 =—1e vy < —1.

Iniziamo da f{"(z), che va studiata in 07 e in +oo. In 0T, se & > 0 si ha log(z>* + 1) ~g+ 2°* e dunque

(43)Ad esempio, vedere dove X interseca gli assi, e mostrare che ha un’evidente simmetria; notato poi che

dall’equazione si ricava cos® 6 — sin®@ =

9% +y?)

9 .
5@?toy+y?) — S(ifsimfoosd) Sl ha che tendendo a

9 —
5 e r—y =

1
P

00? stando sulla curva ...
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(@) ~p+ 27, da cui —a > —1, ovvero o < 1; se o = 0 si ha fo(z) = log 2 (integrabile); se invece o < 0 si ha
che f‘gl)( ) & sempre infinitesima, dunque mtegrablle Pertanto f< )( ) & integrabile in 0% quando « < 1. Quanto
a +00, se @ > 0 si ha log(x®® 4+ 1) ~4oo log(z?*) ~7io logz, dunque fo(tl)(x) ~ieo 3% logx, integrabile per
—3a < —1 ovvero a > %; se a = 0 si ha fo(z) = log2 (non integrabile); se invece a < 0 si ha che fé”(x) ¢ sempre
infinita, dunque non integrabile. Pertanto fél)(w) ¢ integrabile in +oo per a > %
|2a71

Passiamo ora a fg)(x), che va studiata in 07, 17 e +00. In 0% si ha fff)(x) ~o+ |logx = 2°|logz|?*7 1,

sempre integrabile; in 17 si ha f(gf)(;z:) ~iz |z —1]**7" da cui 2a — 1 > —1 ovvero a > 0; infine, in +oo si ha

(22)(16) ~too " (log2)** 7!, da cui —4a < —1 (cioé a > 1) oppure —4a= —1 e 2a — 1 < —1 (no).
Ricapitolando, fa(z) ¢ integrabile in 0 per a < 1; 1o & in 17 per a > 0; e lo & in +00 per o > %. In particolare
f0+°° f% (z) dx converge (come somma dei due integrali convergenti di fgl)(x) e f@(m)), e (posto u = /)

3
+o0 400 log(z+1 +oo log(u? oo
vale [/ f1 () do = [°° REEE g 4 [F° Lo da = 2 72 18D Gy 4 (— zil;f =2(—Llog(u? + 1) —
f@%)ﬁgd@§w+«n—(—)_1+2@ammu—%kgm2+nﬁw:1+2«w—m—40—m)=2w—L
2. (a) Nell’equazione :cy/ = ¢!~ visto che ci interessa la soluzione per cui y(1) = 1 possiamo separare le variabili,
ottenendo y* 1y = 7. Se a = 0, integrando si ottiene log|y| = logx + h, e la condizione iniziale da h = 0, da

. . . . o .. . . . N . .
cui y(x) = x. Se invece a # 0, integrando si ottiene - = logx + h, e la condizione iniziale da h = é: si ricava

allora y* = alogz + 1, da cul y(z) = (alogz + 1)% (si noti che limq—o(alogz + 1)é =x).

(b) L’equazione zy’ = y+arctg(z®) & lineare, e pud essere posta nella consueta forma y' +p(z)y = ¢(z) con p(z) =
-3 eq(x) =
ardua da calcolare, dunque conviene ricorrere alla forma integrale y(x) = z( ] “ amg ) g + o), con yo = y(1);

3
i limiti notevoli da calcolare sono in 07 e in +o00. Poiché %(t)

%@3). Una primitiva di p(z) & P(z) = —logx, ma la primitiva [ e”®) ¢(z)dz = [ amtg(zg) dx &

~o+ toe mﬁmtesnna (dunque ovviamente

arctg(t ) arctg(t )

integrabile), il lim,_,q+ y(x) vale O per ogni yo € R. Si ha poi ~ o t27 dunque ¢ integrabile

anche a +o00: detto £ > 0 il valore finito di f1+°° %Q(ts) dt, se yo # ,g si ha limz— 400 y(x) = :I:oo a seconda che
z arcttg2(t,3) dt —¢

yo = —4; nel caso particolare yo = —¢, usando de I’'Hépital si ha limz— o0 y(z) = lime— 4 o0 11/738 =
. arc 'L‘S fI)2 H ™
lime— 400 % = —limg— 400 arctg(m3) =-3.

3. (a) (Figura 1) Posto h(x,y) = 9(x® +4*) — 5(z® — 43) si ha © = {h(x,y,2) = 0} \ {(0,0)}, dunque per vedere

che ¥ ¢ una curva regolare basta mostrare che in nessuno dei suoi punti si annulla Vi = 3(6x — 522, 6y + 5y°):
ponendo 6z — 522 = 6y + 5y = 0 si ottengono i quattro punti (0,0), (0, fg), (g, 0) e (g, fg), nessuno dei quali
sta perd in ¥ (si noti che (0, 0) & esplicitamente escluso, mentre per gli altri punti vale h(0, —g) = h(g7 0) = l%s

h(£,—2) = 218). La curva ¢ dunque regolare, interseca gli assi in (£,0) e (0, —2), ed & evidentemente simmetrica

rispetto alla bisettrice y = —z (infatti scrivendo (—y, —x) al posto di (a:, y) l’equazione non cambia). Seguendo il

suggerimento proposto, possiamo notare anche che da cos® 6 —sin® 6 = 3 1 segue che tg 6 tende a 1 sui punti della
curva quando p — +00, dunque la curva tende a diventare parallela all’altra bisettrice z — y = 0; inoltre, se in
r—y= 9(22+y?)  _ 9
y= 5(z2+zy+y2) ~ 5(1+sinfcosh)
V2 1

1(*2)? = 1) si nota che il secondo membro tende a

si fa tendere p — 400 (e dunque tgf — 1, da cui sinf cos@ = tghcos? § —

Ml:ﬁ = g, dunque ¥ tende asintoticamente alla retta
2

x —y = 2. La retta tangente affine r nel punto P(2, —1) ha equazione cartesiana Vh(P)- (z — 2,y — (—1)) =0,
ovvero 3(—8,—1) - (z — 2,y + 1) =0, ovvero 8z +y — 15 = 0.

(b) (Figura 1) Poiché Vh(P) = 3(—8,—1) # (0,0) si pud esprimere localmente ¥ come curva-grafico z(y) oppure
y(x). Ad esempio, scegliendo y(z) (definita in un intorno aperto I C R di = 2), all'intorno di P la curva si

esprime come y(z) = y(2) +y' (2)(z —2) 4 02(x —2) = -1 — =2 (z —2) +02(x —2) = -1 —8(z — 2) + 02(z — 2), e

lo sviluppo al primo ordine (cioé¢ y = —1 — 8(z — 2) = —8z + 15) rida la retta r. Alternativamente, intersecando
2 2
la retta generica y = mx con X si ottiene il punto y(m) = (—ggzg,i;, —9g’gfn"§j1§>), e in questo modo si ottiene

un’altra parametrizzazione di ¥ vicino a P (si noti che P = 'y(—%), e che dunque basta pensare v definita in

] — 00, 1[: prevedibile, visto che la retta y = = & parallela alla retta asintotica a X); il cambio di parametro con la

m . 0 m ms m 3 2
5Em3+i) Derivando y(m) si ottiene 7'(m) = £( ((m;’fl);Q)’ QWthS_TT);l

vettore tangente 'y'(f%) 15( 1,8), che ¢ effettivamente parallelo a r. Infine, la conica che meglio approssima

precedente ¢ allora x(m) = ) da cui il
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Y = {h(x,y) = 0} vicino a P ¢ la conica “osculatrice” data dalla stessa curva di livello dello sviluppo di Taylor al
secondo ordine di h in P (si rimanda agli appunti del corso per maggiori dettagli), ovvero h(P)+ Vh(P) - (z —
2,y+1)+ %(ac —2,y+1)-Hu(P)-(x—2,y+1)" =0, ovvero, a conti fatti, 32% + 2y — 4z + 5y — 1 = 0 (un’ellisse).
(¢) Tradotto in termini precisi, la domanda equivale a chiedersi se la funzione f(z,y) = y abbia estremi locali
in X. Il metodo di Lagrange dice che, per trovare i punti stazionari di f su X, bisogna risolvere il sistema
%(a:,y) = h(z,y) = 0. Da %(m,y) = 3(6z — 52?) = 0 si ricava © = 0 oppure & = g; se x =0, da h(z,y) =0 si
ricava 9y% + 5y® = 0 da cui la sola soluzione accettabile y = f% (dunque il punto A(0, f%)); se invece x = g, da
h(z,y) = 0 si ricava 125y 4225y +108 = 0, che si vede facilmente avere una sola soluzione reale yo €] —3, —2[,(44)
da cui un ulteriore punto stazionario B(g,yo). Per scoprire la natura di A e B (picchi, valli o flessi?) bastera
sviluppare al secondo ordine la funzione y(z) definita implicitamente al loro intorno da h(z,y) = 0, tenendo
presente che in essi dovra essere ¢’ = 0. Derivando h(x,y(x)) = 0 si ottiene 6(x + yy') — 5(z* — y*y’) = 0, che
calcolata sia per A (con z = 0 e y(0) = —2) che per B (con z = £ e y(£) = yo) rida effettivamente ' = 0.
Derivando ancora si ha 6(1 + (y')* + yy”) — 5(2z — 2y(y')* — y*y") = 0: calcolando per z = 0 (con y(0) = —2 e
y'(0) = 0) si ha y”(0) = —% < 0, mentre per z = % (con y(%) =y e y'(g) =0, e ricordando che —3 < yo < —2)
si hay”(8) =

m > 0. Dunque A & un picco per X, e B una valle, come confermato dalla Figura 1.

_ 1 2 1 _ A o
4. (a) Ponendo Vg(z,y,z) = (W =32 —smne T2 smnes 3z) = (0,0,0) si ottiene 3z =y =
3x = %/w%?w’ dacuiy =3z, 2 =x e 3z = 4\/%7, ma quest’ultima equazione non ha soluzioni (dovrebbe

essere contemporaneamente z < 0 e x > 0). Dunque tutte le superfici di livello di g sono regolari (nei punti

sopra il piano x — 2y + z = 0), e in particolare lo ¢ X in A(3,1,0): essendo Vg(A) = (%, 1, —g) un vettore
normale a X in A, la retta normale affine in A & data parametricamente da r = {(3 + ¢t,1 +¢,—2't) : t € R}.
Altrimenti, da g(z,y,2) = 2 si pud esplicitare y(z,z) con y(3,0) = 1 e (¥,9:)(3,0) = (—%,%), e cid da
una parametrizzazione locale v(x, z) = (z,y(z, 2), z) di X, da cui differenziando si ricavano due vettori paralleli

v =(1, —%,O) e w = (0, %, 1); la retta r ¢ allora generata da U A W = —(%, 1, —%), ed ¢ la stessa di prima.
1 2 1 .
(b) Lo jacobiano del sistema g = (—4,4) ¢ Jy(z,y,2) = < 2Ty EE —3 3 Ty T3 TR — e

ot

essendo Jg(1,1,2) = ( -5 1 2 > si pud esplicitare (z,z) in funzione di y, con ( (1) ) = ( ! ) e

1 -1 2 2(1) 2
(1) \ _ [ - 5 \"l/ _ 1/ 4 5 1 _( -+ - : arctg(z(y)+2(y)—3y)
(2@)=-(7 %) (L)==(% 50)(4)=( g ) Mhimite limy— S5ERESD
x'42'-3 —Trtir-3
1+(e+2—3y)?2 1+(1+2-3)2 __ 43

N . . 0. ITTA. = . . _ _
¢ in forma indeterminata §: usando de I’'Hopital, si ha limy— Swe7—2:5 132y 37 — 2(— L)—a(L)13(— 4y — T 10°

(c) (Figura 2) L’insieme L = {(z,y,2) : #* 4+ (y+1)? < z < 2} ¢ la zona di piano limitata in basso dal paraboloide
ellittico z = ? + (y + 1) (che ha il vertice in (0, —1,0) anziché nell’origine) e in alto dal piano orizzontale z = 2:
si tratta di un compatto (chiuso perché definito da disuguaglianza larghe di funzioni continue, e limitato perché
0 < z <2edunque 22+ (y+1)? < 2, ovvero |z| < V2e |y+1| < V2, ovvero —v2—1 < y < v/2—1) contenuto nel
dominio di g2(x,y, 2) = x —y + 2z: dunque g2 ammette estremi assoluti su L in base a Weierstrass. Per il calcolo,
dividiamo come di consueto L nell’unione disgiunta di varieta e cerchiamo su ciascuna di esse eventuali punti
stazionari di g2. Nei punti interni di L di certo gli estremi non vengono assunti (infatti Vg2 non si annulla mai). La
superficie di paraboloide senza il bordo (dunque per z < 2) si pud parametrizzare globalmente come grafico, ovvero
v(z,y) = (z,y, 2>+ (y+1)?) al variare di (x, ) nel disco aperto 2%+ (y+1)? < 2 del piano orizzontale: componendo
g2 con 7 si ottiene ¢(z,y) = x —y+ 222 +2(y+1)?, e facendo Ve(x,y) = (144x, —1+4(y+1)) = (0,0) si ottiene
I'unica soluzione accettabile (—%,—3), che da il punto U(—7,—2, ). 1l disco superiore senza bordo & anch’esso
parametrizzabile globalmente come grafico, ovvero con é(x,y) = (x,y,2) sempre al variare di (x,y) nel disco
aperto 22 + (y41)? < 2 del piano orizzontale: componendo g con § si ottiene ¥ (x,y) = z — y+ 2, il cui gradiente
perd stavolta non si annulla mai. Infine restano solo i punti della circonferenza {(z, vy, z) : =2+ (y+ 1)2 =2, z =2},
per i quali si pud usare Lagrange o la parametrizzazione naturale (v/2cos@, —1 ++/2sin6,2): in entrambi i casi si
ottengono i punti V(1,—2,2) e W(—1,0,2). Gli estremi di g2 su L potranno venire assunti dunque solo sui punti

U,V e W: essendo g2(U) = 2, g2(V) = 7 e g2(W) = 3 si ha che il minimo di g2 su L & 2 (assunto in U) e il

“Ynfatti p(y) = 125y° 4 225y + 108 tende a +co quando y tende a +oo, la derivata p'(y) = 75y(5y + 6) si
annulla in y = —¢ (massimo locale, con p(—£) > 0) e y = 0 (minimo locale, con p(0) > 0); dunque c’& un solo
zero reale yo < —g, ed essendo p(—2) > 0 e p(—3) < 0 si ha yo €] — 3,—2[ (in realta, un’analisi pit accurata

—dividendo ulteriormente I'intervallo | — 3, —2[— mostra che yo & assai vicino a —2, essendo yo ~ —2,013).
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massimo ¢ 7 (assunto in V'), cosa confermata dalla Figura 2.

/
i
-3 -2 -1 1 |2 3 4

1. Esercizio 3: la curva X e il suo punto P sono in porpora; la retta affine tangente affine e la conica osculatrice a ¥ in P sono in giallo; la
retta asintotica & grigia; le estremita locali in alto-basso di £ sono verdi. 2. L’insieme L dell’esercizio 4(c) & porpora, e i suoi punti U, V e
W sono rispettivamente in verde, rosso e blu: poiché le superfici di livello di g5 sono i piani grigi, tanto maggiori quanto piu in alto, i risultati

dell’esercizio sono chiari.
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Prova scritta (27/08/2008) ‘

‘l’ _ 2|a :L'a_l

T Wz t2 —afe

2
1. Studiare l'integrabilita per x > 0 di fuo(z) — » ¢ calcolare / fi(z)dz.
0

2. Sia data l'equazione differenziale ay” + (o — 1)y’ —y = x + 3¢** , ove a € R.

(a) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione al variare di a # 0.

(b) Risolvere poi I’equazione nel caso a = 0, spiegando il legame col punto precedente.

3. Sia f(z,y) =x+y+2sin(x — 2y), esia I' la sua curva di livello 3.

(a) Mostrare che I' &€ una curva regolare, e calcolarne in due modi la retta tangente r
nel punto P(2,1). Trovare poi tutti gli altri punti di ' nei quali la retta tangente &
parallela a r.

(b) Disegnare K = {(z,y):2>0,y>0, x4y < 5}, e calcolare gli estremi assoluti di

e

4. Sia g(z,y,2) = (91(2,¥,2), 92(2,y,2)) = (20%yz — 3w — 2%2%, Y — 222).

(a) Quali delle superfici di livello di g1 sono regolari? Detta X quella del punto A(0, 1, —1),
calcolare il piano tangente Il a X in A; dopo aver parametrizzato X vicino A, ricalco-
lare II.

b) Determinare eventuali estremi (locali, globali) di g prima in tutto R3 ol sulla
g g2 p , P
circonferenza C = {(x,y, z) cx =1, y2 + 22 = 4}.

(c) Mostrare che la curva ¢ = {g(x,y,2) = (—2,1)} & regolare nel suo punto A, e
calcolarne la retta affine r ivi tangente; riguardo al piano II, notare che...

Soluzioni.

le—2]® g1

1. L’integrabilita della funzione fo(z) = Vi agamT VA studiata in 07, 2F e +oo (si noti che la quantita
vz +2 —  si annulla solo per = 2). @ In 07 si ha fo(z) ~j+ %!, dacui @ — 1 > —1, ovvero a > 0. & Poiché
[Ve+2 — x| ~51 |z — 2| (infatti lim,—-o ‘7:{7:722?1‘ = 2} sihapoi fo(z) ~jx [z — 2/ = |z —2/'7*, da cui
1—a > —1, ovvero a < 2. e Infine, poiché per z sufficientemente grande si ha [z +2 —z| =z —Vz +2~1 z
si ha fo () ~yoe xoH@ D=1 — 40 — 1 non integrabile.

Dunque fo(z) & integrabile in 07 per o > 0; lo & in 2F per a < 2; e non lo & mai in +oco. Cosi f02 fi(z)dx =

f02 \/%_T dz converge, e (posto u = Vx +2, da cul z = W —2eds = 2udu) vale f\iﬁ#;‘g_mZudu

2 [0 dy =2 [P (u+1— 25) du= (u® + 2u — 2log(u+ 1)]>5 = 2(3 — V2 — log 3(v2 — 1)) ~ 3.
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2. (a) Per a # 0 Pequazione differenziale ay” + (o — 1)y’ —y = = + 3e** & del 20 ordine a coefficienti costanti; le
radici dell’equazione caratteristica sono —1 e é, dunque lo spazio delle soluzioni dell’omogenea & generato da e~

cea” (se a« # —1) oppure da e”” e ze~® (se &« = —1). Una soluzione particolare riferita a x sara del tipo ax + b,
e imponendolo si trova a = —1 e b = 1 — a; quanto a 3e%*, se o # % una soluzione particolare sara del tipo ae**
(e imponendolo si trova a = 5-—), mentre se a = 3 sara del tipo aze®” (e imponendolo si trova a = 2).

Ricapitolando, se o = —1 le soluzioni sono y(z) = (A + Bz)e ™ —z +2 — 1e**; se a = 1 sono y(z) = Ae™ " +

(B+22)e* —z+ t;esea ¢ {—1,1} sonoy(x):Ae_”—kBeé‘—m—Fl—a—F

" ¢*” (al variare di A, B € R).

(b) Posto a = 0 si ottiene I'equazione lineare del 1o ordine —y —y =z + 3e**, ovvero y +y = —z — 3¢**, che
si risolve nel modo consueto dando y(z) = ke™™ — x 4+ 1 — ¢**. Si noti che, al tendere di @ — 0, lo spazio delle
soluzioni dell’equazione del 20 ordine diventa quello appena trovato con k = A, mentre ’altra funzione generatrice

ea® perde di significato.(®

3. (a) (Vedi figura) I punti del piano in cui f(z,y) = x+y+2sin(z—2y) non & sommersiva sono dati dall’equazione
vettoriale V f = (%, %5) = (14+2cos(z—2y), 1 —4cos(z—2y)) = (0,0), evidentemente priva di soluzioni. Dunque

tutte le curve di livello di f sono regolari, e tra queste I' = {(z, y) : f(z,y) = 3}, cui appartiene il punto P(2,1).
La retta tangente r a I' in P ¢ data da Vf(2 1) (z — 2,y — 1) = 0, ovvero (3, =3) - (x — 2,y — 1) = 0, cioe
x —y — 1 = 0; alternativamente, poiché 8—(2 1) = 3 # 0 si pud parametrizzare I vicino P come grafico z(y)
con (1) =2 e 2’(1) = —5% = 1, da cui si riottiene r tramite z = 2 + 1(y — 1). Infine, i punti di I nei quali
la retta tangente ¢ parallela a r si trovano imponendo che in essi il gradiente V[ sia parallelo a (3, —3) (ovvero

Vf(z,y)-(1,1) =0), e che f(z,y) = 3: si ha allora il sistema { iizi’bz(zl;(zyl ;r;) ;‘éc"“z —29) =0 Dalla prima

equazione si ha cos(z—2y) = 1, ovvero z — 2y = 2km con k € Z; messo nella seconda, questo da (2y+2knw)+y = 3,
ciod y =1 — k%, da cui z = 2+ kZF. Si ha pertanto la famiglia infinita di punti P, = (2 + k3T, 1 — k2F) al
variare di k € Z tra i quali 0vv1amente appare anche P = F,.

(b) (Vedi figura) L’insieme K = {(z,y) : £ >0,y > 0, 4y < 5} & il triangolo chiuso di estremi A(%,0), B(0, §)
e O(0,0): gli estremi assoluti di f|, esistono in R in base a Weierstrass, perché K & un compatto contenuto
nel dominio di f, che & continua. Per la ricerca, come di consueto, dividiamo l’insieme in sottoinsiemi-varieta,
su ciascuno dei quali cercheremo i punti stazionari di f. Nel sottoinsieme dei punti interni di K (aperto di R?)
non vi sono punti stazionari per f, come visto in precedenza. I tre lati privi di estremi sono curve regolari,
facilmente parametrizzabili. Sul lato AB si ha F(t) := f(t,—t+ 3) =t —t 4+ 5 + 2sin(t — 7 + 2t) = § — 2sin 3t,

la cui derivata F'(t) = —6cos3t si annulla in 3t = Z + km, ovvero (in ]0, 5[) per ¢ = Z: si trova allora il
punto stazionario C(%, %). Sul lato BO si ha F(t) := f(0,t) = t — 2sin 2t, la cui derivata F'(t) = 1 — 4cos2t
si annulla in 2t = ¥arccosi + 2km, ovvero (in ]0, ) per t = 3 arccos Z ~ 0,66: da cui il punto stazionario
D(0,  arccos ). Sul lato OA si ha F(t) := f(t,0) = t + 251nt la cui derivata F'(t) = 1 + 2cost non si

annulla mai in ]0, 5[. Poiché f(A) = 5 +2 ~ 35, f(B) = § ~ 1,5, f(O) =0, f(C) = 5 -2~ —05¢e
f(D) = § arccos & + 2sin(— arccos 1) = 5 arccos = — 2@ ~ —1,3, il massimo assoluto di f su K & assunto in A

e il minimo in D (la figura conferma il risultato).

4. (a) Ponendo Vg1 (z,vy, 2) = (62%yz—3, 22 z—4y2?, 223y —4y*2) = (0,0,0), dopo contisitrova z =1 e 2yz =1,
sistema che rappresenta i punti di un’iperbole equilatera del piano x = 1. Si noti peraltro che in tutti questi punti
g1 vale —3, dunque tutte le altre superfici di livello di g; sono regolari. Tra queste vi & anche quella di A(0,1, —1),
ovvero X ={g1(z,y,z) = —2}: il piano tangente IT a X in A & dato da Vg1(A)-(z—0,y—1,z—(—1)) = 0, ovvero
(=3,-4,4) - (z,y—1,2+1) =0, cioé 3z +4y — 4z —8 = 0. Essendo poi ag1 'L(A) =4 # 0, vicino A si puo esprimere
X come grafico z(z,y) con 2(0,1) = —1 e Vz(0,1) = (2,(0,1), 2,(0, 1)) (2,1), da cui la parametrizzazione
y(z,y) = (z,y,2(x,y)): pertanto II & il piano passante per A e parallelo ai vettori (1,0, 2,(0,1)) = (1,0, %) e
(0,1,24(0,1)) = (0,1, 1), e risulta lo stesso di prima.

(b) I gradiente Vga(z,y, z) = (—22, 2y, —2z) si annulla nell’origine O(0,0,0), che & dunque il solo punto stazio-
nario di go: ivi si ha g2(O) = 0, e basta osservare che lungo la parabola {(z,0,2?) : € R} (passante per O) la
funzione cambia segno per z 2 0 per concludere che O & una sella per g» (alternativamente si pud osservare che

0 0 -2
I'hessiano Hg, (O) = ( 0 2 0 > & indefinito). Dunque g2 non ha alcun estremo locale in R®. La circonferenza
-2 0 0

(4% allo stesso modo in cui, nell’equazione caratteristica at® + (e — 1)t — 1 =0, si direbbe che quando « tende a

0 la seconda radice “tende a oo” e perde di significato come numero reale lasciando solo la prima, ovvero —1.
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C = {(z,y,2) : = 1, y* + 2* = 4} si pud parametrizzare tramite v(f) = (1,2 cos 6, 2sin ), dunque si ottiene
F(0) := £(1,2co0s0,2sin0) = 4(cos® § — sinf); in | — 7, [ la derivata F’'(f) = —4cos0(2sinf + 1) si annulla per

0 = —%",—37—%% ed ¢ F'(0) > 0 per —m < 0 < —%”7 -5 <0< —-Feq <0>m dunque 6 = F5 (che
corrispondono ai punti @+ = (1,0, F2)) sono di minimo relativo mentre 6 = —%’r, % (che corrispondono ai punti

R+ = (1,F3, —1)) sono di massimo relativo: in realta, poiché C' & compatta, in tali punti verranno assunti anche
gli estremi assoluti di g2 su C, ed essendo g¢2(Qf) = £2 e g2(Rs) =5 si ha che R+ sono di massimo assoluto,
mentre Q4+ & di minimo assoluto. (Agli stessi risultati si arriva, naturalmente, usando il metodo di Lagrange.)

6:62yz -3 2z3z — 4yz2 22:3y — 4y2z
—2z 2y —2x

mn , 1, = 1venta =( * , dirango due: dunque la curva £ = {g(z,y,z) = (—2, e regolare
in A0, 1, —1) di Jy(A Pt o), di due: d 1 14 2,1)} & regol

(¢) Lo jacobiano del sistema g(z,y,2) = (—=2,1) & Jg(z,y,2) = ( ), e calcolato
2 2

z—0 _
in A, e la retta tangente afﬁnercercataédatada(j’ ;4 3) y—1 :(8)7@0&){3’.“*49*?*8_0
41 z+y—1=0

(si noti che, ovviamente, la retta r & contenuta nel piano IT).

-3 ) e //

Esercizio 3: la curva I' (nero), i punti P (nero), la retta tangente in P = Py (grigio); altre curve di livello di f (grigio); 'insieme K (giallo),

il punto A di massimo assoluto (verde) e il punto D di minimo assoluto (rosso), con le curve di livello di f passanti per essi (stesso colore).
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Prova scritta (15/09/2008) ‘

1 « +oo
[ log z] , e calcolare fi(z) dx.

23|z — 1% >

2. Studiare a priori crescenza e convessita delle soluzioni y(x) di xy’ = sin? y, trovandone poi
quella per cui y(1) = —%’T. Determinare poi tutte le soluzioni y(z) di 4y” +4y'+y+7 =0
che soddisfano alla stessa condizione.

1. Studiare l'integrabilita per x > 0 di f,(z) =

3. Sia (¢ la curva piana in forma polare definita da p(f) =2 —siné per 6 € [—m, 7).

(a) Disegnare ¢, parametrizzarla in modo opportuno e calcolarne la retta r tangente nel
punto P dato da § = 0. Ricavare poi un’equazione cartesiana per ¢, ed usarla per
ricalcolare r.

(b) Scrivere in modo corretto (senza calcolarli) gli integrali che esprimono la lunghezza e
le coordinate del baricentro geometrico di /.

(c) Dopo aver mostrato che ¢ ¢ compatta, determinarne i punti a distanza minima e
massima da (0, —1). (Facoltativo: piu in generale, da (0,u) al variare di u € R.)

4. Sia g(z,y,2) = (91(z, 9. 2), 92(2,9. 2), gs(x,y,2)) = (z2y — e 7V+2 222 3z —y).

(a) Dire quali superfici di livello di g; sono regolari; detta X quella con A(0,1,1), deter-
minare il piano II tangente a X in A. Mostrare poi che & possibile parametrizzare
X come grafico z(z,y) attorno A (in questo caso, si puo dire esplicitamente chi &
z(x,y)?), e ricalcolare II.

(b) Dal sistema (g1(z,y, 2), g2(x,y,2)) = (—1,0) si vorrebbero esplicitare, all’intorno
di A, due delle variabili in funzione della terza. Spiegare se cido ¢ possibile, e come,
descrivendo le funzioni implicite fino al primo ordine.

(c) Mostrare che g & un diffeomorfismo se ristretta ad un opportuno intorno di A; detta h
'inversa locale di g, calcolare lo sviluppo di Taylor al primo ordine di h in B = g(A).

Soluzioni.

1. L’integrabilita di fo(z) = % va studiata in 07, 1T e +00. A tal fine, & opportuno ricordare che la
funzione 7| log z|° & integrabile in 07 se v > —1 (per ogni ) ose y = —1 e § < —1; & integrabile in 1F se § > —1;
ed & integrabile in +oo se vy < —1 (per ogni §) osey = —1led < —1. @ In 0" si ha fa(z) ~j+ 2~ 2 |logz|*, da cui
—2 > —1 (ovvero a < 2) oppure —% = —lea < —1 (no). ¢ In 1¥ si ha |logz| ~+ |z — 1| e |z — 1| ~j4 |z —1]
V-1 _ 1
lz—1] — 2

Infine, essendo |\/T — 1| ~4o0 /T = 2% siha fa(z) ~4oo 3137%7%2“(10g313)cx = :EfsTﬂ(log;oc)“7 da cui -2 < —1

(infatti limg— ), pertanto fo(z) ~ix |x —1|*72* = |z — 1|7, da cui —a > —1, ovvero a < 1. o
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(ovvero a > 2) oppure =3¢ = —1 e o < —1 (no).

Dunque fo(z) & integrabile in 07 per a < 2; lo & in 17 per a < 1; e lo & in +o0 per a > % Cosi f;m fi(z)dz =
f2+°° % dx converge, e (posto x = u?, da cui dz = 2udu) vale f:/g)o uii‘igl’;z Qudu = 4f:/r§°° (;’%1;2 du =
4(— 135? + [ ﬁ du)$> = 4(7% + log %];"o = 4((0) — (—log 2 + log %)) = 8log2.

sin? y

2. Per z # 0, dividendo si trova 3y’ = , da cui si nota che le soluzioni per z < 0 (risp. z > 0) sono

2
=Y si ottiene

decrescenti (risp. crescenti). Derivando ancora i due membri rispetto x e sostituendo poi 3’ =

2si sy vy )z —sin2 sin? y)(sin 2y—1 N ioni i
y! = @sinycosyye—sinty _ (in7y)in2u=1) he & sempre < 0, dunque le soluzioni sono concave sia per z < 0

che per x > 0. Separando poi (per x all’intorno di 1) le variabili e integrando si ottiene —cotgy = logz + k, e

imponendo y(1) = —5F si trova k = —/3, da cui y = arccotg(v/3 — log z) + hr, e ancora una volta la condizione

y(1) = =5 da h = —1: dunque la soluzione cercata (definita per z > 0) & y(z) = arccotg(v/3 —log z) — m. L’altra
equazione 4y’ +4y’ +y-+m = 0 & lineare del 20 ordine a coefficienti costanti: I’equazione caratteristica ha soluzione

doppia —%, mentre una soluzione particolare & evidentemente la costante y = —m, dunque l'integrale generale &

y(z) = (A+ Bz)e™ 2 — al variare di A, B € R. Imponendo che y(1) = —5% siha (A+ B)% — 71 =—237, da cui

B= %\/E — A, percid le soluzioni cercate sono y(z) = (A + (WT\/E — A)z)e™% — 7 per A €R.

3. (a) (Vedi figura) La curva polare £ data da p(f) = 2 —sinf si disegna facilmente (si noti che, dipendendo
da 0 tramite il seno, ¢ sara simmetrica rispetto all’asse delle ordinate), e si pud parametrizzare come di consueto
tramite «y : [—7, 7] — R? con 7(0) = ((2 — sinf) cosh, (2 — sin @) sin §) ; derivando si trova ~'(f) = (—2sinf —
cos20,2cosf — sin20), dunque la retta tangente nel punto P = (0) = (2,0) & data parametricamente da
r = {7(0)+ X(0) : X € R} = {(2,0) + A\(—1,2) : X € R} = {(2 = X\,2)\) : A € R}, e cartesianamente da
2z +y — 4 = 0. Moltiplicando poi per p ambo i membri di p = 2 — siné si ottiene z° + 3> = 2/22 + 42 — v,
ovvero Iequazione cartesiana h(z,y) = 2 + y> + y — 2¢/22 + y2 = 0: la retta 7 si pud allora ritrovare tramite
Vh(2,0) (z— 2,y —0) =0, ciog (2,1) - (x — 2,y) =0 (che rida 2z +y — 4 = 0).

(b) L’elemento d’arco ¢ do = /p?(0) + p'2(0) d0 = /5 — 4sin6df, dunque la lunghezza di ¢ & data da L, =
ffﬁ V5 — 4sin 6 df mentre il baricentro geometrico € il punto G di coordinate

L,

(zg,ys) = ( i/ (2 — sin @) cos Ov'5 — 4sin 0 db, Li/ (2—sin0)sin0\/5—4sin9d9>
o ¢ J _x

(si noti che, come suggerito dalla simmetria della curva, 'ascissa z del baricentro risulta nulla, come si vede
subito facendo il cambio di variabile ¢t = sin 6 nell’integrale).

(¢) (Vedi figura) Il modo piu rapido di mostrare che £ & compatta ¢ di osservare che ¢ 'immagine tramite
(continua) dell’intervallo [—m, 7] (compatto). Per il resto, trattiamo fin da subito il caso generale (facoltativo)
della distanza da (0,u), specificando alla fine il caso richiesto di w = —1. Si tratta allora di trovare i massimi e
minimi su £ della funzione d(z,y) = x? 4+ (y — u)? che rappresenta (per semplicita di calcolo, il quadrato del)la
distanza di un punto (z,y) € R? da (0,u): componendo d con la parametrizzazione 7, si tratta di trovare gli estremi
assoluti di D : [—7, 7] — R data da D(0) = d(v(6)) = (2—sin )2 cos? 6+ (2—sin 0)? sin? +u> +2u(2—sin ) sin § =

(2u+1)sin® @ —4(u+1)sin 6 + u*> + 4. La derivata D'(0) = 42 ((0)) = 2cos 0 [(2u+ 1) sin 6 — 2(u + 1)] si annulla

se cosf = 0, ovvero se # = F7, oppure (nell’ipotesi |22(Zﬁ)| < 1, che equivale a u < —%) se sinf = 22(511),
ovvero se 0 := 64 = arcsin ZZEZIP e 6 := 0_ = il simmetrico di 6 rispetto all’asse delle ordinate. Osservando
che D(%) = (u—1)?, D(—%) = (u+ 3)?, che D(05) = “25371;3) (se u < —2), che D(%) < D(—%) se e solo se
u > —1, che se u < —3 si ha D(03) > D(%) e D(6) > D(%) (e quest’ultima & un’uguaglianza per u = —3),

si pud concludere che: (a) se v > —3 il punto di £ a massima distanza da (0,u) ¢ y(—%) = (0,—3) e quello a

minima & y(%) = (0,1); (b) se w = —2 i punti di ¢ a massima distanza da (0,u) sono v(65) e y(—%) = (0,—3)
e quello a minima & (%) = (0,1); (c) se u < —3 i punti di £ a massima distanza da (0,u) sono v(65) e quello
a minima & y(%) = (0,1) (se =1 < a < —2) oppure y(—%) = (0,—-3) (se « < —1). In particolare, se u = —1 i
punti di massima distanza sono v(6+) = (F2,0), e quelli a minima sono sia (0, —3) che (0,1).

4. (a) Essendo g1(z,y, 2) = z%y—e® 2, il gradiente Vg1 (z,y, 2) = (2uy—2ze® V17, g2 ~vHz o=’ vt7)

non si annulla mai (si guardi la terza componente %(az,y, z)), dunque tutte le superfici di livello di g1 sono
regolari. In particolare lo & quella di A(0,1,1), ovvero X = {g1(z,y, 2) = —1}, e il piano tangente II ha equazione
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cartesiana Vg1 (A) - (z — 0,y — 1,z — 1) = (0,1,—1) - (z,y — 1,z — 1) = 0, ovvero y — z = 0. Essendo 2L (A) =

Oz
—1 # 0 si puo effettivamente parametrizzare X come grafico z(z,y) attorno A, con z(0,1) = 1 e Vz(0,1) =
(2:(0,1), 2,(0,1)) = —(=1)7%(0,1) = (0, 1), da cui il piano II si ritrova come z = 1 + 0(z — 0) + 1(y — 1), ovvero

z = y. In realta, poiché come visto % non si annulla mai, la superficie X (ma anche ogni altra superficie di

livello di g1) si presenta come grafico z(z,y) attorno a ogni suo punto, e qui & anche facile ricavare tale funzione:

@®—ytz _

infatti, da 2%y — e —1 si ricava subito z = y — 2% + log(z®y + 1).

22— ytz 22 —y+z 22 —ytz
(b) Lo jacobiano del sistema (g1, g2) = (=1,0) & J(g, ¢) (2, ¥, 2) = < 2oy — 2w VTR p? 4o TUF - vt >
yz Tz Tryz

che calcolato in A(0,1,1) diventa J(g, 4,)(A) = ( RS > Poiché I'unico minore di ordine due nonsingolare di

J(g1,90)(A) & quello rispetto (z,¥), per il teorema del Dini 'unica maniera possibile di esplicitare, all’intorno di A,
due delle variabili in funzione della terza ¢ di ricavare (z(z),y(z)): sara allora (z(1),y(1)) = (0,1) e (z'(1),y'(1))
/o0 1\l/ -1\ _ /o0 1 1\ _ ( -1\ _ (o0 z(z) \ _ 01(z — 1) _

(9 0) (0 )==(Y o) )=(%)=(%) dumae ()= ("5 e n )=

( Lo o(f(; i)1) ) (In realta & facile verificare che il sistema proposto ha soluzioni {(0, o, @) : & € R}, dunque le
0

z

funzioni implicite sono precisamente ( 2(2) ) = (

ot ), con resto o1(z — 1) nullo.)

(c) In base al teorema della funzione inversa, per verificare che g € un diffeomorfismo se ristretta ad un opportuno

0o 1 -1
intorno di A basta vedere se det Jg(A) # 0, e cid & vero perché J,(A) = ( 1 0 o0 ) ha determinante 1.
3 -1 0
Dette u = (u,v,w) le variabili del codominio di g : R* — R® (mentre quelle del dominio sono naturalmente
z = (x,y, %)), lo sviluppo locale di h (inversa locale di g) attorno B = g(A) = (uo, vo, wo) = (—1,0,—1) & dato da
h(w) = h(B)+In(B)(u—B)+op (llu—Bl|) = A+Jy(A) "' (u—B)+oy (|lu—Bl)), ciot (scrivendo o = o, (||lu—BI|)):

x hi(u,v, w) 0 0 1 0 w— (—1) .
( >:<h2(u7v»w)>:<l>+< 0 3 —1)( v —0 )+o:(1+(u+1)+3v+3(w+1)>+a.
z h3(u,v, w) 1 -1 3 -1 w— (—1) 1—v—(w+1)

<

Esercizio 3: la curva £ (celeste) e il suo punto P (rosso) con la tangente r (grigio); i punti di £ a distanza massima da (0, —1) (nero) sono

rossi, mentre quelli a distanza minima sono verdi.
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’Prima prova parziale (14/05/2009) ‘

1.

(a)

(b)
(a)

(b)

B |x|a—% e(a—l)x

46) S e
|lz|2 4+ 2 — 2

Discutere per o > 0 dominio®) e integrabilita di f,(z) ; calcolare

+oo
fi(z)dx.
2
Studiare la funzione F(z) = / f% (t)dt.
0

Determinare le soluzioni per z > 0 dell’equazione differenziale log(z+1) =2z y’ +y,
dicendo quali sono prolungabili come tali anche in x = 0. Trovare poi le soluzioni di
Yy’ + 2y — 4 =3e"* + x — 3y, vedendo quali di esse appaiono tra le precedenti.

Data l’equazione differenziale (z 4 1)e®y’ — 42 = 0 indagare a priori quanto pos-
sibile su crescenza, convessita e eventuali simmetrie delle soluzioni. Calcolare poi la
soluzione y, () tale che y,(0) = a (ove a > 0), e dire quali sono i suoi limiti notevoli.

Disegnare la curva A definita polarmente da p(f) = 6cos20 con [0 < 7. Dopo
averne trovato un’opportuna parametrizzazione -y, calcolare la retta tangente a 4 nel

suo punto dato da 6 = §, e scrivere correttamente l'integrale fv(aﬁ —2y)do.

Sia B il ramo destro di iperbole di asintoti x +2y —5 = 0 e x — 2y + 3 = 0 pas-
sante per il punto (2,2). Trovare un’equazione cartesiana f(z,y) = 0 che definisce
B, e ricavarne un’opportuna parametrizzazione. Usando poi in modo opportuno le
funzioni iperboliche, determinare un’altra parametrizzazione di B ed esibire il cambio
di parametro. Infine, scrivere correttamente gli integrali che definiscono il baricentro
geometrico del tratto di B contenuto nella striscia 0 < y < 3.

arctg(|z] + y)
2?2 +y? + 2z
continuitd; calcolarne i limiti notevoli nei punti d’accumulazione in R2 del dominio.
Considerato poi il segmento I = {(z,1—xz) : 0 < 2 < 1}, dire a priori come sara fatta
f(I), e quindi calcolarla.

Disegnare gli insiemi L1 = {(z,y) : (z+2)?+1 < |y+1], |y| <3}, Lo ={(z,y) 1y =
log(z — 1), y > =2} e L3 = {(x,y) : 2sin(2? + y?) > 1, |z| > 3}, descrivendone
le proprieta topologiche (aperti, chiusi, compatti, connessi...). Su quali di essi la
funzione f ammette estremi assoluti?

Disegnare il dominio di f(x,y) = , gli zeri ed il segno; parlare della

(46)per vedere dove si annulla il denominatore, si potra fare un confronto grafico tra le funzioni |z[?® e 2 —z.
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Soluzioni.

m‘“% ela—1)z
[z]2%+z—2
a— 4 <0 ovverose 0 < a < 3 — deve essere z # 0), la potenza |z|** (se 2a < 0 — ovvero se a =0 — deve
essere x # 0, ma cio € ricompreso 1n quanto appena detto per I’altra potenza) e il denominatore |z|** 4z — 2 (esso
si annulla se e solo se |z|** = 2 — x, e un semplice confronto grafico tra le funzioni |z|?>* e 2 — 2 mostra che cid

avviene sempre quando x = 1, e se 2a > 1 — cioeé se o > % — anche in un altro punto Z, < —1). Ricapitolando,

1. (a ) Le cose che possono influire sul dominio di fo(x) = con a > 0 sono la potenza |x|°‘7% (se

se 0 < a< % i punti da escludere dal dominio di fa(x) sono 0 e 1, mentre se o > % sono @, e 1. B dunque in
tali punti, oltre che in Foo, che I'integrabilitd va controllata. e In +o0o, a causa dell’esponenziale si ha che fo(z)

W

& integrabile se 0 < e < 1, non integrabile se a > 1, mentre quando « = 1 si ottiene fi(z) = P Ha—z ~+oo x5
e dunque ¢ integrabile per asintoticita. e In —oco, con considerazioni analoghe si ha integrabilita se & > 1 e non
integrabilitise 0 < o < 1. o In 17 si ha | fa(z) ~1 Iwill (per quest’ultima asintoticita si noti che se

| o 1
1 Te2e 1z 2]
. .. . o g . 201
a = 0 essa ¢ evidente, mentre se « > 0 si ottiene lim;—1 % = limgz—s1 M = 2a > 0). Dunque fo(zx)
non & mai integrabile in 1. ® Se v > $ ¢’& poi da guardare Z,: ma, ancora una volta, si ha |fa(z)| ~} L

Ta |z—Zqol

e dunque fo(x) non & mai integrabile in Zo. ® Infine, se 0 < a < % c’® da guardare 0F: ed essendo in tal caso

| fa(x)| ~5 |:E|°‘7l la condizione d’integrabilité diventa o — l > —1, che per oo > 0 & sempre vera.

e Per quanto detto, l’lntegrale proposto f2 (z)dzx = +°° Qﬁ 5 dz & convergente. Per il calcolo, col cambio

x = u’ si ottiene 2f\/§ mdu = §f\/§°<(m u2+2)du = 2(5log 47 + + v/2arctg f)]+°° = 2(v2%) -
22 logf+1+f ) =2V2+ 2log(v2+1) ~ 1,3.

t
(b) (Figura 1) F(z) = [; f% =/ \z|+t 5 dt & definita per 2 < 1 (infatti la funzione integranda ¢ localmente
integrabile in | — oo, 1[ e in |1, +oo[ e percio, dovendo calcolarne 'integrale con punto iniziale 0 e fino a x, cio
& possibile solo scegliendo = €] — 0o, 1[). Inoltre, poiché la funzione integranda & anche continua in | — oo, 1],

per Torricelli siamo gia certi che F(z) sara di classe C'. Quanto a zeri e segno, notiamo che per ¢ €] — oo, 1|
si ha f% (t) < 0: ne deduciamo che vale F(z) = 0 se e solo se x = 0, e F(x) > 0 se e solo se z < 0. Ora,

per t < 0 si ha fi (t) = —%e_%, che si integra subito ottenendo e™2: dunque se x < 0 si ricava la forma finita

t x
F(z) = (e”2]§ = e 2 — 1, che si studia e disegna facilmente (¢ un esponenziale strettamente decrescente e
abbassato di 1, dunque il limite per z — —oco & +00). Possiamo percid concentrarci sul caso 0 < z < 1, in cui
t x

si ha f% (t) = % che non ha primitiva elementare: derivando si ottiene F'(z) = %, sempre negativa,
percid F & strettamente decrescente anche per 0 < z < 1. Notiamo poi che F’ (0) = lim - (%e*% -1)= —%
e F.(0) = limw_>o+(%) = —1 sono uguali tra loro, e dunque, come atteso, F(z) & di classe C' su tutto il

t
P . o . — . . . . 1 -2
suo dominio. Manca ancora il limite notevole per z — 17, che coincide con 'integrale generalizzato fo ﬁ dt:

1

essendo la funzione integranda negativa e dell’ordine di =7, esso vale —oo.

2. (a) L’equazione 2xy’ + y = log(z + 1) & lineare del primo ordine, definita per z > —1; visto che vengono
richieste le soluzioni per x > 0, possiamo portarla in forma normale dividendo per z, ottenendo ¥’ + p(z) y = q(x)
con p(z) = % e q(z) = M. Una primitiva di p(z) & P( y =1 loga: = log+/; posto u = /z, si ha poi
[P g(z)de = fflog(“'l) dz = [log(u®+1) du = ulog(u®+1) fu g du= ulog(u?+1) —2u+2arctgu =
Vzlog(x 4+ 1) — 24/ + 2arctg «/z, dunque l'integrale generale per > 0 & yi(z) = ﬁ(\flog(aﬁ +1)—2y/x +
2arctg T + k) = log(z + 1) — 2 4 22<teve 4 k% con k € C. Di queste funzioni, la sola prolungabile per

NS
continuitd in = 0 & quella con k = 0, ovvero yo(z) = log(z + 1) — 2 + 2% con valore yo(0) = 0; in realta,
essendo yo(z) = 14+ + oo(x) — 2 + 2% = 12 + oo(2) si ha anche prolungabilitd come classe C',

con y5(0) = 3; ed essendo 2 - 0 y6(0) + y0(0) = log(0 + 1) = O si tratta effettivamente di una soluzione su
tutto [0, +oo[. e L’equazione y” + 2y’ —4 = 3e”" + x — 3y ¢ lineare del secondo ordine a coefficienti costanti;
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scritta y” + 2y’ + 3y = bi(z) + ba(z) con bi(z) = 3e™* e ba(x) = x + 4, si trovano rapidamente le soluzioni
y(z) = e (Acos(v/2z) 4 Bsin(v2zx) + %) —+ é(?)x +10) con A, B € C, nessuna delle quali appare tra le precedenti.
(b) (Figura 2) L’equazione differenziale (xz + 1)e”y’ — 4y*> = 0 & del primo ordine a variabili separabili. Da
(z+1)e"y =97 si ricava subito che un’eventuale soluzione C' definita in = —1 deve ivi annullarsi; per z # —1
dunque le soluzioni crescono per x > —1 e decrescono prlma Per quanto riguarda poi le
_ uye T—yZe ) (z+1)—y%e " _ y2e T

= vy’ v (z+1)2 v’ (ac+1)2 (2y€ 7:872)7
dunque tali soluzioni sono convesse sopra il grafico della funzione y = % (x + 2)e” e concave sotto. Se ¢(z) &
soluzione per z > 0, con calcoli del tipo gia visto pilt volte risulta che ne’ ¢(—z) ne’ —p(—x) sono soluzioni
per z < 0, dunque non vi sono simmetrie evidenti. Passiamo ora al calcolo della soluzione y.(z) tale che
Ya(0) = a > 0: se a = O si ha la soluzione nulla yo( ) =0, altrimenti separando le variabili e integrando si

ottiene fy dn =

si ricava invece iy’ = y1+1 ,

soluzioni C2, derivando ambo i membri rispetto z si trova "’

0 t+1 = 0 t+1 (z) = fi Ora, della funzione
t+1
T e

o) = [y &7 " dt non si pud dare un’espressione elementare, ma si possono tuttavia dire alcune cose: essa &
), soddlsfa

e
ac+1
mostra che £ ~ 0,6) ne ricaviamo che se 0 < a < 1 la funzione y(z) & definita in | — 1, 4-00[, mentre se o > §

(ovvero se L < () essa ¢ definita in un intervallo } — 1,z4[, intorno di z = 0, ove zo > 0 & il punto tale che

definita in | — 1 +oo[ si annulla in x = 0, & strettamente crescente (la sua derivata & ¢'(z) =

:c+1
lim,_,_;+ p(z fo T dt = —oo e limg— oo ¢( ) = 0+°° ;_1 dt =: £ € Ryo (un disegno del grafico di

N fﬂ dt = L. T limiti notevoli di y(z) sono allora lim,—, ;+ ya(x) = 07 (infatti il denominatore tende a

~+00), mentre se 0 < a < % si ha limz— 400 Yo (z) =
lim__, — ya(z) = +o00.

se a = 1 si ha limg— oo Ya(x) = +00, e se a > % si ha

_«
1—at’ 4

3. (a) (Figura 3) La curva A definita polarmente da p(f) = 6 cos26 con || < T & un petalo di rodonea (dal greco
rhodon, “rosa”), parametrizzabile nel modo consueto con 7 : [-5, %] — R?, y(6) = (6 cos 20 cos 0, 6 cos 20 sin §). 11
puntodi Adatodad = § ev(%) = (““F 3); derivando si ha~'(0) = 6(—2sin 20 cos 6 —cos 26 sin 6, —2 sin 26 sin 6+

2 72
cos 26 cos6), da cui v/ () = —£(7,1/3), percio la retta tangente cercata ha forma parametrica {(z,y) = (3‘[, 3+

t(7,4/3) : t € R} e cartesiana v/3z — Ty + 6 = 0. Infine, elemento d’arco & do = +/p(0)2 + p'(0)2d6 =

6+4/1 + 3sin? 20 df, perciod fv (z — 2y)do = 36 f,%% cos 20(cos @ — 2sin 6)+/1 + 3sin? 260 db.
2

(b) (Figura 3) Nel riferimento traslato (X,Y) = (x—1,y—2) 'equazione dell’iperbole B sara del tipo f—; - };—2 =1

con g = %, ovvero f—; — ‘%2 = 1; e il passaggio per il punto (X,Y) = (1,0) da a = 1. Si ottiene pertanto
il luogo X? — 4Y? = 1 da cui, rimettendo le coordinate (z,y), si ottiene (z — 1)? — 4(y — 2)* = 1, ovvero

flz,y) = (x — 1) — 4(y — 2)®> — 1 = 0. Trattandosi del ramo destro, da f(x,y) = 0 conviene esplicitare z(y)
tenendo il segno pitl, ottenendo z(y) = 1 + 1/4(y — 2)2 + 1, da cui la parametrizzazione x : R — R? data da
x(y) = (z(y),y). Ricordando che le funzioni iperboliche (cosh ¢, sinh ¢) parametrizzano il ramo destro dell’iperbole
equilatera 2 — 3% = 1, traslando ed adattando alla situazione presente si ha una parametrizzazione alternativa di
B data da X : R — R? con X(t) = (1+ cosht,2+ 1 sinht) (si noti infatti che (f o X)(t) = 0 per ogni t); e il cambio
di parametro ¢ a : R — R dato da y = «a(t) = 2 + %sinht. Infine, usando la parametrizzazione Y, la lunghezza
del tratto di B contenuto nella striscia 0 < y < 3 & data da L = fOS v/ ' (y)? + 1dy, e il baricentro geometrico ¢ il

punto (z,5,y5) = (1 [2 2(y)v/2'(y)2 + Ldy, + [ y/2'(y)? + Ldy).

4. (a) (Figura 4) Il dominio di % si ottiene rimuovendo dal piano R? il luogo 2% + 3% 4+ 2z = 0, ovvero la
circonferenza C di centro (—1,0) e raggio 1; in tale dominio f & continua, si annulla sul grafico I' = {y = —|z|}
ed ha segno dato dal quoziente tra i segni del numeratore (positivo sopra I' e negativo sotto) e del denominatore
(positivo fuori dalla circonferenza e negativo dentro). I limiti notevoli sono nei punti di C' e in co2. In un qualsiasi
punto di C diverso da O(0,0) e da A(—1,—1) (le due intersezioni con I) il limite & +o00, col segno che dipende dal
fatto che si tenda al punto da una zona in cui f &€ 2 0; invece nei punti O e A il limite non esiste, perché tendendovi
lungo I la funzione & nulla ma in ogni loro intorno vi sono punti di C' diversi da loro, in cui —come visto— f diverge.
Quanto a co2, si noti che il numeratore ¢ limitato mentre al denominatore c’¢ essenzialmente il quadrato della

distanza di (z,y) dal centro (—1,0), percid & probabile che il limite valga 0: per vederlo con precisione, preso un
|arctg(|z|+y)| /2

G-DZ 1] = 721
dunque quando r — 400 si pud concludere per confronto. Infine, il segmento [ = {(z,1 —z) : 0 <z < 1} &

qualsiasi 7 > 1, al di fuori della circonferenza di centro (—1,0) e raggio r si ha |f(z,y)| =
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connesso per archi e compatto, ed e tutto contenuto nel dominio di f che € continua: dunque possiamo gia dire che
anche 'immagine f(I) & connessa per archi e compatta, percio non potra che essere un intervallo compatto [a, b].

Quanto al calcolo, per definizione si ha f(I) = {f(z,1—z):0< 2z <1} = {% 0< <1} = {% :

0<z<1}=][Z,Z] (si noti che u(x) := 5742 & continua e decrescente in [0, 1], dunque u([0,1]) = [u(1), u(0)]).

120 4 2x241
(b) (Figura 5) e L’insieme Li = {(z,9) : (z +2)> +1 < |y + 1], |y| < 3} & lintersezione tra le parti interne
(chiuse) delle parabole y = (z +2)? e y = —(z + 2)*® — 2 con la striscia orizzontale chiusa 0 < y < 3, dunque &

un compatto sconnesso di R? con due componenti connesse. Pur essendo Li compatto, f non vi assume estremi
assoluti: infatti Weierstrass non si puo applicare perché L; non & contenuto nel dominio di f, e poi esso contiene
dei punti di C nei quali f diverge a +oco. e L’insieme {(z,y) : y = log(z — 1), y > —2} & il tratto del grafico
y = logx che sta sopra la retta orizzontale y = —2 (compreso il punto di intersezione Q(1 + ™2, —2)): si tratta
di un arco chiuso e illimitato di R?, tutto contenuto nel dominio di f. Non essendo Ly compatto, non possiamo
affermare che f vi assume estremi assoluti usando Weierstrass: tuttavia in questo caso, in cui lims, f(z,y) =0e
I'insieme in questione & chiuso, si puo dimostrare che ¢ comunque vero usando il seguente ragionamento standard.
Notiamo intanto che L2 contiene dei punti in cui f > 0 (ad esempio il punto P(2,0)) e altri in cui f < 0 (ad
esempio l'estremo Q(1 + e~2, —2)); preso un qualsiasi ¢ > 0 tale che ¢ < max{f(P), |f(Q|}, per definizione di
limite sappiamo che esiste M. > 0 tale che se ||(z,y)| > M. allora |f(z,y)| < &; ma allora, detta B. la palla
chiusa di centro O e raggio M;, gli eventuali estremi di f su L2 devono coincidere con gli eventuali estremi di f su
L2 N B. (perché fuori da B. si ha |f| < ¢, e, come visto con P e @Q, in Lz N B la funzione assume valori superiori
a ¢ e inferiori a —e), e questi ultimi esistono per Weierstrass perché L2 N B. ¢ un compatto tutto contenuto nel
dominio di f, che & continua. e L’insieme L3 = {(z,y) : 2sin(z® + 3?) > 1, || > 3} pud essere scritto anche
come Lz = |~ o{(z,y) : 4 2km < 2° +y° < 2 +2kn} N{|z| > 3}: si tratta di una famiglia infinita di corone
circolari aperte centrate in O delle quali si prendono pero i soli punti con ascissa > 3, aperto complementare della
striscia verticale chiusa —3 < x < 3. Dunque L3 & un aperto sconnesso di R? con infinite componenti connesse,
interamente contenuto nel dominio di f: perd, non trattandosi di un chiuso di R?, non possiamo applicare il
ragionamento fatto per Lo e allo stato attuale delle nostre conoscenze non siamo in grado di dire se f ammetta o
no estremi assoluti su di esso (dopo la seconda parte del corso lo saremo).

1. La funzione integrale F(x) di (1.b). 2. Alcune soluzioni y, () di (2.b) (in rosso); la curva di cambio concavita (in blu). 8. Le curve di (3.a-b).

4. Zeri (rosso), segno di f (> 0 in giallo, < 0 in grigio) e il segmento I di (4.a). 5. Gli insiemi Lj (viola), Lo (azzurro) e L3z (verde) di (4.b).
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’Prova scritta - Seconda prova parziale (18/06/2009) ‘

1. [S] Data fo(z) = M studiarne I'integrabilita in |0, +o0] e calcolare +}?(w) dx .
ot log x|l—a”’ ’ 0
2. (a) [S] Trovare la soluzione dell’equazione differenziale 3'v/z + 1 = cos?(3y) tale che
y(0) = 3.
(b) [S] Trovare le soluzioni reali di 3" —y = 2™ — x + /e* +1 col grafico pas-
sante per l'origine.

3. Sia f(z,y) = 2z —y?) arctg(z +y).

(a) [S, P] Trovare dominio, zeri, segno, limiti notevoli di f.
(b) [S, P] Dire quali curve di livello di f sono regolari; detta poi X quella passante per
A(2,-1), calcolare in due modi diversi la retta affine tangente a X in A.
(c) [S, P] Disegnare T = {(x,y) ER?: 22— <y <0, <0}U{(u,1-u): -2 <u <3}
e descriverne le proprieta topologiche; dire poi se f ha estremi assoluti su 7' e, se si,
calcolarli.
4. Si consideri la funzione g(z,y,2) = (22 —y + 2z —2) e2ey—="

(a) [S, P] Dire quali delle superfici di livello di g sono regolari. Detta S quella passante
per A(0,—1,0), calcolare in due modi il piano affine tangente a S in A.

(b) [P] Sia ¢ la curva ottenuta intersecando S col piano x +y + z + 1 = 0: dimostrare
che £ & regolare ovunque, ed esprimerla come curva parametrica fino al primo ordine
attorno A.

(c) [P] Dimostrare che ¢ & compatta, e impostare il problema della ricerca dei suoi punti
estremi rispetto a ciascuna delle tre coordinate.

Soluzioni.

1. L’integrabilita di fu(z) = % in ]0, +oo[ va esaminata in 07, 1F e +0o. ¢ In 07, se @ +2 > 0

Lo t2

(cioé se a > —2) si ha fo(z) ~o+ o F T Tog 21— = x| log x|~

, infinitesimo; se o + 2 = 0 (cioe se @« = —2) si ha
f-2(z) = z*11|0+§;z|3 = (log 2)x|log 2| %, pure infinitesimo; infine, se a4+ 2 < 0 (ciog se & < —2) si ha fo(x) ~o+
log(z®*12)
z@tl|logx|l—
in 0% la funzione & sempre integrabile. @ In 1 si ha fo(z) ~} ﬁ, dunque la condizione ¢ 1 — a < 1, ovvero

. . . .. RS . a+2
a > 0. e In 400 si ragiona in modo simile a 07: se o+ 2 < 0 (cioe se a < —2) si ha fo () ~too MW =

* log = _ —(a+1) @ . . ,
ot ZaFTiegaT=w = % | log x|, ancora una volta infinitesimo perché —(a+1) > 0. Pertanto

log 2
z—1]log z|3

z|logz|*~!, infinito; se a +2 = 0 (cioe se @ = —2) si ha f_o(x) = = (log2)z|log x| ™3, pure infinito;
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infine, se @+ 2 > 0 (cioe se a > —2) si ha fo(x) ~4oo % ~ oo M}ﬁ = —a:_(o‘+1)\logm|°‘,

da cui la condizione —(av + 1) < —1 (ovvero a > 0) oppure —(a + 1) = —1 e @ < —1 (no). Pertanto in 400 la

funzione ¢ integrabile se e solo se a > 0. e Da quanto detto, 'integrale fo fo(z) dx converge se e solo se a > 0;

in particolare per a = 1 diventa f+°° M dz. Una primitiva & Fi(z) = (—1)log(z® + 1) — f(—%)f’sﬂ_l dx =
x 2x—1)+

—2log(z® + 1) + [(FE g — o47) do = — 1 log(2® +1) —log(z + 1) + [ 2(12 1112 dx = —2log(z® +1) —log(z +

1)+ slog(z® —2z+1)+ V3 arctg(%(w — 1) =—1llog(z® +1) +log Varooil 4 /3 arctg(%(x — 1)), dunque,

x+1
essendo lim,_,q+ Fi(x) = —”T‘/g e limy— o0 Fi(z) = Lﬁ, il nostro integrale vale ”T‘/g — (_WT\@) = %

2. (a) L’equazione y'v/T + 1 = cos®(3y) ¢ a variabili separabili; separando e integrando si ottiene %tg 3y =
2v/z+ 1+ k, e imponendo che y(0) = %’ si ha % = 2+ k, ovvero k = f% Dunque tg3y = 6v/x+1 — 5,
da cui 3y = arctg(6v/z+ 1 — 5) + hm per un opportuno h € Z: imponendo nuovamente che y(0) = %r si ha
5% — arctg 1 + hm, da cui h = 1, e percid y(z) = £ (arctg(6y/z + 1 — 5) + ), definita per z > —1.

(b) L’equazione y' —y = 2¢”* — z + /e + 1 & lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. Un sistema
fondamentale di soluzioni (dell’omogenea associata) & {e™”, e”}; usando il principio di sovrapposizione, una

soluzione particolare relativa a b1 (z) = 2e™7 risulta 1 (x) = —ze™® mentre una relativa a ba(z) = —x & g2(z) = x.
Per quanto riguarda bs(x) = v/e® + 1 bisogna ricorrere al metodo della variazione delle costanti arbitrarie: il
determinante wronskiano di {e”*, e”} vale 2, dunque Js(z) = v1(z)e” " +2(z)e” con v1(z) = — [ $e*\/e* + 1dx

e v2(z) = [ e "Ve* + 1dx (si ricava 1 (z) = *%(ez +1vVer +1ey(z) = 4(2671\/6174’ 2log(\/eﬂ”7+
1) — x)). Lo spazio delle soluzioni reali & percid y(z) = (A — z 4+ y1(z))e™® + (B + 12(x))e” + « al variare di
A, B € R, e la condizione richiesta diventa (A + v1(0)) + (B 4+ 72(0)) = 0, dunque A + B = —v1(0) — 72(0).

3. (a) (Figura 1) Il dominio di f(z,y) = (2 — 3?) arctg(z + y) & tutto il piano; la funzione si annulla sulla
parabola x = %yz e sulla bisettrice y = —z, che si intersecano in O(0,0) e in P(2,—2); il fattore 2z — y? & > 0
dentro la parabola e < 0 fuori, il fattore arctg(z 4+ y) € > 0 sopra la bisettrice e < 0 sotto, e il segno di f ne segue
per prodotto. La funzione ¢ evidentemente C*°, dunque 1'unico limite notevole ¢ in coz, e non esiste: per vederlo,
basta notare che su z +y = 0 la funzione & nulla, mentre su z +y = 1 essa vale f(z,1 —z) = —Z (2> —4dz + 1), e
dunque tende a —oco quando z tende a +oo.

(b) Cerchiamo per quali @ € R le curve di livello X := {(z,v) : f(z,y) = a} contengono punti singolari. Si
ha Vf = (2 arctg(z + y) + 2oy’ —2y arctg(z + y) + ﬂ), dunque Vf = (0,0) quando 20—y”

T+(@+y)2’ 1+ (a+y)? T+(@+y)?

—2 arctg(x +y) = 2y arctg(z +vy), da cui si ricava (y+ 1) arctg(z +y) = 0. Se arctg(xz +y) = 0, ovvero se y = —=z,

si ottiene 2z — (—av)2 = 0 ovvero gli attesi punti di intersezione O e P della curva Xo. Se invece y = —1 si ricava
2x—1

T ao? = —2 arctg(x — 1), e un facile confronto grafico evidenzia una soluzione xo ~ 0,7, da cui un ulteriore

punto singolare B(zo,—1). Dunque le uniche curve X, che contengono punti singolari sono quella con o = 0 (in

O e A) e quella con a = (2z9 — 1) arctg(zo — 1) = (220 — 1)(7%%) ~ —0,1 (in B). In particolare la curva

X contenente A(2,—1) (si tratta di X = X3I) e regolare, e ha dunque senso cercarne la retta affine tangente in

A, che & Vf(2 —1)-(z—2,y— (1)) = (&£, =) . (# — 2,y + 1) = 0, ovvero z + y — 1 = 0; in alternativa, da
f(z,y) = 2 si puo esplicitare ad esempio x(y) = 2+(— E;ig;;;)(y—(—1))+071(y—(—1)) =2—(y+1)+o_1(y+1),

e lo sv1luppo al primo ordine = 2 — (y + 1) rida la retta precedente.

(¢) (Figura 1) L’insieme T, ottenuto dall’'unione disgiunta di un triangolo chiuso e pieno e di un segmento chiuso
e limitato, € un compatto sconnesso, con due componenti connesse; essendo f continua, gli estremi assoluti di f
su T esistono in base a Weierstrass. Per il calcolo, decomponiamo T nei punti interni del triangolo To = {(z,y) €
R*: 2 -2 <y <0, 2 <0} (aperto, dunque varietd di dimensione 2); nei quattro segmenti senza estremi
T ={(z,y) :y=0, 2<z<0}, To={(z,y):2=0, 2<y< 0}, Ts={(z,y):y=—2—z, —2<2<0}e
Ty = {(u,1—u) : =2 < u < 3} (varietd di dimensione 1); e nei cinque punti O(0,0), P1(—2,0), P»(0, —2), P3(—2,3)
e P4(3, —2) (varieta di dimensione 0). Cerchiamo ora i punti stazionari di f su ciascuna di queste componenti. In Tj
non cade nessuno dei tre punti stazionari A, B e O trovati nel punto precedente, dunque niente. I quattro segmenti
Ty, T>, T5 e Ty sono tutti parametrizzabili globalmente in modo ovvio: su 71 si ha Fi(z) := f(z,0) = 2z arctgx
con —2 < x < 0, e la derivata F{(z) = 2(arctgz + —277) si annulla solo per z = 0, come un facile confronto
grafico mostra subito, quindi niente; identico discorso vale per Th, dove si ha Fu(y) := f(0,y) = —y?arctgy
con —2 < y < 0, quindi niente; su T3 vale F3(z) := f(z, -2 — ) = (2> 4 2z + 4) arctg2 con —2 < = < 0,
e poiché F3(z) = 2(z + 1) arctg?2 si annulla in z = —1 otteniamo un nuovo punto Ps(—1,—1); su Ty vale
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jus

Fy(z):= f(z,1—2) = F(2° =4z + 1) con —2 < = < 3, e poiché Fj(z) = 5 (z — 2) si annulla in = = 2 riotteniamo
il punto A(2,—1). Ricapitolando, gli estremi assoluti di f su T" possono essere assunti solo nei sette punti O(0,0),
Pi(—2,0), P2(0,—2), P3(—2,3), Ps(3,-2), Ps(—1,—1) e A(2,—1): essendo f(0) =0, f(P1) = f(P2) = 4 arctg2,
f(Ps) = =137 f(Py) =%, f(Ps) = 3arctg2 e f(A) = 2, ne ricaviamo che il minimo assoluto di f su 7 & —13©
(assunto in P3) e il massimo & 4 arctg2 ~ 4,4 (assunto in P e P»).

4. (a) (Figura 2) Vediamo quali delle superfici di livello So = {(z,y, 2) : 9(z,v,2) = 2z —y+22— 2)62””‘1’7Z2 =a}
2

sono regolari. Il gradiente Vg = (262”722 (1+y2z —y+22—2)), 2V (=14 222z —y+22—2)), 2621?;722(1 -

z(2x — y + 2z — 2))) si annulla quando 2z —y + 2z — 2 = —% =5 =1 cidoday=—-2rez =2z dacu

2z —(—22)42(2x) —2 = 5, ovvero 162° —4z—1 =0, che dhz = #, da cui i due punti P ( 1+8\/g’ - 1"'4\/5, 1+4‘/5)
e P2(1,8\/3’ - 1*4‘/5, 1*4‘/5). Dunque le superfici di livello sono regolari tranne quelle con P; e Ps, e solo in quei
punti. Quella per A(0,—1,0) ¢ S = S_1, e il piano tangente ¢ Vg(A) - (x —x,,y — Y.,z —2,) = (4, -1, 2) -
(z,y +1,2) = 0, ovvero 4z — y + 2z — 1 = 0; alternativamente, da g(x,y,z) = —1 si pud ad esempio esplicitare
y(@,2) = -1+ (—LH)z+ (—2)z+--=—-1+4z+ 22+, e lo sviluppo al 1o ordine rida il piano trovato.

(b) Posto h(z,y,z) =z +y+ z+ 1, la curva £ & definita da (g, h) = (—1,0); lo jacobiano ( g’;gzgz; ) ha rango

< 2 quando i due gradienti sono paralleli, cioeé (posto per brevitd U := 2z — y 4+ 2z — 2) quando 2(1 + yU) =
—1422U =2(1—2U): da1l+yU =1 — 2U siricava (y + 2)U = 0, ma poiché la curva £ & definita da g = —1
(dunque in particolare U # 0) dovra essere z = —y, che posto in 2(1 +yU) = —1+2zU, ovvero 2(z —y)U = 3, da
2(z — y)(2z — 3y — 2) = 3. Ci chiediamo ora se ¢ (definitadaxz+y+2+1=0e (22 —y+ 2z — 2)62”””_z2 =-1)
possieda qualche punto tale che z = —y e 2(x — y)(2z — 3y — 2) = 3: confrontando z = —y con z = —1 —x — y si
ottiene = —1, dunque da 2(x — y)(2z — 3y — 2) = 3 si ricava 2(—1 — y)(—3y — 4) = 3, da cui 6y> + 14y +5 = 0,
da cui y = _7%@. Si ottengono percio le due terne (z,y,z) = (-1, _7%@, H%;/E), ma nessuna delle due

soddisfa I'ultima equazione di ¢, ovvero (2z — y + 2z — 2)62‘“’_‘22 = —1. Percid £ & una curva regolare, e il punto

A evidentemente vi appartiene: poiché lo jacobiano ( g’;((j:)) ) = ( ‘11 711 ; ) ha tutti e tre i minori di ordine
2 nonsingolari, all’intorno di A da (g,h) = (—1,0) si possono esplicitare a scelta due delle tre variabili in funzione

della terza: ad esempio, esplicitando z e y in funzione di z (da cui la parametrizzazione v(z) = (z(z),y(2), 2)), al

primo ordine si ha( Zgz; >=( O )+ (—( P )71( ; )) (Z—O)+( zgg;g ):( _;_%Z%jioo(zgz) )

(c) Sia ¢ la proiezione di £ sul piano orizzontale: visto che z dipende in modo continuo (addirittura lineare) da x

— 2 . .
2ey=2" — _1 si ottiene

e y, ci basta far vedere che ¢ ¢ limitata. Sostituendo z = —1 —x — y in (2z — y + 22 — 2)e
(?:y—i—él)e*zrzf’ﬂ72“”723’71 = 1, equazione di definizione di £’ nel piano (z,y). Ora, & piuttosto chiaro che la funzione
®(z,y) al I membro ha limite 0 quando (z,y) tende a coz (usando le coordinate polari (r, ) traslate in (—1,—1),
quando r > 1 si ha |®(z,y)| = [3(y + 1) + 1 (@ HD? (v ) = |3rsiny + 1|617T2 < 4T€17T2, infinitesima quando
r — 400), dunque per definizione di limite le sue curve di livello # 0 sono tutte limitate, ovvero compatte, e tra
queste £'. Pertanto £ & una curva regolare compatta, e per Weierstrass esistono su di essa gli estremi assoluti di
qualsiasi funzione continua f(x,y, z); ad esempio, quando prendiamo f(x,y,z) = x si troveranno i punti estremi
di ¢ rispetto alla coordinata x, e per Lagrange saranno dati dal sistema in tre equazioni delle quali la prima &
det(Vz, Vh,Vg) =0 (ovvero 9.9 — 9yg = 0), e le altre due sono i vincoliz +y+2z+1=0¢e g(z,y,2) = —1.

1. Ex. 3: la curva S (blu) passante per A; l’insieme T (triangolo pill segmento, azzurro); la curva di livello per il punto di minimo P3 per f su

T (grigio). 2. Ex. 4: la superficie g(z,y, z) = —1 (gialla) passa per A (blu); il piano (rosso) definisce £; in alto a destra, la proiezione £’.
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Prova scritta (13/07/2009) ‘

2a a—1 1
t -1
1. Studiare l'integrabilita generalizzata di f,(z) = v arctg(x = ) , e calcolare / fo(x) dx.
|1—[log ]| 0
2. Sono date le equazioni differenziali (i) 2arcsin(z — yy') = 22, (ii) ¥’ — cosz = v — ay
(con a € R).
(a) Studiare la crescenza delle soluzioni di (i); mostrare che, se ¢(x) & soluzione, lo ¢
pure —p(z).
(b) Cercare, tra le soluzioni di (i) e le soluzioni di (ii), quelle per cui y(0) = —2.
T+2y+1

3. Sia f($,y) = W

(a) Trovare dominio, zeri, segno e limiti notevoli di f; descrivere le curve di livello di f.

(b) Dire quali curve di livello di f sono regolari; detta X quella passante per A(0,2),
calcolare in due modi diversi la retta affine tangente a X in A. Preso poi un tratto di
X attorno A sufficientemente piccolo, scrivere una formula che ne calcoli la lunghezza.

(c) Disegnare P = {(x,y) € R?: |2z —y| < 2, |[y— 1] < 3}, spiegare perché f ha estremi
assoluti su P, e calcolarli.

4. Sia g(%yw’«') :(glag2ag3)($7yaz) - (log(y_z)v 22—2$, $+y)

(a) Dire quali superfici di livello di h(z,y, z) = y—x2 g1(x,y, 2) sono regolari; parametriz-
zare quella per A(0,3,0) al suo intorno, e calcolarne in due modi il piano tangente
affine.

(b) Quali curve di livello di (g1, g2) sono regolari? Detta Y quella passante per A, deter-
minarne eventuali estremi locali per la direzione x.

(c) Dire all’intorno di quali punti del suo dominio la funzione g ¢ diffeomorfismo locale;
dedurne che g non e diffeomorfismo globale, cercando se possibile un argomento piu
diretto per mostrare quest’ultima cosa. Infine, scrivere lo sviluppo al primo ordine
dell’inversa locale di g in A, cercando poi di calcolarla esplicitamente.

Soluzioni.

1. La funzione fo(z) = oz al]a U & definita per z > 0 con z #* é e ¢ # e: dunque l'integrabilita va vista

in 0T, EF, eT e +oo. Notiamo fin da subito che per a = 1 la funzione & identicamente nulla, dunque banalmente
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integrabile; nel seguito supporremo che o # 1. o In 07, per ogni « # 1 si ha arctg(z® ' — 1) ~§ 1, e dunque
fa(z) ~5 22%|logz|~®: ricordando che z”|logz|” & integrabile in 0% se e solo se 8 > —1 per ogni ~y, oppure
se 8 = —1 ey < —1, si ha la condizione o > —%. e Vediamo ora in eT. Essendo 1 — logz ~} (z — e) (basta
calcolare il limite del rapporto), si ha fo(z) ~; (x —e)~%, da cui la condizione —a > —1, ovvero a < 1. Lo stesso
ragionamento vale per é e In 400 tutto & simile a 0: anche qui per ogni o # 1 si ha aurctg(gv(’“1 —1) ~§ 1,
e dunque fo(x) ~§ £2*|logz|~*. Ricordando che z”|logx|’ & integrabile in +oo se e solo se § < —1 per ogni

v, oppure se 3 = —1 e 7 < —1, si ha la condizione a < —%. e Da quanto detto prima, l'integrale proposto

fo fo(z)dz = fo arctg(Z — 1) da converge (il valore costante 1 del denominatore & ovv1amente estendlblle anche al

punto smgolare 1 €]0,1[), e avra valore positivo. Ponendo £ —1 =t (ovvero z = t+1’ da cui dz = (t+1)2 dt) si

: 1 _ arctgt arctgt 1 __ arctgt 1 1 1 2t arctgt
ottiene [ arctg(; —1) de = — / (f+1g)2 dt = t+% - G+ (E2+1) dt = t+% ) f(ﬁ —apgr T t2+1 ) dt = t-&j +
vV t2+1 arc vV t241 T T
1log T 1 arctgt, e pertanto fO arctg(L — 1) dz = (%‘ft + 1 log T — Larctgt]leo = (0) — (—%) = =.
2. (a) L’equazione 2 arcsin(z — yy’) = z° equivale a = — yy’ = sin 22, ovvero yy' = x — sin Z-, con la condizione

2 . . 2
2| < Z, ciot |z] < /7. Se una soluzione y(z) si annullasse in un certo o si avrebbe necessariamente zo = sin 22,
. . . . 2 .

il che accade se e solo se zop = 0 (un confronto grafico tra le funzioni z e sin % mostra abbastanza chiaramente

2
che = > sin 22 se e solo se z > 0, con uguaglianza solamente in x = 0). Altrove si ricava vy’ = & dunque
2 )

le soluzioni di (i) sono strettamente crescenti nel lo e 3o quadrante e decrescenti nel 20 e 4o; per z = 0 si
ottiene y(0) y'(0) = 0 e dunque, se y(0) # 0, il punto = = 0 sard stazionario per la soluzione, e pitl precisamente
di minimo/massimo assoluto se y(0) = 0. Infine, sia p(z) una soluzione di (i): posta 1(z) := —p(z), essendo
W' (x) = —¢' () siricava che 2 arcsin(z —¥(z) ' (z)) = 2 arcsin(z — (—p(z))(—¢'(x))) = 2arcsin(z — p(x) @' (x)) =
z?, in altre parole anche v(z) & soluzione di (i).

b) (i) Separando le variabili e integrando tra 0 e z con la condizione y(0) = —2 si ha U(x) ndn = [T (t—sin dt,
o

ovvero % —2= % — [y sin(z )dt ricavando y(x) si ottiene 'unica soluzione y(x \/4 + 22 — 2 [sin(

(ii) Da y” — cosx = & — ay si ricava "' + ay = = + cos x, che ¢ lineare del secondo ordine a coefficienti costantl
e Se a > 0 'omogenea ha soluzioni del tipo y(z) = Acos(v/az) + Bsin(y/ax). Una soluzione particolare per
bi(z) =z & §1(z) = Lx; quanto a ba(z) = cosz, se a # 1 si ha §a(z) = L5 cosz, mentre se o = 1 si ha () =

1zsinz. Lintegrale generale per o > 0 e a # 1 & dunque y(z) = Acos(yv/ax) + Bsin(vaz) + 12+ -1 cosz,

e imponendo y(0) = —2 si ottiene A + ﬁ = —2, ovvero A = —25__11; nel caso particolare @ = 1 si ha
y(z) = Acosz + (B + iz)sinz + z, e imponendo y(0) = —2 si ottiene A = —2. e Se a = 0 l'equazione
Yy’ = x + cosz si integra direttamente, dando prima y = %xz +sinz + U e poi y(z) = %x3 —coszx +Ux+V,
e imponendo y(0) = —2 si ottiene —2 = —1 4+ V, ovvero V = —1. e Se infine a < 0 'omogenea ha soluzioni
del tipo y(z) = AeV=®* 4 Be V=%%_ Una soluzione particolare per by (z) = x &, come prima, §1(z) = Laz;
e, sempre come prima, una per bz( ) = cosz & ga2(x) = %cosx. L’integrale generale per @ < 0 & dunque
y(z) = AeV™°% 4 Be~ 4+ Ly + L cosz, e imponendo y(0) = —2 si ottiene A + B + —t= = —2, ovvero
A+B= —%.

3. (a) (Figura 1) Il dominio di f(x,y) = %;7:11 ¢ dato da zy + 1 > 0 (i punti compresi tra i rami —esclusi—
dell’iperbole equilatera I d’equazione zy = —1); la funzione si annulla sui punti del dominio che stanno sulla
retta r data da = + 2y + 1 =0, ed & positiva sopra. I limiti notevoli di f sono nei punti di [ e in co2. Nei punti
di I diversi da P(—2,1) e Q(l —1) (che sono le intersezioni tra I e r) il limite & 400 (se sopra r) o —oco (se
sotto), mentre in P e @ il limite non esiste (tendendovi lungo r la funzione & nulla, mentre al loro intorno vi sono
altri punti di I in cui f diverge a Fo0); quanto poi a ooz, limite non esiste (lungo l'asse = la funzione tende a

Foo e sulla bisettrice y = x la funzione vale f(x,z) = \;% e dunque tende a F3). Passiamo ora alle curve di

livello Xo = {(z,y) : f(z,y) = a}. Iniziamo notando che se o 2 0 la curva deve stare sopra/sotto la retta r,
mentre se a« = 0 & proprio r (anzi, per meglio dire, il tratto di r che sta nel dominio). Da f(z,y) = « si ricava
poi (tenendo presente quanto detto prima sulla posizione relativa a r) che (z + 2y + 1)? = o?(zy + 1), ovvero
22 + (4 — o®)zy 4+ 4y* + 2z + 4y + 1 — o® = 0: questa & I’equazione di una conica, pitl precisamente di un’ellisse
quando A = (4 —a?)? — 16 = o®(a? — 8) < 0 (cioe per |a| < 2v/2), una parabola quando A = 0 (cioé —a parte il
caso degenere a = 0 in cui si trova r— per |a| = 2v/2) e un’iperbole quando A > 0 (cioe per |a| > 2v/2). In realta
tutte le coniche con queste equazioni cartesiane passano per i punti P e @ (infatti equazione & identicamente

Corrado Marastoni 164



Analisi Matematica II — Test, esercizi e prove d’esame (dal 2004/05 al 2008/09)

soddisfatta in essi per ogni ), e X, ¢ la parte di loro che sta sopra/sotto la retta r, a seconda che sia a = 0.
(b) (Figura 1) Il gradiente V f = (””;’(Zi__k?;/;y, 2;(?’x2i_1’)“§/_2x) si annulla quando xy + 2 — 2y —y = 2(zy + 2) —
22 — 2 = 0. Confrontando le due espressioni si ottiene 2xy+2) = 4y? 4+ 2y = 22 + x; la seconda uguaglianza da
-2y = —(2* —49?), da cui x — 2y = —(z + 2y)(z — 2y), ovvero (x — 2y)(x + 2y + 1) = 0, da cui = = 2y oppure
x = —2y — 1, e mettendo queste relazioni in 2y + 2 = 2y + v, nel primo caso si trova il punto R(4,2) (accettabile
perché nel dominio), mentre nel secondo rispuntano i due punti P e @} (no). Pertanto tutte le curve di livello di
f sono regolari tranne quella che contiene R, ovvero X3: in realta X3 & una conica degenere (la sua equazione
22 =5y +4y® + 2x + 4y — 8 = 0 si spezza in (z — 4y +4)(z —y —2) = 0, dunque si tratta di un’iperbole degenerata
nell’unione delle due rette x — 4y +4 =0e x —y — 2 = 0, il punto d’intersezione delle quali ¢ —guarda caso—
il punto R). In particolare X = X5 & regolare nel suo punto A(0,2), ed essendo Vf(A) = (—4,2), ricaviamo
subito la retta affine tangente con (—4,2) - (x — 0,y — 2) = 0, ovvero 2z — y + 2 = 0; alternativamente, per Dini,
allintorno di A da f(z,y) = 5 possiamo esplicitare y(z) = 2+ (—5)(z — 0) + 0o(z — 0), e lo sviluppo al 1o ordine
rida la retta trovata. Con questa parametrizzazione di X, valida per |z| < € con € > 0 sufficientemente piccolo
(ovvero 7y :] — ¢, e[— R?, y(x) = (=, y(z))) possiamo rispondere anche all’ultima domanda: la lunghezza del tratto
di X parametrizzato da questa ~ sara ffs v/ 1+ vy (z)?2dz. In questo caso possiamo scrivere esplicitamente chi &
y(z): da o® — 21wy + 4y* + 22 + 4y — 24 = 0 si ricava y(z) = 1(21z — 4+ 5/172% — 8z + 16), che & una funzione
con dominio R, ovvero questa y(z) parametrizza in realta tutto il ramo dell’iperbole X che passa per A, dunque
possiamo usarla per calcolare la lunghezza di un qualsiasi tratto limitato di tale ramo.

(c) (Figura 1) L’insieme P = {(z,y) € R* : |22 — y| < 2, |y — 1| < 3} ¢& il parallelogramma (chiuso e pieno) di
vertici B(—2,—-2), C(1,4), D(3,4) e E(0,—2): si tratta di un compatto interamente contenuto nel dominio di f,
che ¢ continua, e dunque f ha estremi assoluti su P in base a Weierstrass. Per il calcolo degli estremi di f su
P decomponiamo quest’ultimo nell’unione disgiunta dei suoi punti interni (aperto di R?), dei suoi quattro lati
senza vertici (quattro curve regolari) e dei suoi quattro vertici. Per quanto riguarda i punti interni, 'unico punto
stazionario di f ¢ come visto R(4,2), che perd non sta in P. Sul lato BC si ha f(z, 2z + 2) = —~&+D

\2x2 4241

con

—2 <z <1,edessendo f(z,2x+2) = —W = 0 per z = 0, ritroviamo il noto punto A(0,2). Sul lato
CD si ha f(z,4) = \/’% conl <z <3, evale f(z,4) = ﬁ =0 per = LT (non accettabile). Sul lato
DE si ha f(z,2x — 2) = \/2537:%“ con 0 < z < 3, la cui derivata f(z,2z —2) = W si annulla in
x = —2 (non accettabile). Sul lato EB si ha f(z, —2) = \/% con —2 <z <0, evale f(z,-2) = —% =0
nell’estremo © = —2 (non accettabile). La questione degli estremi di f su P si gioca pertanto tra i punti A, B, C,

D e E: essendo f(A) =5, f(B) = =5~ 22, f(C) =25~ 4,5, f(D) = \}—% ~ 3,3 e f(E) = —3, ne ricaviamo
che il massimo assoluto di f su P & 5 (assunto in A) e il minimo assoluto & —3 (assunto in E).

4. (a) (Figura 2) Il gradiente di h(z,y,2) = y — 2> log(y — 2) & Vh = (—2zlog(y — 2), 1 — yzfz , yzjz), € non
si annulla mai: dunque tutte le superfici di livello di h sono regolari. Quella passante per A(0,3,0) & di livello
h(A) = 3; essendo Vh(A) = (0, 1,0), per Dini da h(z,y, z) = 3 si pud esplicitare localmente y(z, z), con y(0,0) = 3
e Vy(0,0) = (0,0), da cui y(x,z) = 3+ o(v/x2 + 22), e il piano tangente affine ¢ y = 3, come si nota in figura.

Alternativamente, da Vh(A) - (z — 0,y — 3,z — 0) = 0 si riottiene lo stesso risultato.

(b) (Figura 3) Lo jacobiano di (g1, g2), ovvero ( _02 y%z _gz%z ), ha sempre rango 2: dunque tutte le curve di

livello sono regolari. Quella passante per A ¢ Y = {(=,y, 2) : (91,92) = (log3,0)}: usando il metodo di Lagrange,
1 0 2z =90

si tratta di risolvere il sistema dato dal vincoloeda det [ o ;1. -1 ) =0, cioe { log(y — 2) = log3 , la cui
-2 0 2z 22 —2¢=0

unica soluzione ¢ il gia noto punto A(0, 3,0). Per determinarne la natura bisogna prima parametrizzare Y attorno

A, e lo jacobiano di (g1, ¢2) in A, ovvero ( 92 % 2 ), ci dice che si pud esplicitare localmente (z(z), y(z)) con
’ —1

( 5283 ) = ( 0 ) e ( z,gg; ) = —( ° % ) ( *0% > = ( 9 > Ci serviranno perd anche le derivate seconde,

pertanto partiamo dal sistema che definisce Y, ovvero Z{j; 3: 0 ° derivando due volte rispetto z si ottiene

{ Y~ 402, (dacui nuovamente ( 2,58? ) = ( 0 )) e { Y o _ »dacui ( ;,,Eg; ) = ( . ) Componendo

la coordinata x (ovvero la funzione f(z,y, z) = x) con la parametrizzazione (z(z), y(z), z) si ottiene semplicemente
F(z) = f(z(2),y(2),2) = z(z), dunque le derivate di F sono le stesse di z. Ne ricaviamo che il punto A & di
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minimo locale per la direzione = su Y, come la figura mostra chiaramente.

0 11
(c) Si ha det Jy(z,y,2) = det ( P 5.7 > = %, dunque g ¢ diffeomorfismo locale in tutti i punti
1 1 0

del suo dominio tranne quelli con z = —1. Cid mostra a fortiori che g non e diffeomorfismo globale. Volendo

procedere, per quest’ultima cosa, con un argomento piu diretto, proviamo a vedere se ad esempio g non sia iniettiva:
. . Y1 — 21 = Y2 — 22 . Y1 — Y2 = 21 — 22
ponendo g(z1,y1, 21) = g(z2, Y2, z2) si ottiene { 22 — 24 =22 — 22, ,dacui{ 2(z; —a2) = —(21 — 22)(21 + 22) ; posto

1 +y1 = w2 + Y2 z1 — w2 = —(y1 — ¥2)
u:=1x1 —x2 = —(y1 — y2) = —(21 — 22), se u = 0 le equazioni sono tutte soddisfatte (ma questo & il caso
dell’'uguaglianza), mentre se fosse u # 0 dalla seconda si otterrebbe z1 + 22 = —2. Pertanto due punti (z1,y1, 21)
e (z2,y2, z2) tali che 1 —x2 = —(y1 —y2) = —(21 — 22) e che z1 + z2 = —2 avranno la stessa immagine tramite g, e

di punti simili nel dominio se ne trovano facilmente, ad esempio il nostro A(0, 3,0) e A'(2,1, —2). Dunque g non &
1 1

iniettiva, e ancora una volta a fortiori non & diffeomorfismo globale. @ Siha J,(A) = —2 § o |;lafunzione
1 1 0

£, inversa locale di g all’intorno di A, sara definita in un intorno di g(A) = B(log 3,0, 3), si avra ovviamente ¢(B) =
1

-
[M

0
A e, come sappiamo, varra Jo(B) = J,(A) 7! = ( 0

0
1 ): pertanto, dette (u, v, w) le variabili del codominio
-3

1

[SIEN]

0 0 -3 o0 u — log 3
di g (dunque del dominio di ¢), lo sviluppo richiesto & £(u, v, w) = ( 3 ) + ( 0 2y ) < v—0 ) o=
1

1
0 —3 % w—3

1

( g+ 53 jrr (w—=3)+-- ) Infine, proviamo a invertire (u, v, w) = g(z,y, z) = (log(y—2), 2 =2z, x+y)
0—3(u—log3)+%v+(w—3)+---

tenendo presente di trovarci nei paraggi di A(0,3,0): mettendo x = %(22 —v)ey==z+e"inx+y=w siottiene

22422+ (2" —v—2w) =0, dacui z = —14+/T — 8e* + 4v + 8w (essendo z4 = 0, la soluzione col meno & spuria),

epercid z = (2> —v) =1—de" + 3v4+4dw— VI —8e* + v+ 8wey=z+e" = —1+e*+/1— 8" + 4v + 8w.

L’espressione esplicita dell’inversa locale ¢ & percio £(u,v,w) = (1 — 4e* + %v + 4w — /1 —8e* +4v + 8w, —1 +

' +v1—8e*+4v+8w, —1++/1—8e* + 4v + 8w).

1. Esercizio 3: si notino la curva X per A (I’iperbole blu) e la curva di livello degenere (verde). 2. La superficie di livello di h per A
dell’esercizio 4(a) (il punto ¢ porpora). 3. La curva Y dell’esercizio 4(b) ¢ in porpora, il suo punto A ¢ rosso. Il piano grigio & quello che

delimita il dominio di g.
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Prova scritta (08/09/2009) ‘

« -1 l-a gn2—«a
1. Studiare in ]0,7| lintegrabilita gen. di fq(x) = 2 Je— 1] sin™%(x) , e calcolare

_ (1—cosx)?
/ fi(x)dx.
0

2. Trovare, al variare di a € R, le soluzioni y(z) dell’equazione differenziale ay” — (o +
1)y’ + a?y = x — € che hanno un punto stazionario in x = 0.

3. Sia f(z,y) =" —z — >

(a) Dire quali curve di livello di f sono regolari; considerata quella passante per A(—1,—1),
calcolarne in due modi diversi la retta affine tangente in tale punto.

(b) f ha estremi locali/globali in R?? Esu P = {(x,y):0<y—a2<2, —2<y<0}?

(c) Trovare eventuali estremita locali in direzione verticale per la curva di livello 1.

4. Sia g(z,y,2) = \y? — 222 —2Y2.

(a) Dire quali superfici di livello di g sono regolari; parametrizzare quella per A(0,1, —1)
al suo intorno, e calcolarne in due modi il piano tangente affine.

(b) Dal sistema { ggx’_yl’;g)(z:_l ) si vorrebbero esplicitare, vicino alla soluzione B(0, —1,0),

due variabili in funzione della rimanente. Dire in quali modi cio e possibile e, scelto
uno di questi, calcolare lo sviluppo fino al II ordine di tali funzioni implicite.

(c) Tl sistema del punto precedente definisce anche una curva ¢ in R?. Con quanto trovato
prima, ¢ possibile calcolare la retta tangente affine a £ in B in due modi diversi?

Soluzioni.

z® |z—1]1" sin?"Y(a
(1—cosz)%
dunque lintegrabilitd va vista in 07, 17 e 77. o In 0T si ha sinw ~yp+ z e 1 — cosz ~5; 22, dunque fo(z) ~§
zz?— e
223

1. In ]0, 7| la funzione fo(z) = ) & definita e continua tranne che eventualmente per z = 1:

= 227* da cui la condizione 2 — a > —1, ovvero a < 3. & In 1F si ha fo(z) ~} |z — 1]'7%, da cui la
condizione 1 —a > —1, ovvero o < 2. @ In 7~ si ha sinz ~,- (7 — x) (basta fare il limite del rapporto), dunque

fa(z) ~>_ (m— x)?~, da cui ancora la condizione 2 —a > —1, ovvero a < 3. e Da quanto detto prima, 'integrale

proposto fo7r fi(z)dx = foﬂ \/% dx converge, e avra valore positivo. Integrando per parti e ricordando che

sin§ = /+=5=% (positivo in ]0,7) si ha [ 2L do = 22y1—cosz — [2y1—coszdr = 221~ cosz —
2\/§fsin% dx = 2x+/1 —cosx + 4\/§cos§ + k, per cui il nostro integrale vale (2xv/1 — cosz + 4v/2 cos sl =
(2V27 +0) — (0 + 4v/2) = 2v/2(7 — 2) ~ 3,2.
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2. L’equazione ay” — (o’ +1)y'+a’y = z—e” siriduce, nel caso a = 0, ay’ = —z+¢e”, dacuiy(z) = — 12’ +e" +k,
e notando che y’(0) = 1 # 0 non si ha nessuna soluzione che soddisfa la condizione di stazionarieta richiesta;
invece se a # 0, cosa che supporremo nel seguito, essa & del secondo ordine a coefficienti costanti. Le radici
caratteristiche sono o e é, che coincidono se e solo se &« = 1. Poiche le radici sono entrambe non nulle, una
soluzione particolare relativa a by (z) = x sara del tipo 71 (x) = ax + b, e si trova (a,b) = (7, O‘if ). Per quanto
riguarda invece ba(x) = —e®, vanno distinti i casi &« = 1 (in cui 1 & radice caratteristica doppia), @« = —1 (in
cui 1 & radice caratteristica semplice) e @ # F1 (in cui non lo &); nel primo caso una soluzione particolare sara
del tipo §2(z) = az®e”, e si trova a = —%; nel secondo una soluzione particolare sard del tipo g2(z) = aze®, e
. 1. N . ~ o . o 1 - .
si trova a = 3; nel terzo sara del tipo §2(z) = ae”, e si trova a = [CELICESE Pertanto se a« = 1 le soluzioni
dell’equazione completa saranno y(z) = (A—&—Ba:—%xQ)e”—&—x—i—Q con A, B € C, ela stazionarieta in = 0 equivale
ay'(0) = A+B+1=0; se a = —1 saranno y(z) = (A+3z)e”+Be “+x con A, B € C, e la stazionarietd in z = 0
equivale a ' (0) = A— B+ 3 = 0; mentre se a # F1 saranno y(z) = Ae®*® 4 Ben® + ‘)‘%z‘jg“ + (a_l)%(a+1)ez,

sempre con A, B € C, e la stazionarietd in z = 0 equivale a y'(0) = Aa? + Bé + ﬁ + m =0.

3. (a) (Figura 1) Denotiamo le curve di livello della funzione f(z,y) = ¢*~% — x — 3* tramite X, = {(z,y) :

f(z,y) = a}. 1l gradiente Vf = (e*72¥ — 1, —2(e" %Y 4 y)) si annulla quando ¢*"2¥ =1 e ¢ ¥ +y = 0: questo
accade solo nel punto B(—2,—1), per il quale passa la curva X2. Questa ¢ dunque I'unica curva a contenere un
possibile punto singolare; tutte le altre curve sono regolari, e tra queste X, che passa per A(—1,—1). La retta
affine tangente in A & data da Vf(A) - (x — (—=1), y — (—1)) =0, ovvero (e —1,-2(e — 1)) - (z+ 1,y +1) =0,
ovvero x — 2y — 1 = 0. Alternativamente, da f(z,y) = e si pud esplicitare ad esempio z(y) all’intorno di A, con
z(y)=—-1+ (—%)(y —(=1)+o-1(y—(-1))=—=142(y+1)+0-1(y + 1), e lo sviluppo al primo termine
rida la retta trovata.

(b) (Figura 1) Eventuali estremi locali/globali di f in R? devono essere in particolare stazionari e, come visto,
Punico & B(—2, —1); tuttavia & immediato verificare che I’hessiano di f in B ¢ indefinito, dunque si tratta di una
sella. e Il parallelogramma P = {(z,y) : 0 <y — 2 <2, —2 <y < 0} & compatto, dunque f vi assume di certo
estremi assoluti, per la cui ricerca separiamo P in componenti che siano varieta. Nei punti interni di P I’unico punto
stazionario & B, che perd, come visto, ¢ una sella. Sul lato y =0 con —2 < z < 0 si ha ¢(z) := f(z,0) = € — z,

ma ¢'(z) = €* — 1 non si annulla in tale intervallo, dunque niente. Sul lato y = z con —2 < x < 0 si ha
¥(x) = f(x,x) = e —x — 2% vale ¢'(x) = —e " — 1 — 2z = 0 quando ¢™® = —2z — 1, ma cid non accade
mai (basta fare un confronto grafico). Sul lato y = —2 con —4 < z < —2 si ha n(z) := f(z,—-2) = "t —z — 4,
ma 7'(z) = e*** — 1 = 0 non si annulla in tale intervallo, dunque ancora niente. Sul lato y = z + 2 con

—4 <z < —2sihaé(a) = flr,z+2) =e " —z—(x+2)% vale &'(x) = —e " —-1-202+2) =0
quando e ®™% = —2z — 5, e cid accade in un unico punto a €] —3,—2[: si trova dunque un punto C(a,a + 2),
con f(C)=e“*—a—(a+2?=-2a-5—-a—(a+2)?=—a’>—Ta—9 ~ 2,5 Infine, nei quattro vertici
D(-2,0), 0(0,0), E(—=2,-2) e F(—4,—2)siha f(D) = e 24+2~2]1, f(O) =1, f(E)=e®*—2~5,4e f(F) = 1.
Concludiamo che il massimo assoluto per f su P & ¢* — 2 (assunto in E) e il minimo & 1 (assunto in O e F).

(¢) (Figura 1) Il problema di trovare eventuali estremita locali in direzione verticale su X; equivale a quello di

trovare estremi locali di h(z,y) = y su X;. Il metodo di Lagrange da il sistema { ‘?ﬂ(ﬂ g{ (;C) y:) T 0, che ha soluzioni

0(0,0) e F(—4,—2). Per determinarne la natura, converra esplicitare direttamente y(x) (che & gia la funzione h)
dall’equazione f(z,y) = 1 all’intorno di ciascuno dei due punti. Derivando due volte I'identita W _p—y?=1
(ove si intende y(x)) si ottiene (1 — 2y")e™ %Y — 1 — 2¢y'y = 0 e (—2y” + (1 — 2y")?)e” ¥ — 2(y/)* — 2yy” = O:
calcolando in « = 0 (con y(0) = 0) si ottiene y'(0) = 0 e y”(0) = 1 > 0; calcolando invece in = —4 (con
y(—4) = —2) si ottiene y'(—4) = 0 e y’(—4) = —% < 0. Ne ricaviamo che, come testimonia la figura, i punti O e
F' sono rispettivamente di minimo e massimo per la direzione verticale su Xj.

4. (a) (Figura 2) Denotiamo con Y, la superficie di livello a della funzione g(z,y,2) = /y? — 2zz — zyz. 1l
gradiente di g (calcolato dove y* — 22z > 0) ¢ Vg = (——== Per

— Y _ .z  _
\/y272zz vz \/y272a:z Tz, Vy2—2zz l"y)

individuare i possibili punti singolari bisogna vedere dove tale gradiente si annulla, ovvero risolvere il sistema

99 _ 99 _ 99 _ 99 _ iTi - 2 _ — _1. i it ¢
95 = oy = 02 — 0. Da 3? = 0 si ricava z = 0 oppure \/y 20z = v la prima eventualitda non puo
verificarsi (da g—i = 0 si avrebbe y # 0 e |y7| = signy = 0, assurdo), mentre nella seconda da g—z = 0 si ottiene
—y? —xz =0, cioe xz = —y?, che rimessa dentro /y2? — 2zz = 75 da /3y? = f%, ovvero y? = fSi%y, da cui
I'unica soluzione y = —4%@; resta poi xz = —y? = —%. Pertanto i possibili punti singolari sono quelli della curva
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parametrica {(u, —4%/3, _%ﬁ) :u € R, u # 0}, che giacciono tutti su Y, 43- Tutte le altri superfici di livello
3

di g sono regolari, e tra queste anche Y1 che contiene A(0,1, —1): il piano affine tangente a Y1 in A & dato da

Vg(0,1,-1) - (z — 0,y — 1,z — (=1)) = 0, ovvero (2,1,0) - (z,y — 1,2+ 1) = 0, ovvero 2z + y — 1 = 0. Dalla

forma del gradiente notiamo che all’intorno di A dall’equazione g(z,y, z) = 1 si possono esplicitare a scelta z(y, z)
oppure y(z, z): ad esempio, scegliendo la seconda, si ha y(x,z) =1+ (—%, —%)(m -0, z+1)+---=1-2z+---,

e lo sviluppo al primo ordine rida il piano tangente trovato in precedenza.

- —yz —E—— 2z ———Z_ —ay

(b) Lo jacobiano di (g,z? — log(z — y)), ovvero ( Vy?—2az Vv? 2oz Vy?-2e ), nel punto

2x —_——

z—y z—y
B(0,—1,0) diventa ( © —! 9 ): pertanto, in base al teorema del Dini, 'unico modo per esplicitare due vari-

7 K 0 1 —1 p ) 7 p p
PR . . T . . PR N y(0) — -1 y’(0) —
abili in funz1oni> della rimanente & di ricavare y e z in funzione di x; si avra ( 2(0) ) ( o ), e ( 20 )

f( *11 31 )_ ( 8 ) = ( 8 ) E tuttavia richiesto lo sviluppo fino al II ordine, dunque conviene partire

- M7yzfzy/zfzyz,2()
dall’identita data dal sistema { g (I‘:yl(;g) E;((Z)))_:@, (11)) : derivando una volta si ottiene { \/@ )
= 2 — 2 =Y =

zZ—y

(da cui, posto z = 0 con (y(0),2(0)) = (—1,0), si ritrova (y'(0), 2'(0)) = (0,0)), e derivando nuovamente si ottiene

/ N2
P 12 (((?/)2 + gy — 22—z ) y2 — 222 — (yy;ﬂ) —2y'z —2y2' —ay'’z — 22y’ —axyz’’' =0
—2xz .
Y y?—2ez da cui, posto z = 0

g E=yNE—w-G'=y)? _ g

z—y
con (y(0), 2(0)) = (—1,0) e (¥'(0), 2’ (0)) = (0, 0), si ottiene (y”(0), z”(0)) = (0,2). Dunque lo sviluppo al II ordine
cercato & (y(x), z(x)) = (=1 + oo(z?), 2° + 0o(x?)).

(¢) (Figura 2) Quanto fatto nel punto (b) & del tutto analogo allo studio della curva ¢: vicino al suo punto B essa
¢ interpretabile come grafico della sola variabile x, e la retta tangente affine & data sia come sviluppo al primo

z—0
ordine di (y(z), z(x)), sia come ( 8 PR ) < y—(-1) ) = ( 8 ) In entrambi i casi risulta la retta { vzt
z—0 N

parallela all’asse x.

1. Esercizio 3: le curve Xp, Xg, X¢ € Xe272 sono rispettivamente in rosso, azzurro, blu e verde. 2. Esercizio 4: la superficie Y; (in grigio)
contiene entrambi i punti A (porpora) e B (rosso); ¢ anche visibile la retta tangente affine in B alla curva £ (intersezione tra le due superfici

grigia e blu).
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Prova scritta (17/09/2009) ‘

1% | log x|

1. Studiarein ]0, +oo[ lintegrabilita gen. di fo(z) = @r e
z

+oo
e calcolare fi(z) de.
0

2. Trovare, al variare di a € R, le soluzioni y(z) delle equazioni (i) 2%y +a(y+1)%logx =
0, (ii) 2%/ + (x — 1)y = €@ tali che y(1) =0, e determinarne i limiti in 0" e in +oc.

3. Si consideri nel piano la curva polare ¢ data da p(f) =3+ 2sinf con 0 € [—m, 7).

(a) Disegnare ¢, parametrizzarla opportunamente e calcolarne la retta tangente nel punto
A con 6 = 0. Scrivere in modo corretto l'integrale che da la lunghezza di /.

(b) Determinare(*”) un polinomio p(z,) che definisca cartesianamente £. Da p(z,y) = 0

esplicitare, all’intorno di A, una delle coordinate rispetto all’altra, e scriverne lo
sviluppo fino al I ordine. Usare quanto trovato per ricalcolare in due modi la retta
tangente a £ in A.

(c) Dimostrare che ¢ & compatta, e calcolarne i punti estremi rispetto alle coordinate
x e y. Come andrebbe impostato lo stesso problema usando la forma cartesiana
p(z,y) =07

4. Sia g($7y7 Z) = (gl(xayaz)v 92($7yaz)) = (arctg(myz) +Tr—yz, xz — y2)

(a) Dire quali superfici di livello S,, = {(z,y, 2) : g1(z,y, 2) = a} sono regolari. Mostrare
che Si, all’intorno del suo punto A(1,0,—1), & esprimibile in un solo modo come
grafico, e calcolarne in due modi il piano tangente affine. (Facoltativo: visti i risultati,
si puo indagare se per caso A sia un punto estremo per S; rispetto a una delle
coordinate?)

(b) Sia Y la curva di livello di g passante per A. Mostrare che Y & regolare in A, e
calcolarne la retta tangente affine in due modi.

(c) Mostrare che A ¢ estremante locale (minimo, massimo?) per la coordinata z su Y.

Soluzioni.

z!1 =% |log x|
(z+2)”+1
va vista in 01, 1T e +00. o In 0% si ha fo(z) ~§ '~ |logz|®: ricordando che z|logz|” & integrabile in 0F
se e solo se B > —1 per ogni v, oppure se § = —1 e v < —1, si ha la condizione 1 — a > —1, ovvero a < 2. e
Essendo logz ~1  — 1 si ricava fo(z) ~7 |z — 1|%, da cui la condizione o« > —1. e In 400 si ha fo(z) ~4oo

1. La funzione fo(z) = ¢ definita per > 0 tranne che eventualmente in z = 1: dunque l'integrabilita

(4" Moltiplicare per p ambo i membri di p = 3+ 2sin 6, e ricordare i legami tra le coordinate polari e cartesiane.
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% = 272 |log x|*: ricordando che z”|log z|” & integrabile in 400 se e solo se 3 < —1 per ogni -y, oppure
se [5' = 71 e 7 < —1, si ha la condizione —2a < —1, ovvero o > % e Da quanto detto prima, ’integrale proposto
fo z)dx = 0+°° (‘:jiﬂ dx converge, e avra ovviamente valore positivo. Iniziamo calcolando una primitiva di
(;‘f;) : 1ntegrando per partl si ha [ (l‘f;;Q do = (—5)logz — [(— )i de = — 5 logo: +1fE- z}m) dr =
cc+2 logz + 3logz — log(z +2) + k = f(z+2 log(z 4+ 2)) + k (o anche = — +2 logx + 1log =% w3 + k,
altra espressmne utile per il calcolo). Tenendo poi presente che |logz| = Flogz a seconda che = > 1, si ha che
+ log x 1 T + T T )
L lzfz)l‘ de = — |, (i(fw? dr+ [ (i(fQ)z do = (—3(;55 logw —log(w +2))]o + (— 35 log = + 5 log ac+2]1+ =

(31log3)— (3 log2)+(0)—(—%10g3):log3—%log2~0,75.

2. (i) L’equazione z?y +a(y+1)*logz = 0 & del primo ordine a variabili separabili; separando si ha —ﬁ dy =

ak;# dx da cui integrando si trova ﬁ = —al(logz + 1) + k; imponendo che y(1) = 0 si ha k = o+ 1, da cui
ﬁ — —Oé%(logl'“rl)"—(a"—l) — WM da, Cui y( ) = Mw_l' Si ha lim0+ y(x) =1 per
ogni «; d’altra parte, se a # —1 vale lim; o y(x) = a+1 —1= -9, mentre se a = —1 si ha lim; o y(z) = +ooc.

o (ii) L'equazione 2%y’ + (z — 1)y = e** & lineare del primo ordine, e per > 0 essa viene messa nella forma

canonica y' + p(z)y = q(z) con p(z) = L5t e q(z) = %; si ha [p(z)der = logz + 1, percio la soluzione con

w1
y(1) = 0 ha forma integrale y(z) = e~ logz_ffz lost+4 7l gy = ml lze ;t dt. In 0% si ha € tjt > 4

1
+1 o

dunque l'integrale dt tende a —oo e il limite limy+ y(z) ¢ in forma 2: con de I’'Hopital si ottiene

1
cu+i
L CVT+* eam
limg+ y(z) = limg+ # = limg+ -© r = limy+ Z— = —1. Per quanto riguarda +o0, se o < 0 I'integrale
eaL(l 7) (x—1)ex

converge e dunque lim o y(z) = 07; se invece « > O I'integrale chiaramente diverge e dunque siamo in forma 22:

con de 'Hopital si ottiene limyoo y(z) = lim4 oo < che vale 0 se & = 0 e vale +00 se a > 0.

z—1)

3. (a) (Figura 1) La parametrizzazione naturale della curva polare ¢ data da p(6) = 3 + 2sinf ¢ data da
v : [=m, 7] — R? con y(0) = ((3 + 2sin6) cosh, (3 + 2sind)sinf); un vettore tangente & v'(f) = (2 — 3sinf —
4sin® @, (4sin@ + 3) cosf), dunque la retta tangente nel punto con § = 0 & data da {y(0) +t+(0) : t € R} =
{(3,0) +t(2,3) : t € R} = {(3+ 2t,3t) : t € R}; eliminando il parametro ¢ si ottiene 3z — 2y — 9 = 0. Infine
I'elemento d’arco & \/p(0)2 + p'(0)? df = /13 + 12sin 0 df, da cui la lunghezza ["_ /13 +12sin 6 d6.

(b) Moltiplicando ambo i membri di p = 342sin @ per p si ottiene p? = 3p+2psin 6, ovvero 2> 4+y? = 3/22 + y2+
2y, che equivale a 9(m2+y2) = (m2+y2—2y)2, ovvero p(z, y) = gt +222y% 4yt —da?y—4y® — 922 —5y? = 0; si calcola
Vp(z,y) = (423 +4xy® —Sry—18z, 4a’y+4y> —42> —12y* —10y), ed essendo Vp(3,0) = 18(3, —2) si puo esplicitare

una a scelta delle due coordinate rispetto all’altra: ad esempio, si pud scrivere y = 0+ (— =) (z —3) +o03(z —3) =

3(x —3) + os(x — 3). La retta tangente precedente si ritrova come Vp(3,0) - (z — 3,y —0) = 0, o come lo sviluppo

al primo ordine di y(x).

(¢) (Figura 1) Il modo piu rapido per mostrare che ¢ & una curva compatta ¢ notare che essa ¢ immagine di
un compatto ('intervallo [—7,n]) tramite una funzione continua (la parametrizzazione «y); alternativamente, ¢
¢ chiusa perché definita dall’equazione p(x,y) = 0, e limitata perché p = 3 + 2sinf < 5. Cerchiamone i punti

estremi rispetto alla coordinata x: usando < si tratta di trovare gli estremi di z(vy) = (3 4+ 2sinf)cosf. La
derivata z'(y) = 2 — 3sinf — 4sin? @ si annulla quando sind = @: detto 6y = arcsin @7 si trovano

i punti estremi v(6y) e y(m — 6p). Per la coordinata y, la derivata y'(6) = cosf(4sinf + 3) si annulla per
0 = F%, —arcsin i, arcsin %771’, da cui i quattro punti previsti dal disegno. Usando la forma cartesiana p(z,y) = 0,
si tratterebbe di usare il metodo di Lagrange e poi di determinare la natura dei punti usando una carta locale.
Ad esempio, per gli estremi secondo y si ottiene il sistema 9;p(x,y) = p(x,y) = 0, che tra la varie soluzioni da
P(0,—-1): da Vp(P) = (0, —6) si nota che da p(x,y) = 0 si pud esplicitare y(z), e i conti (derivando due volte
Iidentita p(z,y(x)) = 0 con y(0) — 1) danno y(z) = —1 — 2? + 0o(2?), che mostra che P & un punto di massimo
locale per la coordinata y su /.

4. (a) (Figura 2) Il gradiente di g1 (=, y, 2) = arctg(zyz)+r—yz e Vg1 = (1+I%Z2 z+1, 1+12 7,2 % 1+ZZ?;222 Y);
vediamo quali sono i possibili punti singolari delle superfici di livello S, di g1 annullando tale gradiente. Da %‘“ =0
si ricava che z = 0 oppure 1 + z%y?2? = z; la prima eventuality & impossibile (da %% = 0 si otterrebbe 1 = 0), e

nella seconda da % = 0 si avrebbe yz = —z, da cui 1+x2(7m)2 =z, ovvero z* +1 = z, ma questa equazione non
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ha soluzioni reali (basta un rapido confronto grafico). Dunque tutte le superfici S, sono regolari; in particolare
lo & S; all’intorno del suo punto A(1,0,—1). Essendo Vgi(A4) = (1,0,0), 'unico modo per esprimere S; come
grafico attorno A & di esplicitare z(y, z) da g1(z,y,2) = 1, con z(0,—1) = 1 e (24(0,—1),2.(0,—1)) = (0,0). Il
piano tangente cercato ¢ dunque z = 1, che si trova anche come Vg1(A) - (z — 1,y — 0,2 — (—1)) = 0. Quanto
all’ultima domanda, visto che il piano tangente a S; in A & parallelo al piano (y, z), tale punto potrebbe essere
un estremo locale per la coordinata z: si tratta allora di vedere la natura del punto stazionario (ya,za4) = (0,—1)
per la funzione implicita z(y, z). Il primo tentativo ¢ quello di determinare ’hessiano di z(y, 2) in (0,—1), ma
una doppia derivazione dell’identita g1 (z(y, z),y, z) = 1 rispetto a y e z ci dice solo che esso ¢ identicamente nullo
(guardando la figura, questo non ¢ una sorpresa: infatti S; & “notevolmente piatta” vicino al punto A), e pertanto
cio non fornisce alcuna informazione sulla natura di A. Bisogna allora andare piu in dettaglio, ma come fare?
Per sondare il problema, possiamo provare a restringerci a una curva, ad esempio studiamo come si comporta
la coordinata x sui punti di S; a quota z = —1, con particolare riguardo a cio che accade vicino a A: & chiaro
che cid equivale a studiare, nel piano (x,y), la natura del punto A’(1,0) per la funzione z sulla curva definita da
arctg(zy(—1)) + = — y(—1) = 1, ovvero p(z,y) := = +y — arctgzy = 1. Essendo Vp(A') = (1,0), da p(z,y) =1
esplicitiamo z(y) e vediamone lo sviluppo in y = 0 (con z(0) = 1), aspettandoci naturalmente che le prime due
derivate siano nulle: in effetti, derivando tre volte (con notevole pazienza) l'identitd ¢(z(y),y) = 1 e calcolando
in y = 0 si trova 2/(0) = 2”(0) = 0 e 2’/ (0) = —2, da cui z(y) = 1 — 24° + 0o(y®). Siamo stati fortunati: infatti
abbiamo scoperto che A’ & una sella per la funzione x sulla curva dei punti di S; a quota z = —1, e cid implica
che A ¢ una sella per la coordinata x su S;.

1 0o o0

(b) (Figura 2) La matrice jacobiana di g in A & ( o 1

>7 che ha rango massimo 2: dunque Y (la curva di

r —1
livello di g passante per A) & regolare in A, e la retta tangente affine & data da ( j1 8 ? ) ( y—0 ) = ( 8 >,
z+1

x=1

x—2z2z—2=0
z(0) \ _ 1 z/(0) \ _ 1 o\ troY_ /o . . z=1+o09(y2) .

( 2(0) ) ( o )e ( 209 ) ( R ) ( 0 ) ( 0 ), da cui lo sv1luppo{ S e la parte fino

, rida la retta tangente affine a Y in A (si tratta di una retta parallela all’asse

ovvero { All'intorno di A si pud parametrizzare Y solo esplicitando = e z in funzione di y, con

=1
= -1

y) e ovviamente coincide con quanto gia trovato in precedenza.

al primo ordine, ovvero {

(c¢) (Figura 2) Si tratta solo di studiare la funzione implicita z(y) del punto precedente, cercando di capire la

natura del suo punto stazionario y = 0: in altre parole, ci serve lo sviluppo di z(y) fino al secondo ordine.

Derivando 'identita g(z(y),y, 2(y)) = (1, —1) rispetto alla variabile y si ottiene { AL ol -2 -y =0
x'z + zz! — 2y =0

(da cui, calcolando in y = 0, si riottiene z'(0) = 2’(0) = 0); derivando nuovamente, e calcolando di nuovo in

y = 0, si trova poi (z”(0),2”(0)) = (0,2). Ne ricaviamo che z(y) = —1 + y* + 00(y?), il che ci dice (e la figura lo

conferma) che A & un punto di minimo locale per la coordinata z su Y.
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1. Ex. 3: la curva polare £ e il punto A. 2. Ex. 4: il punto A (rosso), la superficie S; (azzurra), la curva Y (intersezione tra le superfici).
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