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. Sia I' la curva ottenuta intersecando il piano x +y — 2z 4+ 1 = 0 col cono a una falda di vertice
lorigine, asse ’asse x e passante per il punto A(1,0,1).
(a) Esprimere I' in forma cartesiana e parametrica attorno ad A, e calcolare in due modi la retta
tangente affine a I" in A esibendone un vettore parallelo.

(b) Traipuntidi I’ con z < 2 trovare il piu vicino e il pit lontano dall’origine (perché esistono?).

. Nel piano cartesiano sia A l'insieme dei punti del primo quadrante compresi tra gli assi e tra la
curva polare p(f) = a(1 + 2cosf), che distano almeno a dall’origine (ove a > 0).
(a) Calcolare area e baricentro di A.
(b) Calcolare (se finiti) gli integrali su A di z%, y®, (z® +y*)*/? nel caso a = —1.
(¢) Per quali a € R tali funzioni sono integrabili su A ?

. Nello spazio cartesiano sia E = {(z,y,2) : 2,y > 0; 2+y < a; 0 < az < a® —2? —y*} (con a > 0).
(a) Disegnare FE e calcolarne il volume.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F = (z,0,—y).
(¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la porzione piana di OF nel primo ottante.

. Si abbia l'equazione differenziale 2y?y” + at? +1 = 0 nella funzione scalare y(t) (ove o > 0).

(a) Cosa si pud dire a priori su esistenza, unicita, invarianza temporale delle soluzioni? Ve ne sono
di costanti? Se ¢(t) € una soluzione su un intervallo, lo sono anche ¢(—t) (oppure —p(—t))
sull’opposto? In tal caso le soluzioni definite in ¢ = 0 sarebbero necessariamente (dis)pari?

(b) Nel caso @ = 0 determinare la soluzione tale che y(0) =1 e 3/'(0) = —1.

. Sia data I’equazione differenziale t?y” = 2y + 3t> nella funzione scalare y(t).

(a) Cosa si puo dire a priori su esistenza, unicita, definizione in ¢ = 0 delle soluzioni?

(b) Determinare tutte le soluzioni, sapendo che un sistema fondamentale dell’lomogenea associata

¢ dato da yi(t) =t e yo(t) = 1. In particolare dire quali soluzioni sono estendibili a tutto

t
R, e trovare la soluzione con y(1) =0 e /(1) = 0.



Analisi Matematica III — Esame Scritto (23/01/2018) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Un cono di vertice l'origine e asse I’asse = ha equazione cartesiana z® = a(y® + 2?) per qualche

a > 0, e il passaggio per il punto A(1,0,1) impone o« = 1: dunque la curva I' & data cartesianamente dal sistema

=a? —y? -2 = 171 H . . . . N
g1(e,y,2) =2 —y” — 2" =0 con g condizione x > 0. Come sappiamo si tratta di una conica, che in questo caso & un
g2(z,y,2) =z +y—22+1=0

ramo di iperbole (notiamo infatti che ci sono anche intersezioni tra il piano e la seconda falda con x < 0, ad esempio per

x = —1 si trova subito (—1,%7 %)) Si ha Jy(z,y, 2) = ( o ), e percid Jg(A) = ( P02 ): dunque

dal sistema g = 0 si puo esplicitare all’intorno di A qualsiasi coppia di coordinate rispetto alla rimanente, ad esempio
(y) @(0) N = (1 @0 Y= _(2 -2\ 'loy_ 1 2(y) N = ( 1+y+oo(y)

(2 )een (20 ) =(1)e( 2 )=-(1 =) (1)=(1)ovvero (I )= (115150 )- Dunaue

la retta tangente affine a I' in A & data da { Tz 11:[;’ , ovvero {(1,0,1) +¢(1,1,1) : t € R} con vettore parallelo (1,1, 1).

Lo stesso risultato si ottiene anche cartesianamente, calcolando come al solito il nucleo traslato di Jg(A).

(b) I puntidi T con z < 2 sono un tratto di curva chiuso (definito da equazioni e disuguaglianze larghe di funzioni continue)
e limitato (& un segmento di iperbole che giace sul pezzo di cono con 0 < z < 2), dunque compatto. Per la ricerca si
tratta di determinare gli estremi assoluti della funzione f(z,y,z) = ® + y® + 2% su tale tratto di curva. Consideriamo

2 2 2
dapprima i punti dati da = < 2, che studieremo col metodo di Lagrange: imponendo che det < 20 737; e ) =0e
1 1 —2

Pappartenenza a I' con 0 < z < 2 si ottiene il solo punto P( 1+4\/g7 _52_0‘/5, 5"1(‘)/5), con f(P)= 3'"47\/5 ~ 1,3. D’altra parte,

ponendo x = 2 nel sistema di I" si ottengono i punti B+ (2, %, Lg/ﬁ) nei quali f(B+) = 8. Ne ricaviamo che tra i
punti di I' con z < 2 il punto piu vicino all’origine ¢ P, e i piu distanti B+.

Nota. Una parametrizzazione globale di I" si pud ottenere con le coordinate cilindriche (x,y,z) = (z, pcos8, psinf)
riferite all’asse z: in effetti imponendo l'appartenenza al piano si ha z + p(cos@ — 2sinf) + 1 = 0, ma poiché sul
cono si ha x = p si ottiene p(1 + cosf — 2sinf) + 1 = 0, da cui p = 50—~ e percid (z,y,2) = y(0) =

( 1 cos 6 sin 6
2sinf—cosf—17 2sinf—cosf—17 2sinf—cosH—1

solvere in modo alternativo i quesiti (a-b); ad esempio, sul cono si ha f(z,y, z) = 2> +y>+ 2% = 222 ¢ dunque determinare
i punti risp. di max/min distanza di I dall’origine equivale a studiare i punti risp. di min/max di 2sinf — cos@ — 1.

) con la condizione x > 0 che da 6 € Jarcsin %, 7[. Questa 7 si pud usare per ri-

2. (a) (Figura 2) L’area dell’insieme A dei punti del primo quadrante compresi tra gli assi e tra la curva polare
p(0) = a(1 + 2cosf) che distano almeno a dall’origine & data dalla nota formula delle aree racchiuse tra curve polari

%fog((a(l—iﬂ cos0))*—a?) df = 2a* f0§ (cos? 0+cos0) df = “Fa”. Sihapoi [, zdxdy = fog db f;(H%OS D pcosbpdp =
fol 1p3ar2c0s0) (s 9 dh = : 3f01 ((1 +2cos8)® — 1) cosfdf = l(13f£(80054<9 +12cos® 0 4 6cos®0)df = (3T +
4)a® e [,ydevdy = f2 d@fa(1+2c°59)p51n9pdp = f2 [Lp*a0 20D gingdh = La 3f0£ 1+2cosf)® —1)sinfdf =
1a® fo (8u® 4 12u® 4 6u) du = 3a®, da cui (z¢,yc) = oog ([, vdady, [, ydzdy) = (5(7:33)@’ 2a).

-c) Le funzioni =%, y=, (z°+vy sono definite e positive nei punti di A, dunque per Fubini e Tonelli basta testare un
b-c) Le funzioni =%, y*, (z2 +y?)*/? defini iti i idiA,d Fubini e Tonelli b
integrale iterato. e Si ha [, z*dzdy = [z df [ df f:(HQCOSQ) pcos®Opdp = [se a # —2] %ﬁ a®*? [ cos® 0((1 +
2 cos 0)*T2 — 1) db; ora, poiché cos 6 ~x- (3-6) e (1+2cosh)*"*—1 N* _ (% —9) la funzione integranda & ~% _ (5 —

2

6)**!, dunque la condizione & a41 > —1, ovvero o > 2 D’altra parte, se a = —2 si ottiene f 5 cos 20 log(14-2 cos 0) df
in cui la funzione integranda & ~ e (cos™26)(2cos8) ~% _ cos O ~ z- (2-6)"", non integrabile. Dunque la condizione
2

& a>—2. Nel caso a = —1 si ha af02 cos 1 O((1+2cosh) —1)df = af()? 2df = wa. e Per y* si ragiona in modo simile
(con problemi d’integrazione in 6 ~ 07 anziché in 6 ~ 57 ), ottenendo pero stavolta o > —1. Dunque per a = —1 la
funzione non & integrabile. o Invece (z2 + Y )"‘/ 2 & sempre integrabile, perché A & un insieme misurabile limitato ben
lontano dall’origine; il calcolo da fo do [2 3 df fa(1+2 50 52 pdp, che per o # —2 da 502 [2 (14208 0)*F2 —1) df

mentre per o = —2 da f02 log(1 + 2 cos §) df; in particolare per a = —1 si trova afo (2 cos 0) df = 2a.

3. (a) (Figura 3) Il corpo E = {(z,9,2) : 2,y > 0; x+y < a; 0 < az < a® — ? — 4*} & un quarto di paraboloide con
un taglio piano verticale. Per il volume usiamo gli (z,y)-fili: la proiezione orizzontale & il triangolo T' = {(x,y) : 0 <
z < aLO <y<a-—z}, dacui VIE = [ L(a® —2® —y)dady = L [ da [ "(a® —2® —y*)dy = L [][(a® —x2)y -
§y3]z;8_2 de =1 [F((a®—2®)(a—=z)— 3(a—=)*)dr = L[a’z— La’2® — Laa® + 1at+ L(a—2)")§ = Za® — 5a® = L’
Alternativamente, per x € [0,a] la z-fetta di F ¢ la porzione di settore parabolico {(y,2) : 0 <y <a—1z,0< z <
L(a® =2 —¢*)}, lacui area ['" L(a® —2® —y®)dy = 2 (a — x)*(a + 27) integrata per z € [0, a] rida il volume 3a®.

(b) La divergenza di F = (z,0,—y) & V-F = 1, dunque [ (V-F)dxdydz = Vol E = £a®. D’altra parte la superficie
esterna OF del corpo E & costituita da cinque porzioni: il triangolo T come base, il taglio piano verticale parabolico L, la
superficie di paraboloide P, e le due pareti laterali S’ e S” rispettivamente sui piani (z, z) e (y, 2). Sul piano (z, 2) (risp.
(y, 2)) il campo & parallelo all’asse x (risp. al’asse z), dunque i flussi uscenti @/ (F') e <I>Su (F) sono nulli. Per la base T si
haq)T(F):fT(x,O,—y)~(0,0, )dxdy—nydxdy—fO dxfo ydy—2f0 a—x) d:c——f[(a—m)g’]g:fa La
superficie L si proietta nel piano (z, z) sul settore parabolico L' = {(z,2) : 0 <2 < a, 0 < z < 2z(a— )} (si noti infatti

che dal sistema tra z = i(a2 —2%—y?) e x+y = a si ottiene appunto z = Em(a x)), dunque L & parametrizzata da (z,a—



T 1 0
x,z) con (x,z) € L' (normale associata entrante) e si ha ®1(F) = — [, det ( 0 -1 0 ) dedz = [, zdxdz =
—(a —x) 0 1

Jy dx fogm(a_m) xvdz =2 [ 2*(a—z)dx =
x 1 0

con (z,y) € T (normale associata uscente), dunque ®p(F) = + [, det ( 0 0 L > dedy = [,(22° —y)dody =
—y _

_2,
a

SN

[2az® — +2*]§ = 1a°. Infine P & parametrizzata da (z,y, 1 (a® — 2* — y?))

[} do f5 (e — ) dy = [7 2ty 3P do = [ (20— 0) — o~ o)) do = [2(3ae® — da') + Ba - )5 =
1a® — 1a® = 0. Dunque ®op(F) =0+ 0+ ta® + +a® + 0 = §a®, come prescritto da Gauss.

(¢) I rotore di F & VxF = (—1,0,0), dunque ®1(VxF) = [;, det < T 1o ) dvdz = Area L' = [ 2z(a—x)dw =
0

0o 1
2 [2ax — fm?’]o = 3a D’altra parte percorrendo il circuito L in senso orario da (0, a,0) si ha fBL F.-dl = foa(x, 0,z —
a) (1,-1,0) dz + [*(2,0,2 —a) - (1,1, 2(a—2x))dz = [}(z,0,2—a)-(0,0,2(2z —a))dz = 2 [(x—a)(2z —a)dzv =
2[2,5 ;aat:2 —az® + a2x]8 = 1a”, come prescritto da Kelvin-Stokes.

4. (a) L’equazione 2yy” + at®> + 1 = 0 non & in forma normale; tuttavia se una sua soluzione y(t) si annullasse in un
punto to, si dovrebbe avere 0 = at3 + 1, impossibile perché o > 0, e dunque 'equazione & equivalente alla sua forma
normale 3" = f%y_2(at2 + 1), che a sua volta & equivalente al sistema autonomo del primo ordine nel piano delle fasi
(y,p) = (y,') dato da { Z: - ‘i%y,Q(atz T La funzione f(y,p;t) = (p, —%y*Q(atQ +1)) & di classe C* su tutto R* x R
escluso il piano y = 0, dunque esistenza e unicitd locale sono assicurate per ogni dato iniziale (to,yo,y5) con yo # 0 (e
con esse anche 'unicita globale), mentre non essendo il dominio illimitato in (y, p) non possiamo dire nulla sull’esistenza
globale, che tuttavia non si puo escludere a priori per alcune soluzioni. L’equazione non & autonoma, dunque non c’e
invarianza temporale dello spazio delle soluzioni. Una soluzione costante y = k darebbe luogo a at? + 1 = 0, impossibile:
dunque non ve ne sono. Se ¢(t) & soluzione su un intervallo, & facile verificare che lo & anche p(—t) sull’intervallo opposto;
tuttavia, essendo ’equazione del 20 ordine, cid non implica che ¢(t) sia pari, e un esempio lo vedremo nel prossimo punto.

(b) L’equazione y” = —3y~? = h(y) ammette l'integrale primo dell’energia totale 1(y')> — [h(y)dy = 1((v')* — l ,
che sulla solumone cercata con y(0) =1 e ¢'(0) = —1 vale costantemente 0. Si ricava dunque (v)?* — % =0, da cui
y = , da cui y2 dy = —dt che integrata da 2 y2 = k —t. Ricordando che y(0) = 1 si ha allora k = 2, da cui
y% = 1 — 3t e percid y(t) = (1— §t)3 definita per ¢ < Z (e non pari).

5. (a) L’equazione t?y” = 2y+ 3t ¢ lineare del 20 ordine, e per t # 0 si pone in forma normale y" — 2t 2y = 3¢: in base
all’esistenza e unicita globali possiamo allora affermare che le soluzioni saranno definite su | — oo, 0 oppure su ]0, +0o0].

Eventuali soluzioni y(t) definite anche in ¢ = 0 dovranno soddisfare 0 = 2y(0), e dunque annullarsi in ¢ = 0.

(b) Le due funzioni y1(t) = t* e ya(t) = 1 sono indipendenti (non sono proporzionali) e si vede direttamente che

risolvono l’equazione omogenea y” — 2t_2y = 0. Per l'equazione completa usiamo il metodo della variazione delle

ha determinante —3, dunque una soluzione particolare sara della forma

2
. . . . . t
costanti arbitrarie: il wronskiano ( o

o
bt Tl

git) =)’ +c2(t) 7 con a(t)=—[L3tdt=t e cat) =+ [ 3tdt —1¢* da cui §(t) = 3¢*. Le soluzioni
dell’equazione completa sono dunque tutte e sole quelle della forma y(t) = A’ 4+ B % + %ts al variare di A, B € C; quelle
estendibili a tutto R sono tutte e sole quelle con B = 0, mentre imponendo che y(1) = 0 e y'(1) = 0 si ottiene A = —1 e
B =1, ovvero y(t) = 3t* —t* + L.

EE

1. BEx. 1. 2. Ex. 2. 3 Ex. 3.
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1. Sia g(z,y,2) = log(y?—xz)+2z+y—3z, e sia S la superficie di livello di ¢ contenente A(0, —1,2).

(a) Dire quali superfici di livello di g sono regolari. Notato che S lo &, esprimerla in forma

cartesiana e parametrica all’intorno di A e calcolare in due modi il piano tangente affine in A.

(b) Sia T il triangolo nel piano z = 0 di vertici (0, 1,0), (2,1,0) e (0,3,0) (interno e lati inclusi):
spiegare perché g ammette estremi assoluti su 7', e calcolarli.

2. Nel piano cartesiano si disegni A = {(2,9) : y > 0, 2y? < ax < a(y +a)} (ove a > 0).
(a) Calcolare area, baricentro e momento d’inerzia di A rispetto alla retta = = a.(t)
1 =z 1

(b) Calcolare (se finiti) gli integrali su A di -, v

3. Nello spazio cartesiano si disegni I'insieme A dell’Ex. 2 nel piano (z, z), e sia F il solido nel primo
ottante generato da una rotazione di un quarto di giro di A attorno all’asse x.
(a) Calcolare il volume e I'area totale esterna di E.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (y, —2q,0) .

(¢) Verificare la formula di Green per F' (campo piano) e la porzione di OF sul piano z = 0.

4. E data l'equazione differenziale (y2+ 2t — 1)y’ +y(y — 2) = 0 nella funzione scalare y(t) .

(a) Analizzare a priori esistenza e unicita delle soluzioni, e la loro crescenza. Vi sono soluzioni
costanti? Se y(t) € soluzione lo saranno anche —y(t), y(—t), —y(—t)?
(b) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione, in particolare quella tale che y(1) = —1.

5. Dato il sistema differenziale (&,9) = (z+1+ (1+4)y, x — 2t + (1 —i)y) determinarne tutte le
soluzioni (x(t),y(t)), in particolare quella che per ¢ = 0 passa per 1'origine.

(Si pensi ad A come a una lamina materiale omogenea di densita superficiale di massa g (in kg/m?).



Analisi Matematica III — Esame Scritto (12/02/2018) — Soluzioni.

1. (a) La funzione g(z,y, z) = log(y® — a:z) + 22 + y — 32z ha dominio dato dalla condizione zz < y?: posto u = y? — zz,
il gradlente Vg=(-2+224+1-2 —3) si annulla quando (z,y,z) = (—3u, —1u,2u), pertanto da u = y* — 2z =
u? + 6u® = 247 si ricava u = 245, e percio il punto P(—12,— 2, 2) in cui g(P) = —2(1 + log5 — log2). Pertanto
tutte le superfici di livello di g sono regolari tranne eventualmente quella di livello —2(1 + log 5 — log 2) nel suo punto
P: in particolare lo & quella che contiene il punto A(0,—1,2), ovvero S = {(z,y,2) : g(z,y,z) = g(A) = =7}. Da
Vg(A) = (0,—1,-3) si vede che localmente in A si pud esprimere S ad esempio come y(z,z), con y(0,2) = —1 e
(92(0,2), 9-(0,2)) = (0,—3): pertanto si ha la parametrizzazione locale y(z,z) = —1 — 3(2 — 2) + --- (ove i puntini
indicano termini infinitesimi di ordine > 2 in (z, z) = (0, 2)). Il piano tangente affine a S in A ¢ dato da Vg(0,2) - (z —
0,y—(-1),2—2) = (0,—-1,-3) - (xz,y+ 1,z —2) = 0, ovvero y + 3z = 5; che alternativamente si pud ottenere anche dallo
sviluppo al primo ordine y = —1 — 3(z — 2) visto prima.

(b) 11 triangolo T nel piano orizzontale z = 0 di vertici L(0,1,0), M(2,1,0) e N(0,3,0) (interno e lati inclusi) & un
insieme chiuso e limitato — dunque compatto — interamente contenuto nel dominio di g (che nel piano z = 0 consiste dei
due semipiani y 2 0, e T sta dentro il semipiano y > 0): gli estremi assoluti esistono dunque in base a Weierstrass. Per
la loro ricerca dividiamo 7' nei suoi punti interni, nei lati privati dei vertici e nei tre vertici. e Per i punti interni, la
condizione di Lagrange imporrebbe che Vg = (—7 +2, 2y +1,—£—-3) e Vz=(0,0,1) fossero proporzionali in qualche
punto di z = 0, ma si vede subito che cio non puo accadere (se z =0 vale @ =2=#£0). oIl lato LM & dato da (z,1,0)
con 0 < x < 2: su esso vale F'(z) := g(x,1,0) = 2z + 1, che non ha puntl ‘stazionari. e Il lato LN ¢ dato da (0,v,0)
con 1 < y < 3: su esso vale F(y) := g(0,y,0) = 2log(y) +y, e da F'(y) = % + 1 = 0 si ricava y = —2, non accettabile.
o Il lato MN & dato da (z,3 —z,0) con 0 < = < 2: su esso vale F(z) := g(z,3 —z,0) = 2log(3 —z) + z + 3, e da
F'(z) = —% + 1 =0 siricava = 1, che da il punto Q(1,2,0). e I candidati per diventare estremanti assoluti di g su
T sono dunque i soli punti L, M, N, Q: poiché g(L) =1, g(M) =5, g(N) =2log3+3~5,2 e g(Q) =2log2+4~ 54,
il minimo assoluto di g su T & 1 (assunto in L) e il massimo assoluto 2log2 + 4 (assunto in Q).

2. (a) (Figura 1) La forma di A pare suggerire che convenga ragionare per y-fili. Si ha Area(A = foa (y+a)—2- : ) dy =

3.a a a
(397 +ay— 318 = (3 +1-3)a® = §a?, [,adady =[] dyfy+ xdw:%fo ((y+a)2 ) dy = L[4 (y+a)*— 4y 56 =
24® e fAydxdy N y+a)f%)dy= 3y° + Say® — ]“ = , da cui zg = mfodxdy Ba
e yg = Area(A) fAydx dy = 2a Il momento d’inerzia di A rlspetto all’asse r = a & dato da fA wlx — a)2 drdy =
+a a 6 4
,ufo dyfzyﬁ (z—a) dm—sufo (r—a) ]Zj}r dy—gufo(y — ))dy—s,ufo %+127y76ay2+a3)dy:
tuliyt - 7(7 + 1§Z —2ay® + a®y]§ = Sspa’ (si osservi che la dimensione fisica risulta (kg/m?) - m* = kg - m?).
(b) Le funzioni %, %, % sono positive su A e dunque per Fubini e Tonelli si pud studiare un loro integrale iterato,

che se avra valore finito sara l'integrale cercato. e Si ha allora [ dy [ 2 ' lde = [(log(y + a) — log(%)) dy =

Jo (log(y+a) —log2—2logy+loga) dy = [(y+a)(log(y+a)—1)+ (loga—log 2)y—2y(log y—1)J§ = 2a(log2a—1)+ (loga—
log2)a—2a(loga—1)—a(loga—1) = 2alog 2+2alog a—2a+alog a—alog2—2alog a+2a—aloga+a = (1+log2)a (finito).

(In alternativa potremmo procedere per z-fili testando l'integrale iterato pilt esteso foza Ldx Jo 2 dy = \/Efoa L dx =
VE12¢/7]5" = 2a; e poiché questo converge calcoliamo anche ffu Lda [T dy = fza(l — 2)dz = [z — alog 1’} =
(2a — alog2a) — (a — alog a) = (1 —log 2)a, che sottratto dal precedente da lo stesso risultato di prima.) e Si ha
poi fo dy f2+a T Jp — 5 Oa% (y +a)* — (QL) ) dy che diverge a 400 perché la funzione integranda & ~q % e Infine

I dy fy+a a1 de = [ % y+a-— E)dy =[2 y? + 2ay? — iyg} = 22a/a (finito). Possiamo cosi concludere che <

0
e % sono 1ntegrab1h su A con fA “drdy = (1+1log2)a e fA 7 drdy = 1—5a\/a, mentre ﬁ non lo e.

3. (a) (Figura 2) Il volume di F, generato da una rotazione di un quarto di giro dell’insieme A dell’Ex. 2 attorno all’asse

x, si ottiene facilmente con Guldmo tramite < fA zdrdz = 11a3' ga?’. e Le due facce A e B di OF rispettivamente sui

piani (z,z) e (z,y) hanno area 6a le parti comca C sul retro e di paraboloide P sono date dalla rotazione delle curve

nel piano (z, z) parametrizzate da (z,2 —a) con a < z < 2a e (Zi, z)con 0< z2<a,e dunque per Guldino hanno area

2f2a(a:fa \fdx—l[l 2fam]§“:ﬁa2 e gfoaz@/wz +1dz = Z[ka (u’z +1)3)8 = 6(17%71)(12. L’area

totale esterna di F e la somma di questi quattro contributi.

(b) 1l campo F = (y, —2a,0) ha divergenza nulla, dunque il suo flusso totale in uscita da OE dovra essere nullo. D’ altra

parte F' & un campo orizzontale, dunque ®5(F) = 0, mentre ®4(F) = [,(0,—24,0) - (0,—1,0) = 2a Area A = 2a°. La

superficie conica C' ¢ parametrizzata da (z,(z — a)sine, (x —a)cosy) cona <z < 2ae0 <Y < § (normale asso-

(z — a)siny 1 0
ciata entrante), dunque il flusso uscente risulta ®c(F) = — fo2 dy fzad t ( ‘ f?aln sing  (x — a)cos® ) dr =
0 cosyp —(x — a)siny

fog sin ¢ dyp fja((x —a)’ +2a(z — a))dz = [i(z — a)® + a2’ — 2d°2];" = 1a® — (—a®) = 3a°. La superficie di



paraboloide P & parametrizzata da (22 ,zsine, zcostp) con 0 < z < ae 0 < ¢ < 7 (normale associata uscente),

' a zsin 4z 0 ™, a . ,
dunque ®p(F) = — [2 di [ det ( —2a sty zcosy ) dz = [2 singdip [ (—92%) dz = [-32°]§ = —3a®. Poiché
0

cos —zsiny

gas + %a?’ + (—3a®) = 0, il teorema di Gauss risulta verificato.
(c) La circuitazione antioraria di (f, g) = (y, —2a) lungo il bordo di B & [;'(0, —2a)-(1,0) dx—l—ffa(x —a,—2a)-(1,1)dz+

a 3 a
J2 0, ~20) (. 1) dy = ﬁ (2—30) do— [ (2 —20) dy = [L2® — 3aa]2 [ ~20]§ = (~4a*)— (~ 3a?)— (— 2a?)+(0) =
—7a d’altra parte fB 29 — —) drdy = — fB drdy = —AreaB = —= 2, e cio conferma la formula di Green.

4. (a) (Figura 3) L’equazione (y* + 2t — 1)y’ +y(y —2) = 0 non & in forma normale, e negli istanti ¢ in cui una soluzione

soddisfa y?(to) + 2to — 1 = 0 (parabola blu in figura) risulta y(to)(y(to) — 2) = y(to)* — 2y(to) = 1 — 2to — 2y(to) = 0,
1

ovvero y(to) = % — to: confrontando le due espressioni y2(tg) = 1 — 2tp = (% — t0)? si hanno le sole possibilita to = 5

(con y(1)=0) eto=—2 (con y(—2) = 2). Invece nei dati iniziali (to,y0) con y*(to) # 1 — 2t si pud porre I'equazione
in forma normale y' = f(t,y) = yyz(f;tyjl, con garanzia di esistenza e unicita locale (e unicita globale); nulla si pud dire

invece per l'esistenza globale. Si ha y’ = 0 (punti stazionari) quando y = 0 oppure y = 2, e d’altra parte y =0 e y = 2
sono le sole due soluzioni costanti dell’equazione; si ha poi 3’ > 0 (soluzioni crescenti) nelle zone del piano (¢,y) in cui
f(t,y) > 0, dunque all’interno della parabola y? 4+ 2t — 1 = 0 tranne che nella striscia 0 < 3 < 2 in cui si sta all’esterno.
Infine, una semplice verifica diretta mostra che, se y(t) & soluzione, nessuna tra —y(t), y(—t), —y(—t) lo &.

(b) I equazione totale associata & w = p(y,t)dy + q(y,t)dt =0 con p=y> +2t —1 e g = y(y — 2). La forma w non &

esatta perché 2 F=2#3 aq = 2(y —1); tuttavia, poiché —(% — g—Z) = y(yl o 2-2y-1)) = y(yl 2)( 2(y—2)) = —2 non

dipende da t, sappiamo che exp(— [ 2 = dy) = exp(—2logly|) = /5 ¢ un fattore integrante, ovvero 2w & esatta. In effettl

detta F'(y,t) una sua primitiva, deve essere %—5 =1+ 2251 e %f = y : dalla seconda si ha sublto F(y,t) = %t—l—qb(y),

e allora dalla prima % = 2 +¢'(y) = 1+ Qtfl, ovvero ¥'(y) = 1 — y% che da ¥(y) = y + % Otteniamo cosl

F(y,t) =% 2t—Q—y—l— dunque le curve integrali dell’equazmne sono F(y,t) = k, ovvero y2—(k:—t)y—2t+1 = 0 al variare di

keR: naturalmente in questo caso si pud anche esplicitare la funzione ottenendo y(¢) k t+ \/ 244(2t —1)).
Imponendo che y(1) = —1 si ottiene —1 = 2(k — 1+ /(k — 1)2 + 4), da cui la scelta del segno meno e k =1, ottenendo

y(t) = (1 —t — V1> + 6t — 3).

5. Il sistema lineare (&,9) = (x + 1+ (1 + i)y,  — 2t + (1 — i)y) si scrive come ( z ) :( bolti )( i >+< ! )

1 1—1 y —2t
La matrice della parte omogenea ha autovalori 2 e —i, con autovettori rispettivamente ( ! T ‘) e fl ); d’altra parte,
visto che 0 non & un autovalore, una soluzione particolare del sistema completo sara del tipo (Z(t), §(t)) = (at +b, ct +d),
e i calcoli danno (a,b,¢,d) = (1 —14,1,i,—1). La soluzione generale & dunque della forma (z(t),y(t)) = (A(1 + i)e?t +
Be ® 4 (1 — i)t + 1, Ae** — Be " 4 it — 1) al variare di A,B € C; e imponendo la condizione (z(0),y(0)) = (0,0) si
ottiene (A4, B) = (0, —1), ovvero la soluzione (x(t),y(t)) = (1 =)t +1—e ™, it — 1 + e ).

s =

1. Ex. 2. 2. Ex. 3. 3 Ex. 4.
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. Sia g(x,y) = 322y + 22 — 3.
(a) Dire quali curve di livello di g nel piano cartesiano sono regolari. Notato che quella I" passante per
C(0,1) lo &, parametrizzarla al 20 ordine in C' e trovarne in due modi la retta ivi tangente.

(b) Determinare gli estremi assoluti di g su K = {(z,y) :y > —1, 0 <2 <1 —y} (perché esistono?)

. Nel piano cartesiano si disegni A = {(z,y) : 2% + y?> < 4a?, 0 < x < min{y, a}} (ove a > 0).
(a) Calcolare area e baricentro di A.
(b) Dire per quali @ € R esistono finiti gli integrali su A di z% e y®, e calcolarli per « = —1.

. Nello spazio cartesiano si disegni I'insieme A dell’Ex. 2 nel piano (z,z), e sia E il solido nel primo
ottante generato da una rotazione di un quarto di giro di A attorno all’asse z.

(a) Calcolare il volume e I’area totale esterna di E.

(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F = (0, 2,0).

(¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la porzione conica di OF .

. E data I'equazione differenziale 2y” = 3t®y? nella funzione scalare y(t) (ove a € Z).

(a) Cosa si puo dire a priori su esistenza, unicita, invarianza temporale delle soluzioni? Ve ne sono di
costanti, o pill in generale della forma k%, con k, 8 € R?

(b) Posto @ = 0 determinare la soluzione tale che y(0) =1 e 3/'(0) = —1.

. (a) Dato il sistema differenziale (i,7) = (iz + 2y, 2(z + €') — 3iy) determinarne tutte le soluzioni
(x(t),y(t)), in particolare quella che per t = 0 passa per lorigine.
(b) Trovare tutte le soluzioni (x(t),y(t), 2(t)) di (&,9,2) = (iz + 2y + 1, 2z — 3iy — 27, © — i2).



Analisi Matematica III — Esame Scritto (02/07/2018) — Soluzioni.

1. (a) Tl gradiente di g(x,y) = 3z%y + 2z —y® & Vg = (2(3zy + 1), 3(z*> —y?)); da @ =0 si ha y = +xz, che messo in aq =0da
+322 4+ 1 = 0 che ha soluzioni reali solo quando y = —z, ovvero x = %= f Pertanto g non & sommerswa nei punti A+( )

e A_(— 3 5 V3) (con g(A+) = i4‘f) dunque tutte le curve di livello g(m y) = £ con € # +%8 sono regolari, in partlcolare lo
& quella di livello g(C(0,1)) = —1, che abbiamo denotato con I'. Da Vg(C) = (2, —3) si puo esprimere ad esempio x = z(y)
con z(1) =0 e 2/(0) = %; alternativamente, derivando rispetto y 'identita g(z(y),y) = 0 si ha 6zz’y + 32% + 22’ — 3y* = 0,
da cui calcolando in y = 1 con x(l) = 0si ha 22/(1) =3 =0 ovvero di nuovo z'(1) = 2; derivando ancora si ha poi
6(z")%y + 622’y + 6zz’ + 622’ + 22" — 6y = 0, da cui per y = 1 Sl ricava % + 2z"(1) — 6 = 0, ovvero 2’/ (1) = —12. Ne segue
che I' & parametrizzata attorno a C da (z(y),y) con z(y) =0+ 3(y — 1) — L (y — 1)> + 01((y — 1)°); la retta tangente & data
dallo sviluppo al primo ordine z = 2(y — 1), o analogamente da Vg(C) (z— O,y -1)=(2,-3) (z,y—1)=2z-3(y—1)=0.
(b) L’insieme K = {(z,y) :y+1>0,0 <z <1-—y} & un triangolo di estremi C(0,1), D(0,—1) e E(2,—1), compresi i lati e
i punti interni: si tratta di un insieme compatto, dunque su di esso la funzione continua g ammette estremi assoluti in base a
Weierstrass. Per il loro calcolo dividiamo K nei suoi punti interni, nei suoi lati privati dei vertici e negli stessi tre vertici. Il solo
punto interno stazionario per g & A;. Sul lato CD si ha G(y) = g(0,y) = —y* con |y| < 1, ed essendo G’ (y) = —3y> = 0 per
y = 0si trova il punto O(0,0). Sul lato DE si ha G(z) = g(x, —1) = —32%+2zx+1 con 0 < = < 2, ed essendo G’ (z) = —6x+2 =0
per x = % si hail punto F(3,—1). Sullato CE si ha G(z) = g(z,1—2) = 32*(1—z)+ 22— (1—-2)° = —22°+5z—1con 0 < z < 2,

ed essendo G'(z) = —62% +5 =0 per x = \/g si ha il punto H( %, 1-— \/E) Gli estremi di g su K saranno dunque assunti
solo nei sette punti Ay, O, F, H, C, D e E: essendo g(A) = 4\f ~0,8,9(0)=0,9(F)=%~13,g(H) = \/g— 1~20,

g(C)=-1, g(D) =1e g(E) = —7, il minimo assoluto di g su K & —7 (assunto in E) e il massimo %ﬁ —1 (in H).

2. (a) (Figura 2) Per il calcolo®) decomponiamo A = {(z,y) : 2% +y> < 4a?, 0 < 2 < min{y, a}} in A1 = An{y > xv/3} (settore
circolare di apertura ¥) e A2 = AN{y < xv/3} (triangolo scaleno), le cui aree sono 3(2a)°% = Za” e 1 (\[ Da-a= f V3-lg2,
dunque Area A = (F + \/5'2*1)53 = 2””(6‘/571)@2. o Sihapoi [,zdedy = [, wdrdy+ [, xda:dy = f? d@fo pcos@pdp—i—

Jox(V3=Dade = 4(2_3\/§)a3+ \/5371(13 = 7*2‘/§a3 da cui zg = o [, vdady = 2:%_(7\3/‘5/?1)@ e fAyd:cdy:fAlydxdy+

z 2a . a z\/§ .
fAzydardy:f%2 do [ psinbpdp+ [ do [TV ydy = 3a0° + 1a® = 2a® da cui yo = oy Aydxdy:%a

(b) Le funzioni = e y sono positive su A, dunque per Fubini e Tonelli basta esaminare il comportamento di integrali iterati;
inoltre saranno integrabili su A se e solo se lo saranno sia su A; che su As, e in tal caso l'integrale sara la somma dei due.

Esaminiamo percid integrali iterati su A; e As. o Si ha fAl z%dxdy = E de f02a p¥cos®fpdp = ff cos®™ 6 df f02a p°Thdp che
3 3

per convergere sia in 6 ~ 7 che in p ~ 0 richiede o > —1; si ha poi f: dx f; ® e dy = foa(\/g — 1)z**! dz che per convergere

richiede « + 1 > —1, ovvero a > —2. Dunque z® & integrabile su A se e solo se @ > —1; in particolare per a = —1 diverge
a +o0o. e Si ha fAl y*dedy = [2 db f02a p*sin®0pdp = [2 sin®6df f02a p®T1dp che per convergere richiede v + 1 > —1,
3 3

ovvero o > —2; nel caso particolare « = —1 risulta f,r - dOf dp = 2a[logtg% % = 2a(0 — log %) = alog3. Si ha poi
3
atl
Jode [Ty dy = (se v £ —1) [ Oéﬂya*'l]y o3y =3 jﬂfl Jo @t dx, che per a4+ 1 > —1 (ovvero a > —2) converge a
a+tl
m a®*2; invece nel caso a = —1 si ha fo dx f;“/g‘y*1 dy = foa [log y]i‘/gdx = %alog 3. Ricapitolando, y® & integrabile
su A se e solo se &« > —2; e nel caso particolare « = —1 risulta alog3 + %alog?) = %alog 3.

3. (a) (Figura 3) Il volume di E, generato da una rotazione di un quarto di giro dell’insieme A dell’Ex. 2 attorno all’asse z, si

ottiene facilmente con Guldino tramite § [, xdzdz = 5 7_2‘/§a3 = (773(;@)’7@3

27r+3(\/§71)a2
6

. ® Le aree delle facce Asuy=0e A’ suz =0

sono . La porzione sferica S (ricordiamo che 1’elemento d’area di una sfera di raggio R in coordinate sferiche &

R?sin pdf dp) ha area fog do fO% (2a)?sinpdyp = 3 4a®[— cos <p}0% = (2 — V3)ma®. La porzione cilindrica C & parametrizzata

(V3—-1)7 2
2

da (acosf,asin®,z) con § € [0.%2] e z € [a,aV/3], con elemento d’area adf dz, dunque l'area risulta a®. Infine, la

porzione conica P & parametrizzata da (zcosf, zsin6,z) con 6 € [0, %] e z € [0,a] con elemento d’area v/2 zdf dz, da cui I’area

5 fo 2zdz = \/57' a®. L’area totale di F ¢ la somma di questi contributi.

(b) Il campo F = (0,2,0) ha divergenza 0, dunque va verificato che il flusso uscente totale sia nullo. La superficie S

¢ data da (2acos@sin,2asinfsing,2acosp) con § € [0,5] e ¢ € [0, %] (normale associata entrante), dunque si ottiene
ki s 0 —2asinfsiny 2acosbcosp 3 T ks 0 —sinf@sing cosfcosp
(I’S(F) = — f02 do fOB det 2a cos @ 2a cos 0 sin ¢ 2a sin 6 cos @ ng = —8a f()z do fOG det cos ¢ cos 0 sin sin 0 cos @ ng
0 0 0

0 —2asin ¢ —sinp

8a® fog do fo% sin@sin’p cos pdp = 8a® fo% sin®pcospdp = 5a’[sin’p]§ = 1a®. Per C e P (normali associate uscenti) s

=

—asin® 0

x 0 = ; .
ha ®c(F) = [? d6‘f:\/§det( z  acosf 0 >dz =af? defaa\/gzsinﬂdz = af:\/gzdz = a[%zQ]gﬁ =a® e ®p(F)
0 0

1

(W Per la risoluzione, anziché il metodo indicato si poteva anche ragionare comodamente per z-fili.



g 0 —zsin @ 2 bl
Jo2 do [ det ( :  cos0  sino )dz =af2dof; Z*sinfdz = a[12°]§ = a®. Infine ®4/(F) = 0 (il campo F & parallelo
0 0 1
all’asse y, dunque a A’), e ®a(F) = [,(0,2,0) - (0,—1,0)dwdz = — [, zdvdz = —3a® (conto gid fatto in (a)). Si ha dunque
Pop(F) = 10>+ a® + 3a® + (—2a®) = 0, come si voleva.
—zsin®  cosf

s a -1 z a
(¢) F ha rotore V x F = (—1,0,0), e dunque ®p(V x F) = [z df [ det ( 0 zcos0  sind )dz =—[2df [} zcos0dz =

0

— foa zdz = —%az. Calcoliamo ora la circuitazione di F' lungo P con lorientazione antioraria: partendo da (a,0,a) si ha

f+8PF-dZ = f:(O,x,O) -(1,0,1) dx—l—foa(O,y,O) -(0,1,1) dy—O—fg(O,a,O) -(—asinf,acosh,0)dd = 0+f0aydy—a2 fog cosf df =
2

0+ %aQ —a? = f%a{ come atteso.

4. (a) L’equazione 2y” = 3t*y?, ovvero y” = %tay2 ¢ in forma normale, ed € equivalente al sistema autonomo del primo ordine
- » . La funzione f(y,p;t) = (p, gt“yQ)) ¢ di classe C*°, dunque esistenza e

nel piano delle fasi (y,p) = (y,y’) dato da { z

’_ % %y
unicita locale sono assicurate per ogni dato iniziale (to, yo,¥0) (se a > 0) o (to, yo,¥o) con to # 0 (se a < 0) (e con esse anche
I'unicita globale), mentre non essendo il dominio illimitato in (y, p) non possiamo dire nulla sull’esistenza globale, che tuttavia
non si puod escludere a priori per alcune soluzioni. Se o # 0 ’equazione non & autonoma, dunque non c¢’¢ invarianza temporale
dello spazio delle soluzioni. L’unica soluzione costante & quella nulla; pitt in generale, imponendo che kt? sia soluzione si ha

2kB(8 — 1)t°72 = 3tk*t?F = 3k%t°%% da cui 2kB(6—1) =3k? e B —2 =+ 28: se nericava B = —a— 2 e k = 0 oppure

k = 2B3(8 — 1), ovvero la soluzione nulla oppure y(t) = 2(a + 2)(a + 3)t™* 2.

(b) Posto a = 0, 'equazione y"’ = %y2 ha tra le sue soluzioni quella nulla e y(t) = 4t~ 2, che non soddisfano la condizione iniziale

proposta y(0) = 1 e y'(0) = —1. Notiamo pero che 'equazione ammette I'integrale primo dell’energia totale %(y')2 —f %yZ dy =

1((y")* = 4°), che sulla soluzione cercata con y(0) = 1 e ¢'(0) = —1 vale costantemente 0. Si ricava dunque (y')* = ¢°, da

cui y = fy%, da i:ui y_% dy = —dt che integrata da 72y_% = k — t, ovvero y_% = %(t — k): imponendo che y(0) = 1 si ha

k=—-2dacuiy 2 = 2(2+1) e percid y(t) = == (che, si noti, & una traslata temporale della soluzione y(t) = 4¢t~2: il fatto
2 2+D

non sorprende, visto che per a = 0 'equazione diventa autonoma).
5. (a) 1l sistema lineare (z,9) = (iz + 2y, 2(x + e*) — 3iy) si scrive ( Z ) = ( P2 )( Y ) + ( 22t ) La matrice A della

parte omogenea ha autovalore doppio —i, dunque dalla teoria sappiamo che N = A — (—i)1 = ( 221 7221.

N? =0) e che e = e (1 +tN): le soluzioni dell’omogenea sono allora ( . ) = ( a J;ijf)f;” a ft;i:):’“ ) ( g ) al variare

di A, B € C. D’altra parte, visto che 1 non & autovalore, una soluzione particolare del sistema completo sara del tipo (fe’, ge')
e i calcoli danno (f,g) = (—2i,—1 —i). La soluzione generale & dunque della forma (z(t),y(t)) = (((1 + 2it)A + 2Bt)e™* —
2iet, (2At+ (1 —2it)B)e™* — (1 +14)e’) = ((2(B +iA)t + A)e™* — 2ie’, (2(A—iB)t+ B)e " — (1 +1i)e') al variare di A, B € C;
e imponendo la condizione (z(0),y(0)) = (0,0) si ottiene (A, B) = (2i,1 + ).

(b) Le prime due equazioni del sistema (z,y,2) = (iz + 2y + 1, 22 — 3iy — 2i, © — iz) non coinvolgono z e hanno parte
omogenea uguale a quella del punto (a); inoltre una soluzione particolare relativa al termine non omogeneo (1, —2i) sara del
tipo (a,b), e dai conti risulta (a,b) = (i,0). Pertanto le soluzioni per le prime due componenti sono tutte e sole quelle del tipo
(x(t),y(t)) = (2(B+iA)t+ A)e™ " 44, (2(A—iB)t+ B)e™™) al variare di A, B € C. Si ha cosi z+iz = 2(B+iA)t+ A)e™ " +i,
equazione lineare del primo ordine che ha soluzione z(t) = e~ ([ " ((2(B +iA)t + A)e™ " +i)dt + C) = e " ([(2(B +iA)t +
Atie™)dt +C) = e *((B+iA)t* + At + e + C). Concludendo, le soluzioni del sistema proposto sono tutte e sole quelle del
tipo (z(t),y(t), 2(t)) = ((2(B+iA)t+ A)e " +i, (2(A—iB)t+ B)e ", e " ((B+iA)t>+ At+C) +1) al variare di A, B,C € C.

) ¢ nilpotente (infatti

N\ VA
\ /

1. BEx. 1. 2. Ex. 2. 3 Ex. 3.
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[y

. Sia g(z,y,2) =T +y— 2z + 2wz — 9>
(a) Notato che la superficie di livello S di g passante per P(0,1,0) & regolare, parametrizzarla in P e
trovarne in due modi il piano ivi tangente.

(b) Dire per quali a, 8 € R la funzione f(x,y,z) =  + ay + Bz ha P come punto stazionario su S,
determinandone la natura.

2. Nel piano cartesiano si disegni A = {(x,y) : 2% + y? < 2azx, x <y} (ove a > 0).
(a) Calcolare area e baricentro di A.(1)

(b) Dire per quali (a, 3) esiste finito I'integrale su A di 2%y®, e calcolarlo per (a, ) = (—1,0) e (0, —1).

3. Nello spazio cartesiano si disegni E = {(z,y,2) : ,9,2 > 0, 22+ y> < a?, v + 2z < a} (ove a > 0).
(a) Calcolare il volume (possibilmente in due modi) e I’area totale esterna di E.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (z,0,2y).

(c) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la porzione cilindrica di OF .

4. E data equazione differenziale 2(1+ +/[y]) s’ = v/]y| nella funzione scalare y(t).

(a) Che si puo dire a priori su esistenza, unicita, crescenza, invarianza temporale delle soluzioni? Ve ne
sono di costanti? Se n(t) ¢ una soluzione su I C Ry, lo sono anche n(—t) oppure —n(—t) su —I7

(b) Determinare le soluzioni tali che y(1) = —1, y(1) = 1 oppure y(1) = 0, specificando il loro dominio.

T=x+1-2y

J = az— (a+ 1)y al variare di o € R.

5. Trovare tutte le soluzioni (x(t), y(t)) del sistema differenziale {

(UPud essere utile sapere che [ cos® 0 df = 1(3(0+sin6 cosf)+2sinfcos® ) e [sin®0do = £ (3(0—sin6 cosd)—2sin® 6 cosb).



Analisi Matematica III — Esame Scritto (27/08/2018) — Soluzioni.

1. (a) Il gradiente di g(x,y,2) =z +y —2z + 222z — 3y & Vg = (5% + 2z, 55 — 2y, —5= + 22) (ove si & posto per comodita

R=\z+y—=z). InP(0,1,0) vale g(P) =0e Vg(P) = (3, —2, —1), dunque la superficie di livello S passante per P (data da
g = 0) e regolare. Attorno P si pud ad esempio esplicitare z(y, ) conz(1,0) =0, &y(1,0) = — 71:722 =3 e %:(1,0)=— 711/22 =1

ne ricaviamo che il piano tangente a S in P ¢ dato da = 0+ 3(y — 1) + 1(z — 0) ovvero z — 3y — z + 3 = 0, risultato che si
ritrova anche da Vg(P) - (x — 0,y — 1,2 —0) = 0.

(b) Per Lagrange la condizione affinché la funzione f(z,y,z) = = + ay + Bz abbia P come punto stazionario su S & che
Vf(P)=(1,a,8) e Vg(P) = (%, fg, f%) siano paralleli, e cio dda o = —3 ¢ 8 = —1. A questo punto, studiare la natura
di P per f su S equivale a studiare la natura di (yo,20) = (1,0) per F(y,z) = f(z(y,2),y,2) = z(y,z) — 3y — z. Essendo
VF(y,z) = (&y — 3, &, — 1) si vede subito che VF(1,0) = (0,0), come gia noto; passando poi alle derivate seconde si ha che
Hr(y, z) = Hz(y, z), dunque per capire la natura di (0, 1) per F' (ovvero la natura di P per f su .S) abbiamo bisogno di calcolare
H.(1,0). Derivando g(z(y, z),y,z) = 0 rispetto y e z si ha 55 (iy + 1) +2dyz —2y =0 e Fx(i. — 1) +2d.2 + 22 = 0 (da cui
per (y,z) = (1,0) con z(1,0) = O si trova nuovamente %,(1,0) = 3 e £.(1,0) = 1). Derivando nuovamente la prima delle due
rispetto a y e z si ha 55 (Eyy R — 55 (y + 1)) + 282 —2 =0 e 52 (#y=R — g5 (dy + 1)(#2 — 1)) + 2&y.2 + 24, = 0, che
calcolate in (y, z) = (1,0) coi valori trovati prima danno #yy(1,0) = 12 e Zy.(1,0) = —12; derivando poi la seconda delle due
nuovamente rispetto z si ha (#22R — 35 (d2 — 1)%) 4+ 2i..2 + 28, 4 2&. = 0, che calcolata in (y, z) = (1,0) coi valori trovati

12 —12
—12 -8

1
2R?
prima da Z..(1,0) = —8. Si ha percid Hg(y,2) = Hay(y,2) = ( ), matrice indefinita (si noti che det < 0): questo ci

dice che P ¢ un punto di sella per f su S.

2. (a) (Figura 1) L’insieme A = {(x,y) : 2® + y*® < 2az, z < y} si pud descrivere in coordinate polari come p < 2a cosf

con 7 <6< 3,

f%% d0f02acosep(3086pdp: 8 3]‘%% cos*0dh = %a3[§(3(9+sin€cos€)+25in9cos39)]§ _ %CLS[(% _ (%Tﬂ- + % n %)} _ 37{58(13
e [,ydedy = f,r d9f2”°50psin9pdp =%d° f,r% sinf cos® 0 df = $a’[—1 cos? 6)]% =2a°[0— (—1)] = +d®, da cui (z¢,yc) =
(ArclaA fod$dy7 ArcaA fAde'dy) (37" 5

2
3(m—2) a, 3(r—2)
(b) La funzione 2*y” & positiva su A, dunque per Fubini e Tonelli basta esaminare un integrale iterato che descrive [ 4 z%y? dz dy
e vedere cosa succede. Si ha [7? df f02a COSg(p cos0)*(psin8)® pdp = J# cos® 0 sin® 0 do f02a cos® potPHLdp. che per essere
4 4

integrata 1n p ~ 0 richiede sia o« + f+ 1 > —1 ovvero f > —a — 2. Sotto questa ipotesi, integrando in p si ricava

(2a)°FOT2 o5 BatBt g o x
~TBTZ f 0 sin z,

del primo ordlne dunque la condizione necessaria per l'integrabilita ¢ 2a + 5+ 2 > —1 ovvero 5 > —2a — 3. Ricapi-

tolando, la funzione z*y® ha integrale finito su A se e solo se { g i :g‘af_zg) . In particolare questa condizione e soddisfatta

(—1,0) si ottiene 2af§ df = Za, mentre se (a,3) = (0,—1) si ha

e la sua area risulta dunque %fg (2acos0)*df = a®[0 + cos@sin@]% = *22a*. Si ha poi [, zdzdy =

a) (si noti che il baricentro appartiene all’asse di simmetria  +y = a).

B0dy: ora gli eventuali problemi di integrazione sono in 6 ~ in cui il coseno & uno zero

in entrambi i casi proposti per il calcolo: se («, )

2a f%% cos sin~! 0df = 2a f%% cotg 0 df = 2alog sin 6]

SIS Il
Il

—2alog % = alog?2.

3. (a) (Figura 2) Calcoliamo il volume di E in due modi. 1. Per (z, y)-fili: detta B la base di E sul piano orizzontale (il quarto di
cerchio di raggio a), il filo sopra (z,y) € B & dato da 0 < z < a—x, dunque il volume di E risulta [ (a—z) dzdy = fog do [ (a—
pcosf) pdp = a® fO% (3 —3cos0)dd = a’[10— % sin 0] = —1)a’. 2. Per a-fette: fissato 0 < x < a la corrispondente z-fetta &
datada 0 <y <+va2—22 e 0< z<a—x,ovvero un rettangolo in (y, 2) di lati \/ﬁ e a—x, pertanto il volume di E risulta
Jo (a— z)Va? —22dx = a [y Va? — 22 do— f mmdx =a-ima®—[-1(a’—2%)2 ]a = (£ —1)a®. e Labase B haarea yma’;

le porzioni laterali triangolare S e quadrata S’ hanno aree 5 La? e a®. 1l coperchio superiore P ¢ parametrizzato da (z,y, a—x) con

z,y € B (elemento d’area v/2 dz dy), dunque la sua area — conformemente anche alla legge del coseno — & v/2-Area B = %waz.
Infine la porzione laterale cilindrica C' & parametrizzata da (acosf,asiné,z) con 0 < 6 < 3e0<z<a—x= a(l — cos )
(elemento d’area a df dz), e area & fog do foa(17C°S adz = a® fog(l —cosf)df = a0 — sinf]¢ = (% — 1)a*. L’area totale di

E, somma di questi contributi, risulta dunque (5 + % + 1+ % +35 - 1)a? = W#az.

(b) I campo F = (z,0,2y) ha divergenza 1, dunque va verificato che il flusso uscente totale sia pari al volume di F, ovvero
(5- l)a3 Poiché F & parallelo al piano (z, z) si ha ®s(F) = 0. Sul piano (y, z) il campo & parallelo all’asse z e dunque a S’, percio
®g/(F) = 0. Per la base B si ha ®p(F) = [5(x, 0 2y)-(0,0,-1)dedy = -2 [y ydedy = —2f02 do [ psinfpdp = —2a’. Peril

coperchio P siha ®p(F) =+ [ det ( 6 ¢ 1 ) dedy = [,(x+2y) dedy = fo dé [ (pcos0+2psinb) pdp = 3a° fo (cos O+
2y 0

s ™ acos @ —asinf 0
2sinf)df = 1a’[sinf — 2cosf]¢ = a”. Infine per C si ha ®¢(F) = + [Z df foa(lfcose) det( 0 acosf 0 )dz =
2a sin 6 0 1
fo d@fa<1 030 02 cos? 0dz = a® fo (1 —cosf)cos®0df = a®[5(0 + sm@cos@) —sinf + 1sin 9}0% = (3 — 2)a®. Si ha cosi
Pop(F) = 05(F) + s (F) + ®p(F) + Pp(F)+ Pc(F)=(04+0— 2+ 1+ 5 — 2)a® = (F — 1)a®, come atteso.

—asin 6

(c) F harotore VX F = (2,0,0), e dunque ®¢(VXF) = fog df foa(l_cose) det ( 0 acosf 0O ) dz = 2a® fog(l—cose) cos 0 df =
0 0 1



a*[2sinf — 0 —sinfcos )¢ = (2 — Z)a®. Calcoliamo ora la circuitazione di F' lungo OC' con l'orientazione antioraria: partendo

2
da (a,0,0) si ha §+8PF dl = [Z(acos,0,2asinf) - (—asinb,acosh,0)dd + [;(0,0,2a) - (0,0,1)dz + fg (acosh,0,2asinb) -
2

(—asinf,acosb,asinf) df = —a* fog sinfcos 0 df + 2a [ dz + a® fog (sin6 cosf — 2sin® 0) df = 2a [ dz — a® fo% 2sin® 0df =
(

2a® — [0 —sinfcosb]¢ = (2 — Z)a®, come gia trovato in precedenza.

4. (a) Dall’equazione t*>(1 4 +/Jy[) ¥’ = /]y si nota che una soluzione y(t) definita in ¢ = 0 deve necessariamente annullarsi Ii,

ovvero y(0) = 0; notato cid, si pud porre in forma normale y' = f(t,y) = ParTTn % La funzione f & continua in tutti i punti
Y

del piano (¢,y) con t # 0, ed ¢ lipschitziana rispetto a y ovunque tranne che nel punti con y = 0 (ove & asintotica a y/|y|): ne

ricaviamo che per ogni dato iniziale (to, yo) con to # 0 la soluzione esiste, ma che per i dati con yo = 0 non & assicurata l'unicita

(anzi: ricordando il noto caso di y’ = 4/|y| ¢ assai probabile che 1'unicita salti). Poiché f > 0 le soluzioni saranno crescenti sul

loro dominio; poiché I’equazione non e autonoma non si avra invarianza temporale delle soluzioni. L’unica soluzione costante &

quella nulla y = 0; infine, una semplice verifica mostra che se 7(¢) & una soluzione su I C R lo sara anche —n(—t) su —1.

(b) (Figura 3) L’equazione & a variabili separabili; per ¢ # 0 si ha (ﬁ + 1)dy = % dt, che integrata (posto o = signy) da
y

20+/|yl +y = ¢ — 1. e Per la soluzione (definita e unica per ¢ > 0 finché non si annulla) con y(1) = —1 si ricava ¢ = —2, da
cui —2¢/|y] +y = —2— 1, da cui (essendo y = —(y/[y[)?) si ha (\/[y)?> + 2/lyl — (2+ 3) =0, da cui /|y[ = {/3+ 1 — 1,
da cui infine y(t) = —(4 + % —24/3+ %), che per t > 0 non si annulla mai (verificare) e dunque ha dominio ¢ > 0. e Per la

soluzione (definita e unica per ¢t > 0 finché non si annulla) con y(1) = 1 si ricava ¢ = 4, da cui 2,/y+y =4 — %, da cui (essendo

y=(y¥)?) siha ()’ +2,5— (4— 1) =0,dacui /y=4/5— 1 —1, da cui infine y(t) = 6 —  —24/5 — 1, che per ¢t > 0 si
annulla per ¢ = 1 (verificare) e dunque ha dominio ]i, ~+oo[. e Infine, per la soluzione con y(1) = 0 gia prevediamo di perdere
l'unicita. In effetti y = 0 & gia un’evidente soluzione, su tutto R; d’altra parte un’eventuale soluzione y(t) non costante dovra
soddisfare per crescenza y = 0 se t = 1, pertanto se t < 1 si avra c =1e —2y/[y|+y =1— 1, da cui (essendo y = —(/[y[)?)

si ricava y(t) = 2 % — % — 1, mentre se t > 1 si avra ancorac=1e2/y+y=1- %, da cui (essendo y = (\/13)2) si ricava

y(t) =3 —1 —2,/2— 1. Quella appena descritta & un’altra soluzione con y(1) = 0, non costante, definita su ]0. + oco[; ma ve

ne sono infinite altre, ottenute saldando un tratto di costanza 0 attorno a ¢ = 1 con soluzioni del tipo di quella appena trovata.

5. 1l sistema dato si scrive come ¥ = AY +b con Y = ( i ) , A= ( ; 7(071 1 ) e b= ( (1) ) La matrice A ha autovalori

—1 e 1— a, dunque vanno tenuti presente come casi particolari a = 1 (in cui il secondo autovalore & nullo) e @ = 2 (in cui
i due autovalori coincidono). e Per a # 1, 2, due autovettori riferiti a —1 e 1 — « sono rispettivamente (1,1) e (2, a); d’altra
parte una soluzione particolare del sistema completo sard una costante (a,b), e i calcoli danno (a,b) = (gﬂ , =27 )- Dunque le
.. . z(t) _ Ae~t 4 2Bell—)t 4 % . . _
soluzioni saranno tutte e sole quelle del tipo ( w(0) ) = ( AettaBed-a) | o al variare di A, B € C. @ Per o = 1 nulla
cambia per la parte omogenea mentre una soluzione particolare del sistema completo sara stavolta del tipo (at + b, ct +d), e dai

Ae*t+2B+2t+1) 1
T a
Ae + B+t

conti si trova a =2, c=1e b= 2d + 1: scegliendo ad esempio d = 0 si hanno le soluzioni ( igg ) = (

variare di A, B € C. e Per a = 2 entrambi gli autovalori valgono —1: in tal caso sappiamo che N = A — (—=1)1 = ( ; :g ) e

nilpotente (infatti N2 = 0), e vale et = e *(1 +tN) = ( a ;i@fﬂ (112;:);; ) D’altra parte una soluzione particolare del

sistema completo sard ancora una costante (a, b), e posto a = 2 nel calcolo precedente si ha (a,b) = (3,2). Le soluzioni saranno

dunque del tipo (200 ) =e( £ )+ (3 ) =( ggg;ggiggzji 2 al variare di 4, B € C.

s
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Analisi Matematica Il (Fisica e Astronomia)

Esame Scritto (11/09/2018)
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Cognome-Nome Matr. -
IN STAMPATELLO FIS / AST

1. Sia g: R3 = R?, g(z,y,2) = Bzz + 92, 2 —y — 22).
(a) Dire quali curve di livello di g sono regolari. Notato che la curva di livello I" passante per P(0,—1,0)
regolare, parametrizzarla in P fino all’ordine quadratico e trovarne in due modi la retta ivi tangente.

(b) Mostrare che I" & compatta, e determinare i suoi punti estremali in direzione y (perché esistono?)

N

. Nel piano cartesiano sia A= {(z,y):0<2z<2a, 0<y<2a— %az, 22 +y2 > 2ax} (ove a > 0).

(a) Disegnare A e calcolarne area e baricentro.()

b) Calcolare, se finiti, gli integrali su A di L e L.
) ) 8 g z €y

3. Nello spazio cartesiano si disegni I'insieme A dell’Ex. 2 nel piano (z,z), e sia E il solido ottenuto nel
primo ottante ruotando A di un quarto di giro attorno all’asse z in senso antiorario.
(a) Calcolare il volume e l'area totale esterna di E.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo costante F' = (1,0,0).
(c) Verificare la formula di Green nel piano (z,z) per A e per 2z F' (visto come campo piano (2z,0)).

& = 2xy?

j= (322 —y")y

(a) Che si puo dire a priori su esistenza e unicita delle soluzioni? Se (z(t),y(t)) € una soluzione,
lo & anche (—x(t),y(t)), oppure (—x(—t),y(—t))? Determinare gli equilibri e un integrale primo;
descrivere le traiettorie col verso di percorrenza.

(b) Determinare la soluzione con (z(0),y(0)) = (0,—2), e quella con (x(0),y(0)) = (-3, 3).

[N

. Si abbia il sistema differenziale { nell’incognita (z(t),y(t)) .

5. (a) Determinare tutte le soluzioni y(t) dell’equazione differenziale " — iy’ — (1 — i)y = 20(1 + sint).

(b) Mostrare il sistema lineare del primo ordine equivalente all’equazione data, ed esibirne una risolvente.

(UPud essere utile sapere che [ cos® 0 df = 1(3(0+sin6 cosf)+2sinfcos® ) e [sin®0do = £ (3(0—sin6 cosd)—2sin® 6 cos0).



Analisi Matematica III — Esame Scritto (11/09/2018) — Soluzioni.

3z 2y 3z
1 —1 -2

rango non massimo si ha 3z = —2y e 3z = 4y, condizioni soddisfatte dai punti della retta (4c, 3c, —2a) con « € R sui quali g
vale (—15a2, 5a). Dunque tutte le curve di livello di g non di questo tipo sono regolari, in particolare lo & quella di P(0,—1,0)
su cui vale g(P) = (1,1). Da Jy(P) = ( o =20 ) si nota che attorno a P si possono esplicitare ad esempio z e y in funzione

1. (a) (Figura 1) La matrice jacobiana di g(x, y, 2) = (3xz+y?, 1—y—22) & Jg(z,y, 2) = ( ); imponendo che abbia

-1 -2
. . . . 5 s 2 _ . 3z’ 3 2yy’ =0 :
di z con z(0) = 0 e y(0) = —1: derivando rispetto z 'identita { izf‘y"fgz L, siha { w”ff;_x;:yoy (che calcolato in
z=0da { ;/2(1{;;@;(8) _,_o » dacuia’(0) =2ey'(0) =0), e derivando di nuovo si ha { 23/6/”_2 ;“,,31/5“3‘”1 +2u)% + 20" = 0

(che calcolato in z = 0 da { 12 = 2y"(0) = o , dacui z”(0) = y”(0) = 6). Si ha cosi (z(2),y(2)) = (22 + 32° + 00(2?), —1 +

a’'(0) — "' (0)
T =2z

322 4 00(2?)), e lo sviluppo al primo ordine { M da la retta tangente affine a I in P che puo essere trovata anche tramite

( 0 20 )( yi_( 01) ) = ( 0 ), ovvero { gftyj_ol) _5._, [(espressione equivalente).
(b) (Figura 1) Sostituendo x = y+2z41 in 3zz+3> = 1 si ottiene y* + 3yz + 62> + 3z = 1, che rappresenta la proiezione di I sul
piano (y, z): ma questa & ’'equazione cartesiana di un’ellisse (si noti che il discriminante della parte quadratica & 3> —4-1-6 < 0).
Dunque y e z sono limitate, e con esse anche = y + 2z 4 1. Inoltre T' & un chiuso di R* (definito da un sistema di equazioni
continue), dunque I" & compatta. I suoi punti estremali in direzione y, che esistono per Weierstrass, si troveranno tra i punti
stazionari di f(z,y,%) =y suI': la condizione di Lagrange da x + 2z = 0, che in I' & soddisfatta da P( -1,0) e Q(%, 4, -2),
ed essendo f(P) = —1e f(Q) =L i punti estremali in direzione y su I saranno P (minimo) e Q (massnrno)

2. (a) (Figura 2) L’insieme A = {(z,y) : 0 < 2 < 2a, 0 <y < 2a — %x, z? +y* > 2ax} pud essere visto come dif-
ferenza del trapezio A’ = {(z,y) : 0 < 2 < 2a, 0 < y < 2a — 3z} e del semicerchio A” = {(z,y) : y > 0,2° +y* <
2az}: la sua area ¢ data dunque da 3(2a)(a + 2a) — 3ma® = $5%a®. Si ha poi [, zdrdy = 02‘1 dx 02a7%1:rdy =
f z(2a — 3x)de = [az® — éxd]g” = gad e (esprimendo il semicerchio come 0 < 6 < Z e p < 2acos0) [,, zdedy =
fz d@fgacosepcosﬁpdp =2 3f0% cos*0df = 5a’[1(3(0 + sinfcosh) + 2sinfcos® 0)]¢ = Za’, da cui [, xdedy = (§ —
LR P T 2a 2a—Lz 2a a

Z)a® = 163747 e fA,yda:dy = [ da [T ydy = 5 [, (2(17r 1z)? dx =[-3(2a - 12)’3* = 2a® e [, ydedy =
J2 d9f2‘”°bspsm9pdp = %a® f02 sin@scog 0do =3 8a%[—1cos? 0] = 24°, da cui [,ydwdy = gas; pertanto (zq,yc) =
(AreaA fodmdy’ AreaA fAydmdy) = (3(6 717'7)0” 3(6— 71') )

(b) Le funzioni % e % sono positive su A (e separatamente su A’ e A”), dunque per Fubini e Tonelli possiamo esaminare

24
3¢

integrali iterati. @ Che % non sia integrabile su A non ¢ difficile da mostrare: infatti se lo fosse lo sarebbe anche sulla porzione

. . . . . . 2a 2a—Lz 1 2a 1 1 .
triangolare superiore di A al di sopra di y = a, ma su questa si ha [~ dx fa 2T dy = fo =(a — 3z)dx che diverge a
400 perché 7(a — 7x) ~5 % e Piu delicata ¢ invece la questione dell’integrabilita di %: in effetti 'insieme A si limita a
toccare 'asse y = 0 con due soli punti cuspidali, dunque parrebbe di si. D’altra parte non ci & utile separare il conto su
A’ e A”: infatto su ciascuno di essi, che toccano 'asse y = 0 in modo consistente, I'integrale di % certamente divergera a

400 ma questo non esclude che I'integrale possa convergere sulla loro differenza A. Dobbiamo dunque esaminare un integrale
x

iterato unico, ad esempio quello pill naturale per z-fili ovvero fo dx f\/i Ly = 02‘1 (log(2a — 1z) — log v2ax — a?) do =

z—x2 Y

(10g(2a - 53:) 5 Llogx — 5 1 log(2a — ac)) dzx. Gia a questo punto possiamo dire che Uintegrale convergera, perché su [0, 2a]
il primo addendo log(2a — %a:) non ha alcun problema d’integrabilitda mentre logz e log(2a — z) 1i hanno rispettivamente in
0 e in 2a ma gia sappiamo che logt e integrabile in senso generalizzato in ¢ ~ 0: si tratta solo di terminare il calcolo. Posto
u=2a— ixsiha fOQG log(2a — 3z) dx = [, logu (—2du) = 2f5a logudu = 2[u(logu — 1)]2* = 2a(2log2 + loga — 1)). Si ha
poi foza log(2a — z) dz = 02a logtdt = [t(logt — 1)]3* = 2a(log2 + loga — 1), dunque 'integrale vale 2a(2log2+ loga — 1)) —
12a(log2+1loga —1) — 12a(log2 +1loga — 1) = 2a(2log 2 + loga — 1)) — 2a(log 2+ loga — 1) = 2alog2 (giustamente positivo).

3. (a) (Figura 3) Il volume di F si trova facilmente con Guldino, come § [, zdzdz = M a®. e L’area di A e del suo

corrispondente B nel piano (y, z) vale GTa L’area della porzione di superﬁme conica in alto C ¢ data da %a\[ 27(2a) =

V5742 Tarea della porzione di superficie c1hndrlca laterale L vale a, 127r 2a) = ma?. Infine, 'area della porzione di superficie
2

toroidale T" ¢ data da Guldino come 7 a %27ra = 7& . L’area totale esterna di E ¢ la somma di questi cinque contributi.

(b) 11 campo costante F = (1,0,0) ha divergenza nulla, dunque va verificato che il flusso totale di F uscente da OF & nullo. e
Poiché F' & parallelo ad A si ha ®4(F) = 0; e per definizione vale ®5(F) = [;(1,0,0) - (=1,0,0) dy dz = —Area B = —%;%a’.
La superficie C' ¢ data da (pcos0, psin,2a — 2p) con 0 < p < 2a e 0 < 0 < Z (normale associata uscente), dunque ®¢(F) =

s 1 cos 6 —psin6
J2 df f;a det ( 0 sind  peosd > dp=3 f02 cos 0 df fo pdp = a®. La superficie L & data da (2a cos @, 2asinf, z) con 0 < 8 <
o -1 0
s 1 —2asin6 0 s
7 €0 < z < a (normale associata uscente), dunque ®1(F) = [2 df [ det < 0 2acos® 0 ) dz = 2a® [ 2 cosfdf = 2a°. In-
0 0 1
fine, detta 1 la coordinata polare nel piano (z, z), la superficie T' & data da (2a cos® 1) cos 0, 2a cos? 1) sin 0, 2a sin 1) cos 1)) con 0 <
e P 1 —dasintcostpcosd —2 52 ) sin 6
1 <5 e0< 0<% (normale associata uscente), dunque &7 (F) = f02 do f02 det < 0 _4(::11,¢222w§?:0 zaacZZ%che ) dip =
0 2a cos 21 0



—4q> f% cos 0 df fog cos 2t cos? 1 dz/J = —4a? fog (2cos? p—1) cos® ¢ dip = —4a® fog 2 cos* —cos® 1) dip = —a’[3(1p+sinp cosp)+
2sin v cos® 1 — 2(1p + sin 1) cos 1/1)] = —Z4”. 1l flusso totale uscente & cost op(F) = (0— 5% +1+2— Z)a® = 0, come atteso.

(c) Sul piano (z, z) il campo 2z F' & identificabile col campo piano (f, g) = (2z, 0), e la formula di Green afferma che fA,(% -

g—ﬁ) dvdz = §,,,,(f,9) - (dx,dz) (ove +0A’ indica I'orientazione in senso antiorario nel piano (z,z)): poiché nel nostro caso

% — % = —2 il primo membro vale —2 Area A = —(6 — 7)a®. Quanto al secondo, partendo dal punto (z, z) = (0,0) in senso

antiorario e parametrizzando i quattro archi di A come (2a cos? v, 2a sin 1 cos con 0 < < I (2a,z) con 0 < z < a,
p q 2

(z,2a— 1x) con 0 <z <2ae(0,z) con 0 < z < 2asiha f,, (4asiny cos 1, 0) - (—2a sin 24, 2a cos 2¢) dyp + [;'(22,0) - (0,1) dz +

s
2

f2 (4a —z,0) - (1, 2)dm+f2a(2z 0)-(0,1) dz = 4a® fo2 sin® 2¢p dip +0 — f (4a —2) dz + 0 = a*[2¢) — sin 2¢p cos 20§ — [dax —
2]2“ = 71a® — 6a®> = —(6 — m)a® come atteso.
4. (a) (Figura 4) I sistema { z: Z((;’;)) - (23”;%2_ Py ha esistenza e unicita locale per ogni dato di Cauchy, perché il secondo

membro & una funzione C*; nulla si pud invece affermare riguardo lesistenza globale, perché il relativo teorema non & applicabile
visto che la crescita non & sublineare (attenzione: i teoremi di Cauchy-Lipschitz danno condizioni solo sufficienti, dunque & errato
affermare ora che non ci puo essere esistenza globale su R). Una verifica diretta mostra che se (x(¢),y(t)) & una soluzione lo &
anche (—z(t),y(t)), ma non (—x(—t),y(—t)). e Gli equilibri sono le soluzioni del sistema a = b = 0, che da tutti e soli i punti
dell’asse z: al di fuori di tali punti il sistema dato equivale al sistema semplificato (&,9) = (a(z,y),b(x,y)) = (2zy, 322 — y?).
Per un integrale primo del sistema, vediamo se la forma w = bdz — ady = (3z% — y*) dz — 2zy dy & esatta (ovvero se & chiusa,

visto che & definita su tutto il piano, semplicemente connesso): e in effettl ¢ cosl, perché 3 @ - 6(8_1“) = —2y — —(—2y) = 0,
dunque una prlmltlva F di w sard un integrale primo del sistema. Da 2 zTy = —2xy si ottiene F(at:7 y) = —29* + ¢(x), dunque da
9 = 32° — y* = =y + ¢/(2) abbiamo ¢'(z) = 327, da cui p(z) = 2°. Si ha cosi F(z,y) = —2y® + 2° = 2(z® — y?), e le curve

integrali del sistema sono le componenti connesse delle curve di livello F(z,y) = k per k € R, cioe z(2* — y*) = k. Per k = 0 si
ottiene x = 0 (P’asse y) oppure y = +x (le bisettrici), ciascuna divisa in tre traiettorie dall’equilibrio (0,0). Invece per k # 0 si

. . 3_ TS . . . . . . P
ottiene z(z* — y?) = k, da cui y = 4/ & = k famiglia di curve con tre rami di cui uno interseca l’asse x (e viene dunque diviso

in due traiettorie) e due no. Il verso di percorrenza & dato dal segno di & = 222, che & quello di z; per le traiettorie verticali (i
due semiassi y = 0) si guarda invece § = —y>, che dice che le soluzioni tenderanno asintoticamente all’origine.

(b) La soluzione con (z(0),y(0)) = (0,—2) avra come traiettoria il semiasse y con y < 0, percorsa tendendo all’origine:
sostituendo z = 0 in § = (3z% — y?)y si ottiene §y = —y>, equazione a variabili separabili. Integrando —y >dy = dt tra
y(t) 1

t = 0 e t generico si ottiene [2 =1y = [t]h, ovvero ﬁ — 5 = t, da cui y(t) = —\/%. La soluzione cercata & dunque

(z(t),y(t)) = (0,— \/W) (definita per ¢t > —1). e La soluzione con (z(0),y(0)) = (—3,3) sta sulla semibisettrice y = —z con
y > 0, percorsa verso l’alto: sostituendo y = —z in & = 2zy? si ottiene & = 2z°, equazione a variabili separabili. Integrando
x 3dx = 2dt trat = 0 e t generico si ottiene [—21—2}1(” [2t]5, ovvero — 3ty + 1 = 2t, da cui (t) = —ﬁ. La soluzione

cercata ¢ dunque (z(t),y(t)) = (*ﬁv m) (definita per ¢t < 35).

(a) L’equazione caratteristica di "’ — iy’ — (1 — i)y = 20(1 + sint) ha radici semplici 1, i e —1 — 4, dunque lo spazio
delle soluzioni dell’omogenea & generato da e?, e e e~1*9* Una soluzione particolare per 20 & una costante, e i conti danno
—10(1 4 4). Quanto a 20sint = —10i(e’* — e~ %), poiché i & radice caratteristica e —i no si ha che delle soluzioni particolari per
—10ie™ e 10ie™" sono del tipo ate™ e Be™™, e i calcoli danno o = 1+ 3i e f = —5(1 + i). Le soluzioni cercate sono dunque
tutte e sole quelle del tipo y(t) = Ae! + Be' 4+ Ce Dt _10(1 4 i) + (1 + 3i)te' —5(1 +i) e~ al variare di A, B,C € C.
(b) Posto U = (u,v,w) = (y,y’,y"), il sistema lineare del primo ordine equivalente all’equazione data & dato da (u',v’,w’) =

0 0 0 R
(v, w, (1 —i)u +iv + 20(1 + sint)), ovvero U' = AU + b(t) con A = ( °o o 1 ) e b(t) = < 0 ) E noto che una
0

—i i 20(1 + sin't)
ot it —(14i)t
risolvente per il sistema & data dalla matrice wronskiana dell’equazione scalare, ovvero W(t) = [ et ieit —(14i)e- A+t );
t it S Z(1+4i)t
e —e 2ie

volendo, da questa si puo risalire anche alla matrice esponenziale di A tramite la formula e'* = W () W(0)~*.

1. Ex. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3. 4 Ex. 4.



