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. Nel piano cartesiano si consideri la funzione g(x,y) = 52% — 4zy + 8y* — 8z — 4y.

(a) Descrivere le curve di livello di g, dicendo quali sono regolari. Detta poi S quella passante
per P(0,1) determinarne una parametrizzazione locale in P (sviluppo di Taylor fino all’ordine
quadratico) e la retta tangente affine (in due modi).

(b) Studiare gli estremi di f(z,y) =2 —y su S, dandone un’interpretazione geometrica.

. Nel piano cartesiano, dato a > 0 si disegnino A = {(z,y) : max{y, %} <z <a} elazona B
compresa tra l'asse y e la spirale d’Archimede p=afl con 0 <60 < 7.

(a) Determinare il baricentro di A e 'area di B.

(b) Dire se per a = —% gli integrali [, |y|* dx dy e fB(x2 +9%)% dx dy convergono, e se si calcolarli.
(c¢) Discutere al variare di o € R Desistenza e il valore degli integrali del punto (b).

. Nello spazio cartesiano sia E = {(z,y,2) : 22 +3?>+22<4a?,0<2<a,0< 2z <y} (ovea > 0).
(a) Si disegni F e se ne calcoli il volume e 'area totale esterna.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e il campo F = (z,0,0).

(¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per il campo F e la porzione sferica di JF.

. Si abbia l'equazione differenziale ¢y’ + (1 + t)|y|* =0 nell'incognita scalare y(t), ove a € R.

(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni, e sulla loro crescenza? Vi
sono soluzioni costanti? Se y(t) ¢ soluzione su un intervallo, lo saranno —y(t), oppure anche
y(—t) o —y(—t) sull’intervallo opposto?

(b) Determinare al variare di « € R le soluzioni tali che y(1) = —1, e quelle tali che y(1) = 0.

(a) Determinare le curve (x(t),y(t),2(t)) con (o', ¢/, 2') = (x —y, t —y + 2z, x —y — 2).

(b) Detta A la matrice dei coefficienti della parte omogenea del sistema lineare, calcolare e
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1. (a) Le curve di livello della funzione quadratica g(z,y) = 52° — 4xy + 8y> — 8z — 4y sono un fascio di ellissi
(si noti che il discriminante della parte quadratica & < 0), il cui centro sard 'unico punto che ne annulla il gradiente
Vg = (2(5z—2y—4),4(4y—z —1)), ovvero (1, 1); e le curve di livello saranno vuote al di sotto del valore g(1, ) = —5. [Si
puo anche dimostrare che i fuochi di queste ellissi sono i punti (0,0) e (2, 1), dunque gli assi risultano y = %1’ ey = —2x.]
L’ellisse S passante per P(0, 1) a data da g(z,y) = g(P) = 4; essendo Vg(P) = 12(—1, 1) possiamo ad esempio esplicitare
localmente z(y) con x(1) = 0; derivando g(z(y),y) = 4 si ottiene 10zz’ — 4z'y — 4z + 16y — 82" — 4 = 0, che calcolato
per y = 1 da 2'(0) = 1; derivando ancora si ottiene 10(z)? + 10zz” — 4z y — 42’ — 42’ 4+ 16 — 82" = 0, che calcolato per
y =1 da z”(0) = £, dunque la parametrizzazione locale cercata di S in P & z(y) = (y — 1) + 2(y — 1)> + 01 ((y — 1)?).
(Esplicitando invece y(z) con y(0) = 1 si sarebbe ottenuto y(z) = 1 4+ z — 32° + 0o(z?).) La retta tangente affine a S in
P & y=x + 1, ottenuta o arrestando gli sviluppi al primo ordine o come Vg(P) - (z,y — 1) = 0.

(b) Cercando i punti stazionari di f(z,y) = x —y su S, con Lagrange si tratta di risolvere il sistema dato da g(z,y) = 4
e da det(Vg,Vf) = det( 2052 ’fy -4 Ay i D ) = 0, che da come soluzioni i due punti P(0,1) e Q(2,0). (Una
parametrizzazione locale di S attorno a @, con metodi analoghi a quanto fatto per P, risulta z(y) = 24y — %yz +00(y?)
oppure y(z) = (z—2)+2(z—2)°+02((z—2)?).) Per vedere il carattere di P e Q consideriamo F(y) = f(z(y),y) = z(y)—y:
si ha F'(y) = 2’ — 1 e dunque F’(1) = F'(0) = 0 come atteso; si ha poi F”'(y) = 2" e dunque F"’(1) =2”(1) = 2 >0
e F'(0) = 2" (0) = =2 < 0, il che ci dice che P e Q sono rispettivamente punti di minimo e massimo locale stretto per
fsuS. (In realta, essendo f continua e S compatta, per Weierstrass esisteranno di certo estremi assoluti di f su S che
dunque saranno necessariamente assunti in P e (). La chiara interpretazione geometrica & visibile nella Figura 1.)

2. (a) (Figura 2) L’area di A & data da [ dxffm dy = [J(x + Vaz)dr = [32° + Zz/az]§ = La? si ha poi
g = 7ArelaA Jizdedy = %foa:cdmfz\/— dy = %foa z(x + Vax)dx = 7a2[1m3 + Zmzx/ax] %%ag = iga e
ya = AreaA fAydxdy_ 7oz fo dz [* mydy 7a2 Oa ;(foax)da:— 722 éxsf%amﬂé = 77%2%‘13 = —ﬁa e L’area

di B ¢ data, in coordinate polari, da % fo (af)? do = 5“[593]0% = %aQ.

(b-c) Discutiamo 'esistenza e il calcolo degli integrali richiesti direttamente al variare di «, notando che, per positivita,
con Fubini e Tonelli possiamo esaminare degli lntegrah iterati. e Per 'integrale di |y|* su A bisogna spezzare A nei
sottoinsiemi AT = AN{y = 0}. Per A™ siha fo dx f N ly|“ dy, che con la condizione & > —1 e posto o = sign y diventa

Lv+1 a+1
+11y=0 _ afl > 2 o8 a+2 +

=1 Jo [olyl® V20 ade = [ 1 dr = aa+1 L 21 = m - Per A* si ha [ Zla:fo y* dy, che
sempre quando o > —1 da g [T S0 de = 4 [y et de = e ldmet s = m a®*2. Dunque |y|*
¢ integrabile su A se e solo se @ > —1 con valore la somma dei due integrali su A™, ovvero m a®™2: in
particolare per a = f% si ottiene %a?, e per o = 0 l'area %aQ. e Per lintegrale di (z* 4+ 3?)* = p®>* su B si ha
f o [ p** pdp = fo d9 [ p**** dp =, che con la condizione 2a-+1 > —1 (ciod a > —1) da % fog 0>+ dp =

@2(e+1) 2043 r2a+3 2(a+1), o 2 _ ™ 2
W( )= 7m « per a = —781trova8a,epera Olareaﬁa

3. (a) (Figura 3) Per calcolare il volume di E = {(z,y,2) : 2> +¢y* + 2> < 4a* 0 <z < a, 0 < z < y} usiamo due metodi:
(1. per z- fette) ﬁssato 0<z § a, la z-fetta & un ottavo di disco di raggio v4a? — 2 che ha area éw(élaz — z?%), dunque
VolE = [ % —2%)dz = L[4a’z— 12°]§ = Bma®; (2. Guldino): il solido E & generato da una rotazione di § attorno
all’asse x della facma B sul piano orlzzontale z=0 (ovvero B = {(z,y) : 2+ ¢y*> < 4a* 0 <z < a, y > 0}), dunque

ragionando per z-fili si ha Vol E = 7 fB ydrdy = % fo dz | da?—a? ydy =7 J, 5(4{1 — %) dz, uguale a prima. e La
superficie esterna OF & formata da 5 componenti: la base B sul piano z = 0, la faccia B’ sul piano y = z, le facce C e C’
sui piani # = 0 e 2 = a, e la faccia sferica esterna S. La faccia B (e B') ha area [ dz [V da%=e gy — Jo V4a? — a2 dx =

[posto x = 2a sinu] 4a* f% cos® udu = 4a2[“+51"“°05“]%
0 2

= 2”+63‘/§a2. La faccia C (risp. C'), un ottavo di disco di raggio
2a (risp. a\/g), ha area %71'0,2 (risp. %7‘(’@2). La faccia S si parametrizza usando le coordinate sferiche di asse polare x:

larea si calcola come fo% do flg (2a)*sin p dp = T4a®[— cos go]% = Ima®. Sommando si ha Area(OE) = (33 + v/3)a>.
3 3
(b) I campo F = (,0,0) ha divergenza 1, dunque per Gauss va verificato che il flusso totale di F uscente da OF

sia pari al volume di E, ovvero %ﬁas Ora, poiché F & parallelo all’asse z i suoi flussi attraverso B e B’ sono
nulli; inoltre F' si annulla sul piano z = 0 e dunque & nullo anche il flusso attraverso C. Per C’ il flusso uscente &
dato da [, (a,0,0) - (1,0,0)dydz = aArea(C’) = £ma®. D’altra parte, parametrizzando S come detto prima (nor-

. i fusl 2a cos @ 0 —2asin ¢
male associata entrante) il flusso uscente di F' da S risulta — f04 do fﬁ det 0 —2asinfsing 2acosfcosy | dp =
3 0 2a cos 0 sin 2a sin 0 cos ¢
Jus
,% = ﬁwa?’. Poiché %71’(13 + ﬁwa?’ = %71’&37 il teorema & verificato.

8a? fo% do f? sin ¢ cos® p dp = 8a> T[— % cos® ] 2
(¢) Il campo F' ha rotore nullo, dunque per verlﬁcare la formula di Kelvin-Stokes basta mostrare che la circuitazione
di F attorno al bordo di S ¢ nulla. A tale circuitazione non contribuiscono i tratti verticali del bordo (F' & parallelo

all’asse x, dunque ortogonale a loro); il tratto di bordo sul piano z = 0 (ottenuto con # = 0) & parametrizzato in senso



antiorario da (2acos p,2asin,0) e dunque l'integrale di linea risulta flg (2acos ,0,0) - (—2asinp,2acosp,0)dp =
3

—4a? [2 sinpcos pdp = 2a*[cos® ¢]2 = —%aQ; il tratto di bordo sul piano z = y (ottenuto con 6 = 7) & parametrizzato
3 3

in senso orario da (2a cos ¢, v/2a sin @, v/2a sin @) e 'integrale viene flg (2a cos ¢, 0, 0)-(—2asin @, v/2a cos @, V/2a cos p) dp =
3

sy
—4a? JZ sinpcospdp = —%ag. La somma dei due integrali di linea nella circuitazione ¢ dunque nulla, come si voleva.
3

4. (a) Eventuali soluzioni dell’equazione ty’ + (1+t)|y|* = 0 definite all’intorno di ¢ = 0 devono soddisfare |y(0)*| = 0, il
che & possibile solo se & > 0 e in tal caso equivale a y(0) = 0, ovvero devono ivi annullarsi: tra esse c¢’@ I'unica soluzione
costante (sempre nel caso a > 0), che & la funzione nulla. Per ¢ # 0 I'equazione & equivalente alla sua forma normale
y = f(t,y) = —M, da cui si deduce che le soluzioni sono crescenti per —1 < ¢t < 0 e decrescenti altrove. La
funzione f ¢ di classe C* nei punti del tipo (to,y0) con to, %o # 0 per ogni a, e inoltre quando a > 1 lo & anche nei punti
del tipo (%o, 0) con to # 0: dunque per dati iniziali di quel tipo & garantita esistenza e unicita locale. Invece per 0 < ao < 1
la funzione f & continua e non lipschitziana nei punti del tipo (¢o, 0) con to # 0, dunque se 0 < a < 1 per tali dati iniziali
puo saltare 'unicita. Infine, si verifica direttamente che lo spazio delle soluzioni non ha le simmetrie indicate.

(b) Per quanto detto, la soluzione tale che y(1) = —1 ha esistenza e unicita locale per ogni a. Separando le variabili
si ottiene |y|~*dy = —(1 + 1)dt; se @ = 1 integrando si ha —log|y| = —t — logt + k, e con la condizione iniziale si
ha k = 1, da cui ﬁ = e_t%e e dunque y(t) = —te'™! (pensata definita in t > 0); se invece a # 1 integrando si ha
—ﬁ\y\lf& = —t —logt + k, e con la condizione iniziale si ha k = %5 da cui ﬁ|y|17°‘ = —t —logt 4 %5 e dunque
y(t) = —(a — (= 1)(t + logt)) . Quanto alla soluzione tale che y(1) = 0, la ricerca ha senso solo nel caso o > 0.
Come spiegato in precedenza, se a > 1 c¢’¢ esistenza e unicita locale e dunque la funzione nulla & 'unica soluzione cercata.
Invece se 0 < a < 1 oltre ad essa si puo trovarne altre: se imponiamo in —ﬁw\l*CY = —t — logt + k la condizione

1
iniziale y(1) = 0 si ottiene k = 1, da cui —L5|y|'~* = —t —logt+ 1 da cui y(t) = —((1 — @) (t +logt — 1)) =% con t > 1,
che si puo saldare per ¢ < 1 con (un tratto del)la soluzione nulla o con un’analoga soluzione positiva definita per t <1 e
che si annulla in ¢ = 1.

5. (a) Nel sistema lineare (z',y’,2') = (z —y,t — y + 22, z — y — 2) le prima due equazioni riguardano solo x e
y, dunque iniziamo con esse. La matrice della parte lineare < ; j ) ha autovalori +i, e un autovettore riferito
1

atewv = ( o ): percid una base reale per le soluzioni della parte omogenea sono Re(ve') = ( Cosfoj’;int ) e

Im(ve') = _ sint . Una soluzione particolare per il termine non omogeneo ¢ (—t,1 — t), dunque la soluzione
sint — cos t ’ ’

generale per x e y & data da (xz(t),y(t)) = (Ucost + Vsint — t, (U — V)cost + (U 4+ V)sint + 1 — t) al variare di
UV eC. Daz =z —y—zsitrovacosi 2/ + 2 = Vcost — Usint — 1, che risolta come equazione lineare del I ordine da
2(t)=We ' + 32U+ V)cost — 2(U — V)sint — 1 con un’ulteriore costante arbitraria W € C.

1 -1 o0
(b) 1l sistema omogeneo ha matrice A= 2 -1 o ) Presi ad esempio (U, V,W) = (2,0,0), (0,2,0), (0,0,1) si ha la
1 -1 -1
. 2cost 2sint 0 ‘A 1 cost + sint —sint 0
risolvente ®(t) = | 2(cost+sint) 2(sint —cost) 0 , dunque e = ®(¢)®(0)"" = 2sint cost — sint 0
cost —sint cost + sint e cost —e”?t %(e’t —cost —sint) et

Per ottenere e” basterd porre ¢ = 1.

o
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. Nel piano verticale (z,z) si disegni la curva z = cos(§z) per 0 < 2 < 3, e sia S la superficie ottenuta

ruotando tale curva di un giro intero attorno all’asse z.

(a) Descritta S in forma parametrica e cartesiana, si determini in due modi il piano affine tangente a S
nel suo punto P tale che (z,,y,) = (—1,v/3).

(b) Calcolare gli estremi assoluti di f(z,y,2) =z +y+ 22 su S (perché esistono?), dandone un’interpre-
tazione geometrica.

. Nel piano cartesiano, dato a > 0 si disegni A = {(z,y) : 2 >0, 0 < ay < 22, 22 +y? < 24°}.

(a) Determinare area e baricentro di A.

. o1z 1 . o 5.
(b) Dire se le funzioni -, ;€ T sono integrabili su A, calcolandone nel caso l'integrale.

. Nello spazio cartesiano si disegni 'insieme A dell’Ex. 2 nel piano (z, z), e sia FE il solido nel primo ottante
generato da una rotazione di un quarto di giro di A attorno all’asse z.

(a) Si disegni F e se ne calcoli il volume e 'area totale esterna.
(b) Verificare il teorema di Gauss per F e per il campo F = (2,0, —z).
(c) Verificare la formula di Green per F' (visto come campo nel piano (z, z)) e la superficie A.

. E data I'equazione differenziale 2(1 + cosy)?y” =siny nella funzione scalare y(t).

(a) Cosa si puo dire a priori su esistenza e unicita, invarianza temporale, simmetrie delle soluzioni? Ve ne
sono di costanti?

(b) Determinare un integrale primo per 'equazione descrivendone il ritratto in fase; trovare infine la
s

soluzione tale che y(0) =% e 3'(0) = —1.

. Di un’equazione differenziale lineare a(t)y” + b(t)y’ — 3y = 4t2(t + 1) nella funzione scalare y(t) si sa

che due soluzioni della parte omogenea sono t3 e % Dire a priori quale sara il dominio delle soluzioni,

determinare a(t), b(t) e tutte le soluzioni, in particolare quelle con y(1) = y'(1) = 0.
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1. (a) (Figura 1) La superficie S ¢ descritta in forma grafico da z = cos(§+/22 +y2) con (z,y) nel disco chiuso di raggio 3,
e parametricamente in coordinate cilindriche da v(p,0) = (pcos@,psind,cos(5p)) con 0 < p <3 e —7 < 0 < 7. Vale Vz =

3(\/7sm( Vv +y?), Fsm( Vz2 +42)); nel punto P(—1,v/3, — —1) il piano tangente affine & z = 2, + Vz(2,,yp) -

(x —2p,y —yp) = 7%7%(7%7 3) . (z+ 1,y — V/3), ovvero mv/3z — 3wy — 12z 4+ 473 — 6 = 0. Altrimenti si ha J,(p,0) =
1 3
cos 0 —psin@ 2
( sin 6 ppcose > essendo p, =2ef, = %" siha J,(pp,0p) = ¥ -1 |, e siritrova il piano tangente affine tramite
—Z sin(5p) 0 _ V3 0

6

P4+Imly(pp,0,) = {(—1,v3, = 1) + A(=1, %3, — 73y ¢ 1y(—/3,-1,0) : A, u € R},

(b) S & una superficie compatta perché chiusa (la curva contiene i suoi estremi) e limitata, dunque per Weierstrass la funzione
continua f(z,y,2) = v+ vy + %z vi ammettera estremi assoluti. Per la ricerca studiamo i punti stazionari di f separatamente
sui punti interni di S (parametrizzati da v(p,0) con p < 3) e sui punti di bordo (la circonferenza bassa parametrizzata da
¥(0) = (3cosB,3sinf, —1). Siha F(p,0) = f(v(p,0)) = p(cos §+sin0)+2 cos(5 p); ponendo VF = (cos +sin §—2sin(%p), p(cos—
sin@)) = (0,0) si ottengono le soluzioni accettabili (p,0) = (3, %) (11 punto Q(“‘f7 3;{7 ‘2[)7 con f(Q) =3vV2(2+21)~24)e
(p,0) = (2,%) (il punto U(g‘f, g‘f, f) con f(U) =3v2(3 — 1) ~ 1,8). Siha poi F(0) = f(v(0)) = 3(0050+sin0) -5
ponendo F'(0) = 3(cos @ —sin0) = 0 si ottiene § = 7 (il punto V(3‘f, 3Y2 1) con f(V)=3(V2— 2) ~2,3) oppure § = — 3¢ (11
punto W(—s‘{, Sf ,—1), con f(W) = —3(v/2 + ;) ~ —6,1). Percio 11 massimo assoluto di f su S & 3v/2(3 4+ 1) (assunto in Q)
¢ il minimo 73(\f+ fr) (in W). Per linterpretazione geometrica si veda in Figura 1 (i piani grigi sono le superﬁ01 di livello di f).

2. (a) (Figura 2) L’insieme A pud essere opportunamente interpretato o per y-fili o come differenza tra l'ottavo di cerchio
A = {(z,y) : 2* +y* < 2a% 0 < y < z} e il triangolo parabolico A” = {(z,y) : = > 0, le <y <z} e L’area di A & data da
I dy fv2a2_y dz = [ \/2a®> —y2dy — [} \Jay dy = (posto y = av/2sinu) 2a° f4 cos® udu — /a[2 uill=a [qusmucosu]g1 -
20> = (Z+5—2)a® = 32524%; alternativamente 'area di A’ & £ (av/2)’m = Ta®, quella di A” e [y (z—tx *)dx = [§2°— 2% = Ld®

a®. e Sempre per y-fili si ha [, zdxdy = [ dyf” 20292 oy = 2[5 @2a* -
v —ay)dy = 20y — 3y° — Say’ls = o e [,ydvdy = [} y(\/2a7 = y? - Jag)dy = [~ (207 —y?)% — Va Zyd]j = 102140

4(10v/2-11)
3% 5G4

e dunque l'area di A risulta per differenza ancora 375

da cui, dividendo per I’area, il baricentro risulta

(b) Le funzioni % = % e \/% sono positive su A (e anche singolarmente su A’ e A”), dunque per Fubini e Tonelli basta esaminare
z2+y

degli integrali iterati. Notiamo che, poiché A = A"\ A", pud essere che una funzione sia integrabile su A senza esserlo singolarmente
su A" e A”; tuttavia, se risultasse integrabile sia su A’ che su A" allora lo sarebbe anche su A con la differenza dei due integrali.  Si

ha [, Ldedy = [Fdo [}V - Lopdp=av2 [} ¥ =3 -0, visulta av3 [7 1 dy =
av2[logtg (3¥)]2 = av2(0 — logtg Z) = v2log(v2 + 1) a; daltra parte [,, Ldedy = [} L(z — 22°)de = [z — £2°]§ = 3a,
dunque Lg integrabile su A con valore (v2log(v/2+1) — 1)a. e Per y-fili si ha Satdedy = [ 5 d f V20202 e = N %(2a2 -

vy —ay)dy = 5 fo (2a ~ —y—a)dy: poiché la funzione integranda & ~ ; I

INSIVE)

integrale diverge. e Per ; vista la simmetria della
Va2iy?’

sin 6
cos? 0 a,

dunque [, \/Ty drdy = f04 defbmgea ppdp = afo (V2 — 258 d0 = a[v20 — L5+ = (1 — V2(1 — T)) a, convergente.

: . 2 s : : 2 2
funzione prov1am0 con le coordinate polarl La parabola ay = x“ si esprime polarmente come apsin @ = p~ cos” 0, ovvero p =

3. (a) (Figura 3) Calcoliamo il volume di E in tre modi. (1. Guldino) Vale Vol E = 3 [, xdxdz = §5a° = T2a®. (2. Per z-fette)
Fissato 0 < z < a la z-fetta € un quarto di corona circolare di raggi /az e v/2a? — 22 che ha area iTr(Qa — 2% — az), dunque

Vol E = [ 17(2a® — 2° — az) dz = T2’z — 12° — 1az’]§ = T=a®. (3. Coordinate sferiche) I1 paraboloide interno z% + y* = az &

sin2

5 Sfﬁ (2v2— cos? Z)sinpdp =% 3f,, (2v/25sin p— 1= sin” oo cosp)dp = Ta’[— Zﬁcomp— sin_ “"—Q—S‘" “’]2 =Z2a’((-3)—(-2) =

sin6 sin®
771' 3

a
24
porzione di parabolmde P e la faccia sferica esterna S. Le facce A e A’ hanno area

Zﬁ(af) = 17ma®. Per Guldino, la faccia P ha area Z fo zy/1+ 4“2 dx = g[ﬁa 1+ %)E]O = (5\/;7;1)7%12. Infine, la faccia S ha
area fog de fg (av/2)?sin @ dp = ma’*[— cos w]% = ’T‘Tfa2. L’area totale esterna di F risulta la somma di questi 5 contributi.

espresso come p? sin? ¢ = ap cos p ovvero p = <252 ~a, dunque Vol E = fog dé ff dy f%o\/%, p’sinpdp = 5 [1 3]‘130(4; sinpdp =
sinZ ¢

o La superficie esterna OF & formata da 5 componenti: le facce A e A’ sui piani (z, z) e (y,2), la base B sul piano z =0, la
37-24%, mentre B (quarto di cerchio) ha area

(b) 1l campo F = (2,0, —x) & parallelo al piano (z, z), e le sue curve integrali sono circonferenze parallele al piano (z, z) con centro

sull’asse y: da questo gia si intuisce che i flussi di F' uscenti da A (nel piano (z,z)) e da S (le cui sezioni su piani paralleli al

piano (z, z) sono circonferenze) sono nulli. 11 flusso uscente da A’ & fA, 2,0,0) - (=1,0,0)dydz = — [,, zdydz = —m(%ag’,

quello da B & [5(0,0,—z) - (0,0,-1)dzdy = [pxdrdy = [? dHf *peosbpdp = [sind]Z [2p ]”ﬁ 2‘[a3 e quello da P
2

(parametrizzata in coordinate cilindriche da (rcosf,rsinf,~-) con 0 < r < a e 0 < § < %, con normale uscente da E) &



2
™ e 6 —rsinf il z .
Jo2 do [ det ( 8 Gn0  reoso | dr = — JoZ cosBdo foa(zaL; + %) dr = —[sin )2 [% + ?]3 = —11a®. 11 flusso totale di F
—rcos @ 2r 0

uscente da E & dunque nullo, e poiché V - F' = 0 cio verifica il teorema di Gauss.

(¢) La circuitazione antioraria di F = (f,9) = (z,—x) lungo OA ¢ data da aﬁ(O —z) - (1,0)dx + fo% (av2sin 8, —av/2cos0) -
(—av/2sin 6, av/2 cos ) d0+f z fx) (1,0)dz = 0—%a’+ 1a® = —3"=24>. D’altra parte anche [, ( —gf—)dxdz = —2Area A =

3"6 371-2,2 come prescrive la formula di Green.
4. (a) L’equazione 2(1 + cos y)gy” = siny ¢ autonoma, dunque ¢ garantita 'invarianza temporale dello spazio delle soluzioni:

ragioneremo pertanto con dati iniziali in £ = 0. Essa non ¢ in forma normale; escludendo per il momento le soluzioni con dato

iniziale del tipo (0,7 + 2km) con k € Z (che annullano 1 + cosy) essa si pud portare nella forma normale y’ = 2(11%, che a sua
volta & equivalente al sistema autonomo del primo ordine nel piano delle fasi (y, p) = (y,y’) dato da { i, ZP siny L La funzione
2(1+cos y)

fly,p) = (p, %) ¢ di classe C* su tutto R? escluse le rette y = 7 + 2k, dunque esistenza e unicita locale sono assicurate

per ogni dato iniziale (yo,y4) con yo # m + 2km (e con esse anche I'unicitd globale), mentre non essendo il dominio illimitato in
(y,p) non possiamo dire nulla sull’esistenza globale, che tuttavia non si pud escludere a priori per alcune soluzioni. Le soluzioni
costanti sono quelle per cui siny = 0, ovvero y = k7 (tra le quali anche y = 7 4 2km). Una verifica diretta mostra che se p(t) ¢
soluzione, lo sono anche —p(t) e p(—t) (quest’ultima sull’intervallo opposto).

(b) L’equazione y" = % h(y) ammette l'integrale primo dell’energia totale % (y')* — [ h(y) dy L(y)? - 1+closy)’
dunque il ritratto in fase nel piano (y,p) & dato (oltre che dagli equilibri (kx,0)) dalle curve di livello p* — ﬁ = k, ovvero
(p® — k)(1 + cosy) = 1 al variare di k € R: da esse & inoltre evidente che una soluzione non costante che assume valore 7 + 2k
dovrebbe avere ivi derivata prima divergente (infatti (y')* = k + I r—— +C0 ), dunque le soluzioni non costanti non assumeranno mai
sy
tali valori. e Sulla soluzione cercata con y(0) = Z e 3/(0) = —1 si ha ((—1)®> — k)(1 + cos 3) = 1 da cui k = 0: si ricava dunque
(v)? = ﬁ, dacuiy’ = — 1+1cosy = \/2 cosz 7 da cui \/icos Y dy = —dt che integrata da 2\/§s1n Y = h — t. Ricordando che
y(0) = % si ha allora h = 2, da cui sin § = 2\[ Essendo # =2 €[-%, 5] sihay(t) = 2arcsm ) soluzione definita quando
-1< Q\f < 1 ciog per —2(v/2 — 1) < t < 2(v/2+ 1) (intorno di ¢ = 0).

5. L'equazione a(t) y” +b(t) y' —3y = 4t>(t+1) ¢ lineare e, viste le soluzioni assegnate ¢* e 1 della parte omogenea ay” +by’ —3y = 0,
le sue soluzioni avranno esistenza e unicita globale su | —oo, 0[ oppure su |0, +oo[ a seconda del dato iniziale. Imponendo che t* e
% siano soluzioni della parte omogenea si ottiene rispettivamente 6at + 3bt> — 3t> = 0 (ovvero 2a + bt —t*> = 0) e t3 a— b - % =0
(ovvero 2a — bt — 3t*> = 0): sommando le due equazioni si ottiene 4a — 4t> = 0 ovvero a(t) = t?, e quindi b(t) = —t. Si ha
percio Pequazione t?y” — ty’ — 3y = 4t*(t 4 1), di cui conosciamo le soluzioni della parte omogenea (ovvero At® + Bi al variare

di A, B € C); per determinare la soluzione particolare dell’equazione completa col metodo di Lagrange dobbiamo prima rendere

3 1
monica tale equazione dividendo per ¢* e ottenendo dunque y” — % f— t%y =4(t+1). La matrice wronskiana W = ( 3tt2 t )
7t7
ha determinante —4¢, dunque una soluzione particolare & della forma §(t) = c1(t)t® + c2(t) 3 con ¢ = —I—/t A+ =143

e ch = +f—zt4(t +1)=—t*—t* dacuici =loglt| — 1 e ca(t) = —
dell’equazione completa sono percid tutte e sole quelle della forma y(t) = (A +log|t| — 3)t* — 5t + B al varlare di A4, B eC.

1t* — 143, dunque §(t) = (log|t| — 1)t* — 5t°. Le soluz1om

Derivando si ottiene y'(t) (3A+3logt| + 1)t* — ¢t — B, dunque la condizione y(l) =y ( ) = O da A+B— 1 =34-B-2=0
che dd A=1e B = %, ovvero I'unica soluzione y(t) = (1+loglt| — ))t* — 26* + L.
a 4 .
4 L
—~—

1. Ex. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3.
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. Si abbiano la funzione g = (g1,92) : R® — R? con g(x,y,2) = (222 — 2y, 2 —y?), e il punto P(1,0,—1).

(a) Mostrare che 'insieme di livello S di g contenente P ¢ una varieta regolare (di che dimensione?)
all’intorno di P, e calcolarne una parametrizzazione locale e lo spazio tangente affine in P.

(b) Dire per quale o € R la funzione f(z,y,2) = 2x +y + az ha P come punto stazionario su S,
determinandone la natura.

. Nel piano cartesiano siano A’ = {(z,y) : 2,y > 0, 22 +y% < 4a?} e A" = {(2,y) : 2 >0, 2—2a <y < 0}.

(a) Determinare il baricentro di A = A" U A”.
(b) Calcolare, se esistono finiti, gli integrali [ v dac dy e [ Y vo=r d:c dy.

. Nel primo ottante dello spazio cartesiano (x,v,z) sia E il solido dato da z? +3? < 4a?, 0 <z <a e

0<z<2a—2x (ovea>D0).
(a) Si disegni E e se ne calcoli il volume e 'area totale esterna.

(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (0, z,0) .

(c) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la porzione cilindrica C' della superficie esterna.

T =x(r—2y+2)
y=2=—-y)

(a) Cosa dire a priori su esistenza e unicita delle soluzioni? Determinare equilibri e un integrale primo.
(b) Determinare la soluzione con (z(0),y(0)) = (2,2), e quella con (x(0),y(0)) = (-2, —1).

nell’incognita (x(t),y(t)).

. E data I'equazione differenziale y® + 4y = 8(1+2e tsint) nell'incognita y(t).

(a) Cosa si puo dire a priori sullo spazio delle sue soluzioni reali?
(b) Determinare esplicitamente tutte le soluzioni reali.



Analisi Matematica III — Esame Scritto (01/07/2019) — Soluzioni.

1. (a) Lo jacobiano di g(z,y, 2) = (222 —zy, xz —y?) & Jy(x,y, 2) = ( 2, = ) che calcolato in P(1,0,—1) diventa J4(P) =

( S T ) di rango 2: cio prova che l'insieme di livello S di g contenente P (cioe S = {(z,y, 2) : g(x,y, 2) = g(P) = (2, -1)},
ovvero S = { 22% — gy =2

! ) & una curva regolare attorno a P. Poiché il primo minore di J4(P) & nonsingolare, possiamo ad esempio
xz — Yy = —

. . . . . . . . . . . — - [
esplicitare x e y in funzione di z. Derivando le equazioni del sistema rispetto a z si ottiene { ifz +zzy7 2512 = % ,

z=—1(conz(—1) =1, y(—1) =0) da { :i,z}{g;li zg ,dacuiz’(—1) = 1 ey’(—1) = —4. Derivando ulteriormente rispetto a z si

ha { 2y e 0, checaleolato per z = —1da { AEAFATVIED D0 1 dacuia”(—1) = ~30ey”(~1) = 12. La

curva S ¢ dunque parametrizzata attorno a P da v(z) = (z(z), y(z) ) (1+(z+1) 15(z4+1)2 4+, —4(z+1)+6(z+1)* 4+, 2),
mentre la retta tangente affine a S in P & data dal sistema { 2

che calcolato per

T = = T —z=

, ovvero

774(z+1) y+4z=—-4 "
. . Vg1 (P) 0 -1 -4
(b) Per Lagrange, P & punto stazionario per f(z,y,z) = 2x +y + az su S quando det | vgo(P) | =det| -1 o 1 ) =0,
VF(P) 2 1 a

che da o = 2. Componendo f con la parametrizzazione vy(z) si ha F(z) := f(z(2),y(2),2) = 2z(z) + y(z) + 2z: derivando si ha
F'(z) =22’ +9y' +2 (da cui F'(=1) = 22'(=1) + 3'(—1) + 2 = 0, come previsto), e derivando ancora F''(z) = 2z” + y" da cui
F"(—1) =22"(-1) + y"(—1) = —48 < 0, il che ci dice che P & un punto di massimo relativo per f su S.

2. (a) (Figura 1) L'area di A ¢ data da 1(2a)*r + 2(2a) = (7 +2)a’. Siha poi [, zdedy = fO% de fozipcosl?pdp =% e
Sy wdady = [ 2a dxfz 2a:vdy—fo 2a z)dr = [az®— 3]8“:%a3,dacuixc:%Ha;efA,ydxdy:fof d0f02apsin9pdp:

3 2a 312a .
Sa’e [, ydedy = [J° dx fx 0o YAy = (z —2a)* dz = L[(z — 2a)°]3* = —3a°, da cui y, = ﬁa
(b) La funzione \F e p051t1va su A’ dunque per Fubini e Tonelli possiamo calcolare un integrale iterato e vedere cosa succede. Pas-
sando direttamente in coordinate polari si ha fo dé f2a \Z%pdp = fo sin 0(cos0)~ 3d0 f02“p2 dp = [—2V/cos ]0 [gpz]o =

Ls‘/iazx/a, valore finito. e Lo stesso ragionamento vale anche per integrale [ A 11 dr dy. Procedendo per z-fili si ha
2a 0 2a 1.= 2a z=2a .
S de [ ﬁ dy = [74]—2(z —y)2 Z:g_m de =2 [° (2a)2 — 2 yde =2[V2az — 2x/x]i25" = 4—*3/5 a+/a, pure finito.

3. (a) (Figura 2) Calcoliamo il volume di F in due modi. (1. Per z-fette) Fissato 0 < x < a la z-fetta & un rettangolo in (y, z) di lati
V4a? — 2% e 2a—x, dunque Vol E = [ (2a—x)v4a? — 22 = 2a [ V4a? — 22 dz— [ ©v/4a? — 22 = [z = 2asint] 8a? I cos® t dt+
1[(4a® — 22)3)8 = 4a®[t + sint cos )¢ +1:(3v3a® —8a%) = %a?’, (2. Per (z,y)-fili) La proiezione di E sul piano (z,y) &
la base B = {(z,y) : 2> +y*> < 4a*>, 0<z < a, y > 0}, e lo (z,y)-filo sopra (z,y) € B & dato da 0 < z < 2a — z, dunque
VolE = [,(2a—z)dzdy = [ dx [V da?—a? (2a—x)dy = [ (2a—2x)v/4a? — 22 dx, integrale uguale a prima. e La superficie esterna

0
OF & formata da 6 componenti. La base B ha area foa Vda? — 2 dr = 2’”2%3‘/503. Il coperchio piano superiore S ha area, per
la legge del coseno, pari a v/2 Area B = wa? La faccia L nel piano (z,z) & un trapezio di area %aQ. La faccia R’ nel
piano (y, z) € un quadrato di area 4a”. La faccia R” nel piano = = a & un rettangolo di area /3 a?. Infine, la faccia cilindrica C &

parametrizzata da (2acos@,2asing, z) con § <6 < 5 e 0 <z <2a—x =2a(l — cosh) ed elemento d’area do = 2a df dz, dunque

larea vale [ df foza(lfcos 994 dz = 4a? JZ (1 —cos)df = 440 — sin 6] w 2,
3 3

somma di questi 6 contributi.

L’area totale esterna di E risulta la

[SEISE]

(b) Il campo F = (0, z,0) ha divergenza nulla. D’altra parte F' & parallelo all’asse y, dunque i suoi flussi attraverso B, R, R" e
S (le porzioni di OF parallele all’asse y) sono tutti nulli. Restano solo da calcolare i flussi di F' uscenti da L e da C: quello da L
¢ dato da [} (0,2,0) - (0,-1,0)dedz = — [, zdzdz = — [} dx 2a “zdz = —3 [} (20 — 2)*dz = §[(2a — 2)*)§ = —%a®, mentre

0 —2asinf 0 ud s
quello da C risulta —i—f1 df f02a<1 039 det ( z  2acos® 0 > dz = flz do foza(l 9 942 sin O dz = 8a® J2@a- cos0)?sinf df =
3 0 0 1 3 3

3

263 (1 = cos9)3]2 = %a . Il flusso totale di F' uscente da E & dunque nullo, e cio verifica il teorema di Gauss.
3

. . . . N El 2a(1l—cos 0) -1 —2asin® 0 2 %
(¢) Il rotore di F & (—1,0,0), il cui flusso attraverso C & dato da [Z d# f; det [ 0 2acos8 0 |dz = —4a® [Z(1-
3 0 0 1 3
cos ) cos§ df = —4a®[sin @ — % (6 + sin 6 cos 9)]% =—4a’[(1- %) - (? - %)] =—(4-3- %) a®. Quanto alla circuitazione
oraria di F' lungo il bordo di C, I'unico contributo significativo (gli altri tre sono nulli, per ortogonalitd o annullamento del campo)
z ed & dunque pari a

¢ quello sul tratto curvilineo in alto parametrizzato da (2acos@,2asin®,2a(l — cosf)) con T < 0 < 7,

— [2(0,2a(1 — c0s0),0) - (—2asin6,2acos0,2asin0) dd = —4a> [ (1 — cosf) cos 0 d, lo stesso integrale di prima. Cid verifica la
3 3

formula di Kelvin-Stokes.

4. (a) (Figura 3) Il sistema { Zz Z((;’;/;::;((;::E)y +2)  ha esistenza e unicitd locale per ogni dato di Cauchy, perché il secondo

membro & una funzione C'; nulla si pud invece affermare riguardo esistenza globale, perché il relativo teorema non & applicabile

visto che la crescita non & sublineare (attenzione: i teoremi di Cauchy-Lipschitz danno condizioni solo sufficienti, dunque & errato

affermare ora che non ci pud essere esistenza globale su R). Gli equilibri sono le soluzioni del sistema a = b = 0, che da i punti



(0,0) e (2,2). Per un integrale primo del sistema, vediamo se la forma w = bdx — ady = 2(z — y) de — z(z — 2y + 2) dy & esatta

(ovvero se & chiusa, visto che & definita su tutto il piano, semplicemente connesso): si ha g—z — 6(8_;> = 2(z —y) # 0, tuttavia poiché

—%(g—z — 8((;;)) = —1 non dipende da x, sappiamo che eV — o=¥ & yn fattore integrante, ovvero e Yw diventa una forma
esatta. In effetti, se F' rappresenta una sua primitiva (che sard un integrale primo del sistema), da g—i = 2(z — y)e Y si ottiene

F(z,y) = z(z — 2y)e™ ¥ + »(y), dunque da %—5 = —x(zx — 2y +2)e ¥ = 2(—x + 2y — 2)e ¥ + ¢'(y) abbiamo ¢’(y) = 0, da cui
»(y) costante. Si ha cosi F(z,y) = z(x — 2y)e™ ¥ (a meno di costanti additive), e le curve integrali del sistema sono le componenti
connesse delle curve di livello F(z,y) = k per k € R, cioé x(z —2y) = ke”. Notiamo che per k = 0 si ottiene x = 0 (I’asse y) oppure
la retta x = 2y, ciascuna divisa in tre traiettorie dall’equilibrio (0, 0).

(b) La soluzione con (z(0),y(0)) = (2,2) (un equilibrio del sistema) & la costante (z(t),y(t)) = (2,2). Invece la soluzione con
((0),y(0)) = (=2, —1) sta sulla semiretta = 2y con = < 0 che sard dunque la sua traiettoria, percorsa verso il basso (notiamo
che per x < y si ha § < 0): sostituendo = = 2y in § = 2(x — y) si ottiene y = 2y, da cui y(t) = —e* e percio z(t) = —2e**, ovvero
la soluzione cercata (z(t),y(t)) = (=2, — ) (definita per t € R).

5. (a) L'equazione diferenziale 3y + 4y = 8(1 + 2e sint) & lineare a coefficienti costanti reali, e il termne non omogeneo & una
funzione C*° su tutto R: pertanto lo spazio delle sue soluzioni reali sara, nello spazio delle funzioni reali C°°, uno sottospazio affine
reale di dimensione 4, ottenuto traslando il sottospazio vettoriale delle soluzioni reali dell’equzione omogenea associata y¥ 44y = 0
con una qualsiasi soluzione particolare dell’equazione completa.

(b) L’equazione caratteristica £* + 4 = 0 ha come soluzioni le radici quarte di —4, ovvero 1414, —1 +i, —1 —4 e 1 — 4: pertanto
le soluzioni reali dell’equazione omogenea associata ¥ + 4y = 0 saranno combinazioni lineari reali di ef cost, e'sint, et cost,
e 'sint. Quanto alla soluzione particolare, una per il termine non omogeneo 8 & chiaramente la costante 2; invece per il termine
non omogeneo 16e sint = Im(166>‘t) con A = —1 + ¢ potremo trovarne una per 16eM e poi prenderne la parte immaginaria.
Essendo in un caso risonante (in quanto X & radice caratteristica semplice), ne cerchiamo una della forma §(t) = Ate* con A € C
da determinare: si ha §'(t) = A(1 + At)e™, §7(t) = AQCA + At)er, 77 (1) = ABN + A3t)er e g (1) = A(UN® + Mt)e,
pertanto imponendo che 7 (¢) + 45(t) = A(4X%)e* = 16e* (in cui si & tenuto conto che A* + 4 = 0) si ricava 4X\*A = 16, da cui
A= = ﬁ =1 —1i. Ne segue che la soluzione particolare cercata per 16e~*sint sara Im((1 — i)te*) = te *Tm((1 —4)(cost +
isint)) = te”*Im((cost + sint) + i(sint — cost)) = t(sint — cost)e ‘. e Ricapitolando, le soluzioni reali dell’equazione differenziale
y® +4y = 8(14+2e tsint) sono tutte e sole quelle del tipo y(t) = (acost+bsint)e’ + ((c—t) cost + (d+t)sint)e ™t +2 al variare
di a,b,c,d € R.

.15
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. Nel piano cartesiano si considerino la funzioni f(z,y) = 2> +2y e g(x,y) = 23 — 2y% — 222y — 32 + 2y.
(a) Determinare quali curve di livello di g sono regolari. Detta X la curva di livello di g passante per
P(1,1) esprimerne una parametrizzazione locale in P e calcolarne in due modi la retta tangente affine.
(b) Cercare eventuali punti stazionari di f su X, determinando la natura di quelli nel primo quadrante.
(c) Determinare (perché esistono?) gli estremi assoluti di f su K = {(z,y) : z,y > 0, x + 2y < 2}.

. Nel piano cartesiano siano A’ = {(x, %) : 22 +y? < 4a?, 2,y >0} e A" = {(z,9) : 0 <y <a, 0 <z < 20—y}
(ove a > 0), e si ponga A= A"\ A”.
(a) Trovare il baricentro di A.

(b) Dire se le funzioni % e % sono integrabili su A, calcolandone nel caso l'integrale.

. Nello spazio cartesiano si disegni I'insieme A dell’Ex. 2 nel piano (z, z), e sia FE il solido nel primo ottante
generato da una rotazione di un quarto di giro di A attorno all’asse z.

(a) Si disegni F e se ne calcoli il volume.
(b) Verificare il teorema di Gauss per F e per il campo F = (4z,0,—y).
(c¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la porzione conica C della superficie esterna di F.

. E data l'equazione differenziale (ty — 1)y’ =y -+ 1 nella funzione scalare y(t).

(a) Analizzare a priori esistenza e unicita delle soluzioni, e la loro crescenza. Vi sono soluzioni costanti?

(b) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione, in particolare quella con y(1) = 0 e quella con y(0) = 0.

. Determinare la curva (z(t),y(t)) del piano cartesiano reale che per t = 0 passa per lorigine e tale che
(,9) = (x —y + 3sint, bz —y — 4t).



Analisi Matematica III — Esame Scritto (26/08/2019) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Il gradiente di g(z,y) = > — 2y* — 22%y — 3z + 2y & Vg = (32 — 4y — 3, —4y — 22> 4+ 2), e si annulla nei punti in

cui 322 —doy —3 = -4y —222+2=0. Day = %(1 — x2) si ricava 22° + 3z% — 22 — 3 = 0; notata l'evidente soluzione z = 1 (da cui
il punto A(l 0), con g(A) = —2) le altre due sono date da 222 + 5z 43 = 0, ovvero = —1 (da cui il punto B(—1,0), con g(B) = 2)
er=—% (da cui il punto C(—f —g), con g(C) = %) Dunque, detta X}, la curva di livello £ di g, tutte le curve X} sono regolari

tranne al pitt X_5 (in A), X5 (in B) e X% (in C). e In particolare la curva di livello X = X_, passante per P(1,1) & regolare. Da
Vg(P) = (=4, —4) si nota che da g(x,y) = —4 si puod esplicitare ad esempio z(y) con x(1) = 1: derivando g(z(y),y) = —4 rispetto
a y si ottiene 3zz’ — 4y — dzyx’ — 22% — 32’ + 2 = 0, da cui calcolando per y = 1 si ha 32’ —4 — 42’ — 2 — 32’ +2 = 0, da cui
2'(1) = —1; derivando di nuovo si ha 6z(z")? + 322" — 4 — 4y(z')? — daa’ — daya” — 4z’ — 32" = 0, da cui calcolando per y = 1
si ha 2”/(1) = 2. Una parametrizzazione locale di X in P & data dunque da (z(y),y) = (1 —(y— 1)+ 3(y — 1)* + o1((y — 1)*), v)
definita all’intorno di y = 1, mentre lo sviluppo al primo ordine z = 1 — (y — 1) = 2 — y da la retta tangente affine, che si pud
determinare anche con Vg(P) - (z — 1,y — 1) = 0.

(b) La condizione di Lagrange 1mp0ne che i gradienti Vg = (33: — 4wy — 3, —4y — 22% + 2) e Vf = 2(x,1) siano paralleli, e cid
equivale a 1(3x? —4xy —3) —x(—4y—2x2+2) = 0, ovvero 2z° +32% —22—3 = 0, gia risolta in precedenza con soluzioni z = 1, —1, — 3
dalla condizione g(z,y) = —4 di appartenenza a X, se x = 1 si trovano i punti (1, 1) (gid noto come P) e (1,—1); se z = —1 i punti

(-1,V3)e (-1,—V3);esexz =—32 i puntl (-2, “ﬁ 2)e (-2, - S*ﬁ“) Di questi sei punti, 'unico nel lo quadrante ¢ P(1,1):

su di esso si ha F(y) := f(z(y),y) = z(y)* + 2y7 che derlvata da F'(y) = 2zz’ 4+ 2 (percid F'(1) = 2z(1)z'(1) + 2 = 0, come atteso),
e F”(y) = 2(z')? + 2xz”. Essendo F”(1) = 2(z'(1))? + 2x(1)z” (1) = 5 > 0, il punto P & di minimo relativo stretto per f su X.
(c¢) L’insieme K = {(z,y) : x,y > 0, x + 2y < 2} & il triangolo pieno e chiuso di estremi O(0,0), A(0,1) e B(2,0), un compatto su
cui f & continua: gli estremi assoluti di f su K esistono dunque in base a Weierstrass. Perché V f non si annulla mai, tali estremi
non saranno assunti nei punti interni di K. Nel lato obliquo (z,1— 1) con 0 < z < 2si ha f(z,1— 1z) = 2° —2+2, la cui derivata
si annulla per x = % dando il punto C(%7 %) sucui f(C) = %. Nel lato verticale si ha f(0,y) = 2y, senza punti stazionari. Nel lato
orizzontale si ha f(x,0) = 2, la cui derivata non si annulla per 0 < x < 2. Infine nei vertici si ha f(0) =0, f(A) =2e f(B) = 4.
In definitiva gli estremi assoluti di f su K potranno essere assunti solo nei punti C', O, A e B; e confrontando i valori di f su
questi punti si conclude che il massimo assoluto ¢ 4 (assunto in B) e il minimo assoluto & 0 (assunto in O). Per I'interpretazione
geometrica di questo risultato si veda in Figura 1 (le curve di livello di f sono le parabole del tipo y = f%a@ + h).

2. (a) (Figura 2) L'area di A & 1(2a)*1 — a(2a+a) = Z%34°. Si ha p01 fA,xdxdy—f02 d9f0 pcosf pdp = [sin 6] f02[1 330 =
8% [, ydady f07d0f02 psinfpdp = [—cos) fo 1 Pl = 5a% [, xdedy = [ dnya Yaede = L [} (2afy)2dy =

a 2a— .
i- (2a78 )3]0: Yo [yydedy = [ dyf yydaz—fo Qafs )de—[ay ,,y] ,dacui zg = AreaAfod:cdy_
m( ta’)=525a e yo = 5o [ ydedy = m( a®—2a%) = 325a. 1 barlcentro ¢ dunque (5:254a, 5-5a).

(b) Le funzioni % e % sono positive su A (e anche singolarmente su A’ e A”), dunque per Fubini e Tonelli basta esaminare degli
integrali iterati. Notiamo che, poiché A = A"\ A", pud essere che una funzione sia integrabile su A senza esserlo singolarmente su
A’ e A”; mentre se fosse integrabile sia su A’ che su A" allora lo sarebbe anche su A con differenza dei due integrali. e L’insieme
A ha un’ampia zona di contatto con l'asse y, dunque & probabile che la funzione % non sia integrabile su A: per appurarlo basta
in effetti notare che < non ¢ integrabile sul sottoinsieme rettangolare [0,a] x [a, 2a] (cosa immediata, visto che logz diverge per
x — 0T7), dunque per monotonia i non ¢& integrabile nemmeno su A. e Per i la situazione cambia, perché I'insieme A tocca ’asse
x con un solo punto e dunque & ben pitt probabile I'integrabilitd; invece i singoli insiemi A’ e A” hanno ampie zone di contatto con
I’asse z, dunque non vale la pena di vedere se % sia integrabile su ciascuno di essi (non lo sard) ma conviene provare a calcolare
subito un integrale iterato su A. Ragioniamo ad esempio per z-fili distinguendo nel calcolo i casi 0 < z < aea < z < 2a

(lo possiamo fare notando che sul tratto 0 < x < a non ci sono problemi di integrabilitd perché si & lontani dall’asse xz), e

si ottiene [ dx [V faf=et 1 s dy + 2 da [N fof-e? 1 sy = [ (log ViaZ =22 —loga) dx + [**(log v4a® — 22 — log(2a — z)) dz =

Jo(31log(2a+ )+ 3 10g(2a —xz) —loga) de—T—fZ (3 log(2a + ) — 2 log(2a —z)) dz = 1[(2a+ z)(log(2a + z) — 1) — (2a — z)(log(2a —
xz) —1)—2zlogals= 1[(2a+z)(log(2a+x) — 1)+ (2a — x)(log(2a —z) —1))3Z5* = $(3a(log3a — 1) —a(loga — 1) —2aloga) +

1(4a(logda —1) — 3a(log 3a —1)—a(loga—1)) = 2(—a(loga — 1) — 2aloga+ 4a(10g 4a —1) —a(loga—1)) = (4log2 — 1)a, valore
finito (e omogeneo di grado 1 in a, come preventivabile). Dunque la funzione i ¢ integrabile su A con valore (41log2 — 1)a.
3. (a) (Figura 3) Calcoliamo il volume di E in due modi. (1. Guldino) Vale Vol E = % [, zdzdz = 3(3a® — Za®) = 27 a®. (2. Per
z-fette) Per 0 < z < 2a la z-fetta & un quarto di corona circolare di raggi esterno v4a? — 22 e interno 2a — z (per 0 < z < a) oppure
un quarto di cerchio di raggio v4a? — 2% (per a < z < 2a), dunque Vol E = [ tm(4a® — 2* — (2a — 2)*) dz + fZa im(4a® —2%)dz =
l7T(4az—222)dz—|—f;a ir(4a® — 2%) dz = 17m([2a2° — 22°)5 + [4a®2 — & 3]2“) = 1m(3a® -0+ e’ — La®) = 34®, come prima.
(b) Il campo F = (4,0, —y) ha divergenza V-F = 4, dunque S5 V-Fdx dy dz = 4Vol E = 3rna®. D altra parte I & parallelo al piano
(z, 2), percio il flusso uscente @ 4 (F) di F' da A & nullo; e sul piano (y, z) il campo & parallelo all’asse z, pertanto anche il flusso ® 4/ (F)

uscente dalla superficie A’ analoga ad A & nullo. Per il quarto di disco D a quota a si ha ®p(F) = f02 do fo (4pcos0,0,—psind) -
(0,0,—1) pdp = f02 sin 6 df fo prdp = 7a . La superficie conica C' & parametrizzata da (ucos@,usin€,2a—u) cona < u <2ae0 <

4ucos® cosf —usinf

0 < 2a (normale associata entrante), dunque ®¢(F) = — fof de ff“ det ( 0 sinf  wcosf ) dudf = — fof de faza (42 cos® 0 —
—u sin 0 -1 0

2% sin6) df = —[%2°]5*[2(6+sin 0 cos 0) +cos 9]0 = —I(m—1)a®. Infine, la superficie sferica S & (2a cos @ sin ¢, 2a sin 6 sin ¢, 2a cos )



. . s s 8a cos 6 sin ¢ —2asinfsing  2acosbcos
con 0 < 6, < 7 (normale associata entrante), dunque ®s(F) = — [7 dy [? det 0 2acosOsing  2asinfcos 0do =
—2asinfsin ¢ 0 —2asin ¢

8a® fo% de fog (4 cos? Osin® p — sin fsin® p cos ) df = 8a® fog (msin® ¢ — sin® g cos ¢) dp = 8a®[r(— cos p + £ cos® ¢) — £ sin® 4,0]0% =
8(2m — 1)a”. 11 flusso totale di F uscente da E & dunque 0+ 0+ 2a® — Z(m — 1)a® + £(27 — 1)a® = 3ma®, e cid verifica Gauss.

(¢) Il rotore di F risulta V x F = (—1,0,0), dunque (usando per C' la parametrizzazione precedente col verso uscente da FE)

bl —1 cos® —usinf bl
si ha ®c(V x F) = — [2d faza det( 0 sin® ucos )du df = [;7 cosfdb fjaudu = 34, Draltra parte, calcolando la
o -1 0

circuitazione di F' lungo OC' nel verso associato (orario) partendo da (2a,0,0) si ha §+acF ~dl = [; (42,0,0) - (1,0, —1) dx +

fog (4acos 6,0, —asinf) - (—asin @, acosf,0)dl + faza(0,0, —y) - (0,1,-1)dy + [ (8acosf,0,—2asinh) - (—2asin b, 2a cos b, 0) df =
2

—4 ffa x dx — 4a® fog sin @ cos § df + ffa ydy + 16a* fog sinf cos 0 df = 3a®[— cos20]¢ — 3[32°]2" = 6a° — Sa® = 24, come atteso.

4. (a) L’equazione (ty — 1)y’ = y + 1 non & in forma normale, e negli istanti ¢y in cui una soluzione soddisfa toy(to) = 1 (iperbole
equilatera nel piano (¢,y)) deve essere y(to) + 1 = 0, ovvero y(tp) = —1: pertanto un problema di Cauchy con dato iniziale del
tipo (to, %) non ha soluzione tranne il caso to = —1, in cui si vede facilmente ’esistenza perlomeno della (unica) soluzione costante
y = —1. Invece nei dati iniziali (t0,%0) con toyo # 1 si puod porre l’equazione in forma normale y' = f(¢,y) = ;;tll, con garanzia di
esistenza e unicita locale (e unicita globale); nulla si pud dire invece per l'esistenza globale. Si ha 3y’ = 0 (punti stazionari) quando
y = —1, ovvero per la soluzione costante; si ha poi 3y’ > 0 (soluzioni crescenti) nelle zone del piano (¢,y) in cui f(¢,y) > 0, dunque

all’interno (se y < —1) o all’esterno (se y > —1) dei rami dell’iperbole equilatera ty = 1.
(b) L’equazione totale associata & w = p(y,t)dy + q(y,t)dt =0 conp =ty —1e g = —(y+ 1). La forma w non & esatta perché

% =y # g—g = —1; tuttavia, poiché % % — g—g) = ﬁ(y + 1) = —1 non dipende da ¢, sappiamo che exp([(—1)dy) = e~ ¥ & un
fattore integrante, ovvero e Yw & esatta. In effetti, detta F'(y,t) una sua primitiva, deve essere %—’: =e Y(ty—1)e % = —(y+1)e ¥

dalla seconda si ha subito F(y,t) = —t(y+1)e” Y +1(y), e allora dalla prima %—5 =tye Y+ (y) = e Y(ty—1), ovvero ' (y) = —e~ Y
che da ¢(y) = e Y. Otteniamo cosi F(y,t) = (1—t(y+1))e” ¥, dunque le curve integrali sono F(y,t) = k, ovvero ke’+t(y+1)—1=0
al variare di k& € R: da questa equazione, tramite Dini potremo esplicitare y(t) attorno a un dato iniziale y(to) = yo con toyo # 1.
e Col dato iniziale y(1) =0 si ha k+1—1=0, ovvero k = 0: si ha dunque t(y + 1) — 1 = 0, da cui si ricava subito la forma finita
y(t) = % (definita per ¢ > 0). o Invece col dato iniziale y(0) = 0 si ha k—1 = 0, ovvero k = 1: si ricava dunque e? +t(y+1)—1 = 0.
Questa equazione non permette di ricavare y(¢) in forma finita come nel caso precedente, ma potremo calcolarne i primi termini di
uno sviluppo: derivando rispetto a ¢t abbiamo y’ e +y + 1 +ty’ = 0, che calcolata per ¢t = 0 con y(0) = 0 da y'(0) = —1; derivando
ancora si ha y”e’ + (y')*e? +y +y' + ty” =0, che per t = 0 da y”(0) = 1, dunque y(t) = —t + 1t> + 0o (t?).

5. Gli autovalori della matrice dei coefficienti del sistema (z,y) = (z —y+ 3sint, bx —y — 4t) sono +2¢; un autovettore relativo a 2i
& (1,1 — 2i), pertanto una base reale delle soluzioni della parte omogenea & data da Re(e, (1 — 2i)e?***) = (cos 2t, cos 2t + 2 sin 2t)
e Im(e?, (1 — 2i)e®*) = (sin 2t, —2 cos 2t + sin 2t). Una soluzione particolare per il termine non omogeneo (3sint,0) = Im(3e™,0)
sard (essendo il sistema reale) la parte immaginaria di una soluzione particolare per (3e*,0), che a sua volta sara del tipo (ae®, be')
con a,b € C da determinare, e i conti danno (a,b) = (1 +1i,5): dunque abbiamo Im((1 + i)e®,5¢) = (cost +sint, 5sint). D’altra
parte una soluzione particolare per il termine non omogeneo (0, —4t) & del tipo (at + b, ¢t + d) con a, b, c,d € R da determinare, e i
conti danno (a, b, c,d) = (1,0,1, —1). La soluzione generale & dunque (x(t),y(t)) = (Acos2t+ Bsin2t+t+ cost+sint, A(cos2t+
2sin2t) + B(sin2t — 2cos2t) +t — 1+ 5sint) con A, B € C; imponendo infine che (z(t),y(t)) = (0,0) si ottiene A = B = —1, da
cui la soluzione cercata (z(t),y(t)) = (—cos2t —sin2t +t + cost + sint, cos2t — 3sin2¢t +¢ — 1 + 5sint).

-0s.

1. Ex. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3.
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1. Nello spazio cartesiano si consideri la funzione g(z,y,z) = 23 + 3zyz — 222 + 22
(a) Quali superfici di livello di g sono regolari? Detta S quella contenente P(1,—1,0), la si parametrizzi
all’intorno di P fino all’ordine quadratico e si determini in due modi il piano affine tangente in P.

(b) Dire per quale « il punto P & stazionario per f(x,y,z) =x + az su S, determinandone la natura.

2. Nel piano cartesiano si disegni l'insieme A = {(z,y) : 2 >0, 0 < y(22 + 1) < 22}.

(a) Determinare il baricentro di A’ = AN {(z,y): z < 1}.
(b) Dire se le funzioni £, ;e ﬁ sono integrabili su A, calcolandone nel caso l'integrale.

3. Nel primo ottante dello spazio cartesiano si traccino nel piano (z, z) il quarto di circonferenza di raggio r
centrato nell’origine, e nel piano (y, z) il segmento tra i punti (0,7,0) e (0,0,7) (ove r > 0); sia poi S la
superficie ottenuta unendo con segmenti orizzontali i vari punti del quarto di circonferenza con i rispettivi
punti del segmento posti alla stessa quota, e si denoti con FE il solido che S racchiude nel primo ottante.

(a) Si disegni F e se ne calcoli il volume.
(b) Verificare il teorema di Gauss per FE e per il campo F = (6z, z,0) .
(c) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la superficie S.

4. E data 'equazione differenziale y” VI =Y —a (ove a > 0) nella funzione scalare y(t).

(a) Cosa si pud dire a priori su esistenza e unicita, invarianza temporale, simmetrie delle soluzioni? Ve ne
sono di costanti?

(b) Posto a = 1 determinare un integrale primo; trovare infine la soluzione con y(0) =4 e 3/'(0) = —/2.

5. Di un sistema differenziale lineare (i.y) = (ax + by —t, cx + dy + 1) nell’incognita (x(t),y(t)) nel piano
cartesiano reale (ove i coefficienti a, b, ¢, d sono funzioni continue di t) si sa che (¢,—1) e (1,t) sono due
soluzioni del sistema omogeneo associato. Ricostruire i coefficienti del sistema e determinarne tutte le
soluzioni, in particolare quelle (quante sono?) che per ¢t = 0 passano per l'origine.



Analisi Matematica III — Esame Scritto (10/09/2019) — Soluzioni.

1. (a) Il gradiente della funzione g(z,y, z) = ® + 3zyz — 222 +y?z & Vg = (22,99 99 — (3(22 4 yz), 3z + 2y)z, 3y — 4z + ).

oz’ dy’ Oz
Ponendo Vg = (0,0,0), da a—z si ricava z = 0 (che da luogo al solo punto O(0,0,0)) oppure y = fgx (che da luogo al punto
A(—22,18 5 e nuovamente a O(0,0,0)). Pertanto tutte le superfici di livello di g sono regolari in ogni loro punto tranne quella di

livello g(O) = 0 nel punto O e quella di livello g(A) = —2'®/3° nel punto A. e La superficie di livello S contenente P(1, —1,0) & data
da g(z,y,2) = g(P) = 1. Da Vg(P) = (3,0, —2) si deduce che da g(z,y, z) = 1 & possibile esplicitare ad esempio x in funzione diye
2, con z(—1,0) = 1. Derivando l'identita g(x(y, z),y, z) = 1 parzialmente rispetto a y e z si ottiene 3z, + 32,yz +3z2+2yz = 0
e 3z%i, + 3%.yz + 3zy — 4z + y* = 0, che calcolate per (y,z) = (—1,0) danno #,(—1,0) = 0 e #,(—1,0) = % Derivando
ulteriormente si ha 6x(i,)? + 3024y, + 3%yyyz + 3dy2z + 3iyz 4+ 22 = 0, 6xdyd, + 302%,, + 33,92 + 3tyy 4+ 34,2 + 3z + 2y =0
e 6x(2:)° + 32%i.. + 3%..y2 + 3@y + 3.y — 4 = 0, che calcolate per (y,2) = (—1,0) danno &y,(—1,0) =0, &,.(—1,0) = —3
e i..(—1,0) = 3. Siha dunque z(y,2) = x(—1,0) + @y (—1,0) (y + 1) + @2(—1,0) 2 + 5 (Fyy(—1,0) (y + 1)® + 2&,.(—1,0) (y +
Dz +i.2(=1,0)2°) + - =1+ 22— L(y+ 1)z + £2° + - -+, sviluppo dal cui lo ordine si deduce 'equazione z = 1+ 2z (ovvero

3x — 2z = 3) del piano aﬂine tangente aSin P che si puo dedurrre anche da Vg(P) - (z — 1,y + 1,2) = 0.
(b) La condizione di Lagrange affinché il punto P sia stazionario per f(z,y,z) =+ az su S da subito « = —%. Componendo f

con la parametrizzazione trovata in precedenza si ha F(y, 2) = f(2(y,2),y,2) = x(y,z) — 22: da VF = (257 %f (Ey, 22 — 2)

03

si ha subito VF(—1,0) = (0,0), come atteso; passando alla matrice hessiana si ha Hr(y, z) = ( ?J“J Fys ) = H.(y, 2), e percid

yz zz

Hr(=1,0) = Hy(—1,0) = ( 0 716% ), matrice indefinita (si noti che det < 0). Pertanto P & un punto di sella per f su S.

_1 16
3 9

2. (a) (Figura 1) L’area di A" = AN {(=, y) z<1}={(z,9):0<x<1,0<y@*>+1) <2z} e fo dx = [log(=® + 1)]§

12+1

log2. Siha poi [,, zdzdy = fo dz [y e rdy = 01 f{H dx = 2f0 (1 - m)dm =2z —arctga]lp = 5= e [, ydudy

fo dacf0m2+1 ydy = 2f0 (:C;”T)Qd:n = fo (wf%)zdﬂc = [x(_rlﬂ)}é - fol W(—g)de = —5 — 0+ [arctgz]y = “32, dunque il
baricentro di A’ & il punto

4=
(210g7r2’ 410g2)

(b) Le funzioni £, £ e z+y sono positive sull’insieme illimitato A = {(z,y) : £ > 0, 0 < y(z*>+1) < 2z}, dunque per Fubini e Tonelli
2x
possiamo eaminarne l’integrabilité usando integrali iterati. e Si ha O+°° de [i7 1 Ydy = 2f0+°° wripz de = 2[—%}:{0" =

2z 2x
0 — (=1) = 1, valore finito. Dunque ¥ & integrabile su A con valore 1. e Si ha f0+°° dz fo‘ﬂ“ Zdy = f0+ L idy, ma

2x
Iintegrale in y diverge in 07. Pertanto % non ¢& integrabile su A. e Si ha f0+°° dx f012+1

f (log(x—i— 2Jrl) log z) dox = O+°olog(1+

dy = [F*[log(z + y)]y:g“l de =
) & finita in 0T

z+y
) dx (e gia ora si nota che si avra integrabilita perché log(1+

2 2
241 241

ed &~ xQH ~%oo ©2). Proseguendo il conto, che dara dunque valore finito, integrando per parti si ha [zlog(1 + EQQH Ndee —
4z 1
+oo T (@2+1)2 o 400 4 +1 . +oo 3 <
Jo Ty dr = 0- 04 [y e Shde =4[ e de = 2V (G - B de = 2] T (V3 -

Z%H) dx = 2[v/3arctg (%) —arctgz]g™ = 2(v3 - 1) = (V3 — 1)7. Dunque I%ry ¢ integrabile su A con valore (v/3 — 1)7.

3. (a) (Figura 2) Calcoliamo il volume di E in due modi. (1) Fissato 0 < z < r la z-fetta & un triangolo rettangolo di cateti — 22
er—z, dunquesiha Vol E = [ 1(r—z)Vr? — 2%dz = §r [ V12 = 22dz— & [ 2V/r? — 22dz = 3r(57°m) — 5[5 (r" — 2%)% ]Z 0=
s 1

s — €)T3' (2) La superficie S puo essere parametrizzata, seguendo la sua costruzione, tramite i segmenti orizzontali che la
formano unendo i punti (v72 —22,0,2) e (0,7 — z,2) al variare di 0 < z < 7, ovvero t(vr? —22,0,2z) + (1 — t)(0,7r — z,2) =
(tvVr2 —22,(1 — t)(r — 2),2): qui si intende che i parametri z e ¢ variano con 0 < z < r e 0 < ¢ < 1. Parametrizzata S
risulta possibile parametrizzare anche I'intero solido E facendo muovere ciascun punto di S lungo il segmento orizzontale che lo
congiunge all’asse z, ovvero tramite (utv/r? — 22, u(l — t)(r — 2), 2) ove i parametri (u, z,t) varianocon 0 < u <1, 0< 2z < r
e 0 <t <1 (sinoti che per u = 1 il punto & sulla superficie S, mentre per u = 0 & sull’asse z alla stessa quota). Il cambio
di variabili (z,y,2) = ¢(u,2,t) = (utv/r? — 22,u(l — t)(r — z),2) ci permette in particolare di calcolare il volume di F in modo

2 — 22 ___utz ) 2

2.2
(1—=t)(r—2) —u(l —t) —u(r — z)
0

1 0
fol du [ dz fol u(r —2)Vr2 —22dt = fol wdu [ (r —2)Vr? —22dz = § [, (r — 2)V/r? — 22 dz, poi il calcolo procede come prima.
(b) Il campo F = (6z, z,0) & orizzontale, dunque il suo flusso attraverso la base & nullo; inoltre sul piano (y, z) F & parallelo all’asse

y, dunque anche i il suo flusso & nullo. Il flusso di F uscente dal quarto di cerchio D nel piano (z,z) & [, (6z, 2,0)- (0, —1,0) dz dz =

fszdxdz = ffog daforpsinocpdp = 7%7"3.

—z

alternativo: lo jacobiano ha determinante u(r —z)v/r2 — 22, pertanto Vol E = fE drdydz =

Infine, il flusso uscente da S, usando la parametrizzazione tramite (z,t) vista in

2,2 otz 2 _ 22

6t
precedenza (normale associata uscente) & [ dz fol det ( . jd'z:tz; ) dt = [ dz fol (6t(r—z)+2)Vr2 —2z2dt =
0 0

(1n alternativa, qui e nel seguito, al posto del parametro z si potrebbe usare I’angolo polare « € [0, 5] nel piano (z, z), ottenendo
t(rcosa,0,rsina) + (1 —t)(0,7(1 — sina), rsina) = (trcosa, (1 — t)r(l — sin ), 7 sin «).



JoBr—22)Vr? = 22dz = 3r [[ V12— 22dz — 2 [) 2V/r? — 22dz = 3r(3mr?) + [2(r® — 22)%}6 = (3% — 2)r®. 1l flusso totale di F
uscente da E & pertanto —+r® + (28 — 2)r® = (2 —1)r%; d’altra parte si ha [,(V-F)dzdydz = 6 VOl E = 6(% — 2)r® = (32 —1)r°,
e cio conferma il teorema di Gauss.
-1 -tz T2 — 52
(c) 11 flusso del rotore V x F' = (—1,0,0) attraverso S & ®c(Vx F) = [ dz f01 det ( 0 _V(IZ_‘:) Cr—2) ) dt = — [ dz fol(r—
0 1 0
z)dt=— [[(r—z)dz= 7%,’,2. D’altra parte, calcolando la circuitazione di F' lungo 0S nel verso associato (antiorario) partendo da

(r,0,0) siha §, o F-dl = [ (62,0,0) (1, —1,0)dz + [(0,r —y,0)(0,1,—1)dy + [ (6r cos o, rsin, 0) - (—rsin a, 0, 7 cos a) dx =
2

M)

—6 [, xdx— [ (r—y) dy+6r? fog sinacosada = =3[z°]5 — [ry — $3°]6 + 3[— cos 20)¢ = —3r® — 3r® + 3r? = — 117, come atteso.

4. (a) L’equazione y",/y = /y — a & autonoma, dunque & garantita l'invarianza temporale dello spazio delle soluzioni: ragioneremo
pertanto con dati iniziali in ¢ = 0. Essa da luogo a soluzioni y > 0; dove una soluzione y si annulla si ricava a = 0, unico caso
in cui cid pud accadere (e risulta y” = 1, da cui le soluzioni y(t) = $t* + kt + h definite > 0), mentre per o # 0 le soluzioni
sono strettamente positive e si pud portare ’equazione nella forma normale y” =1 — %, che a sua volta ¢ equivalente al sistema
¥ =

autonomo del primo ordine nel piano delle fasi (y,p) = (y,y’) dato da { T 5 - La funzione f(y,p) = (p,1 — & di classe

%)
VY
C* su tutto |0, +oo[ xR, dunque esistenza e unicita locale sono assicurate per ogni dato iniziale (yo, () con yo > 0 (e con esse anche
l'unicita globale), mentre non essendo il dominio illimitato in (y,p) non possiamo dire nulla sull’esistenza globale, che tuttavia
non si pud escludere a priori per alcune soluzioni. L’unica soluzione costante ¢ y = o. Una verifica diretta mostra che se p(t) &
soluzione, lo & anche ¢(—t) (sull’intervallo opposto).

- ﬁ = h(y) ammette I'integrale primo dell’energia totale 1 (y')* — [ h(y) dy = 1(y')*—y+2,/7. e Sulla

soluzione cercata con y(0) =4 e y'(0) = —v/2si ha 1 —4+4 = 1: si ricava dunque 3(y')> —y+2,/4 =1, da cui (y')* = 2(,/y — 1)*
e percid (tenendo conto delle condizioni iniziali) y = fﬂ(\/@ —1). Separando le variabili si ha ﬁ dy = —/2dt, che integrata

da 2(vy —log(vy — 1)) = —v2t + k; da y(0) = 4 si ricava k = 4, da cui /§ — log(y/y — 1) =2 — % t. Da questa equazione si
potra ricavare y(t) tramite Dini attorno alla soluzione (o, yo) = (0.4): non sara possibile esibirne una forma finita, ma da y(0) = 4,

y'(0)=—v2ey"(0)=1— ﬁ = 1 possiamo ricavare lo sviluppo (peraltro gia noto dall’inizio) y(t) = 4 — V2t + 1t + 0o (t?).

p' =

(b) L’equazione y"" = y"” =1

-1
tale di soluzioni su tutto R. Sappiamo che la matrice dei coefficienti ( o b ) ¢ data da ®(t)®(t)"! = ( Lo ) L ( L ) =

5. La risolvente ®(¢) = ( Lo ) ha determinante 1+¢* > 0: ne deduciamo che (¢, —1) e (1,) costituiscono un sistema fondamen-

0 1 )12\ 1 ¢

T
( 142 iQ ), dunque il sistema & ricostruito come (z.y) = (ﬁ(tm —y) —t, 1_'_%(m + ty) + 1) (in alternativa, per trovare

1+¢2 1+t
i coefficienti bastava imporre che (t,—1) e (1,t) fossero soluzioni del sistema omogeneo associato). Usando il metodo di vari-
azione delle costanti arbitrarie, posto b(¢t) = (—t¢,1) una soluzione particolare del sistema completo sard della forma ®(t)c(t) con

_ , - - . - , e

)=o) 'b(t) = H%( - >( " ) = ( o ), da cui c(t) = ( o ) e dunque ®(t)c(t) = < A )( o ) = ( ! ) Le
soluzioni del sistema assegnato sono dunque tutte e sole quelle della forma (z(t),y(t)) = (At + B —t*, —A+ (B 4 1)t) al variare di
A, B € R; e imponendo che (z(t),y(t)) = (0,0) si ricava (A4, B) = (0,0), ovvero la (unica) soluzione (x(t),y(t)) = (—t2, t).
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1. BEx. 2. 2. Ex. 3.



