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. Nel piano (z, z) dello spazio cartesiano sia I' I'arco di parabola z = 22 —2xcon0 <z <3 esial
la superficie ottenuta ruotando I'" di un quarto di giro antiorario attorno all’asse z, bordi compresi.

(a) Si esprima L sia in forma parametrica che in forma cartesiana, determinando in due modi il
piano tangente affine nel suo punto P con z, =1 e y, = /3.

(b) Determinare i punti di L a massima e minima distanza dal piano 4z + 3y + 2z + 1 = 0.

. Dato a > 0 sia A la zona del piano racchiusa dalla curva polare p(f) = 2a sin20 con 0 < 6 <

NIE

(a) Disegnare A e calcolarne area e baricentro.

(b) Calcolare, se finiti, gli integrali fA z%drdy pera=—1 e fA gﬁyifyz drdy per §= %

(¢) Discutere al variare di «, 8 € R Desistenza e il valore degli integrali del punto (b).

. Nello spazio sia E = {(z,9,2) : 7,5,z > 0, y*> + 22 < min{4a® — 22,a%}, z > 2z} (ove a > 0).
(a) Si disegni E' e se ne calcoli il volume e I'area della componente cilindrica S di OF.
(b) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per S e per il campo F' = (y,0,0).

(c) Calcolare I’area della componente 7' di F sul piano y = 0 usando la formula di Green.

ylogly| pery#0

. Si abbia I'equazione differenziale scalare ty' = ¢(y), ove ¢(y) = 0 pery 0 -

(a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita, crescenza, simmetria, soluzioni costanti?
(b) Trovare tutte le soluzioni, in particolare quelle con y(0) =0, y(0) =2, y(1) = —1, y(1) = 2.

. Determinare le curve (x(t),y(t)) in C? tali che (i,7) = (iz + 2(y + 2cost), 2(z — 1) — 3iy), in
particolare qualla che per ¢ = 0 passa per 'origine.



Analisi Matematica III — Esame Scritto (21/01/2020) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Poiché sulla superficie L in coordinate cilindriche (p, 8, z) si ha z = p? — 2p, una parametrizzazione
globale & data da v(p,8) = (pcos@, psin 0, ,02 —2p)econ0<p<3e0<O< 5. Sostituendo p = Vo2 +y?in z = p2 —-2p
si ha poi la forma grafico z = ¢(x, y) = 2 +y* —21/22 + 32, da cui subito la forma cartesiana g(z,vy, z) = z — ¢(z, y) = 0.
Il punto P di L con 2, = 1 e y, = /3 risulta cosi P(1,/3,0), dunque il piano tangente affine a L in P & dato da

_ _ 1 1 o
z2=2p, +Vo(zp,yp) ( —xp,y —yp) ovvero z = 0+ (2z(1 — W),Zy(l — \/TTyZ)”(Lf) “(z -1,y — V/3) cioe
z =z +yv3—4. D’altra parte P = (2, Z), dunque lo spazio tangente affine & anche {P—i—)\‘% (2, )+,u87 (2, 7r) A1 E
R} = {(1,v/3,0) + A(cos 0,sin 6, 2(p )|(2 ,r)+,u( psind, pcosb,0) |(2 ,r)}ovvero{(a: y,2) = (1,v/3,0) + A(3, V3 9y 4+

p(—=v3,1,0)} = (1+ 1A —v3u,V3+ %)\—i—u, 2)\)}, ed eliminando i parametri ), p si ritrova il piano z +yv/3 —z —4 = 0.

(b) Disegnando il piano f(x,y,z) = 4x + 3y + 2z + 1 = 0 si nota senza difficolta che L sta tutta nel semispazio f > 0,
pertanto determinare i punti di L a massima e minima distanza dal piano equivale a calcolare gli estremi di f sul
compatto L. Sui punti interni di L si ha F(p,0) = f(v(p,0)) = p(4cosf + 3sinh) +2p(p —2) +1con 0 < p < 3 e
0 <0< Z; ponendo VF = (4cos0+3sinf+4(p—1), p(3cos —4sind) = (0,0), dalla seconda si ricava 6 = 6y = arctg 3
(percid cos by = % e sinfy = %) ma allora la prima da 4p + 1 = 0, senza soluzioni accettabili. Sulla parabola nel piano
y = 0si ha F(z) = f(z,0,2% — 237) = 2% + 1, senza punti critici in 0 < = < 3. Sulla parabola nel piano z = 0
siha F(y) = f(0,y,9° —2y) = 2> —y+1con 0 <y <3, e Flly) =4y—1=0pery = 4, ovvero Q(0,4,—1—76).
Sull’arco di circonferenza in alto si ha F'(0) = f(3cos6,3sin6,3) = 3(4cosf + 3sinf +2) +1 con 0 < § < 7, e da
F'(0) = 3(3cos# — 4sin0) si ricava ancora 6 = o, da cui il punto R(%2,2,3). e Ricapitolando, gli estremi di f su L
possono essere assunti solo nei punti @, R, O(0,0,0), S(3,0,3) e T(0, 3, 3): essendo f(Q) = %, f(R) = %—I—%—i—ﬁ-ﬁ-l =22,
f(O) =1, f(S) =19 e f(T) = 16, il massimo assoluto di f su L & 22 (assunto in R) e il minimo & Z (assunto in Q).

2. (a) (Figura 2) La zona del piano racchiusa dalla curva polare p() = 2asin20 con 0 < § < 7 ha area
1 (% (2asin260)%d0 = 242 [2 sin®20d0 = posto o = 20] 2a%[% L (¢ — siny cos9)]§ = Ta®. Per ragioni di simmetria
2 Jo 0 22 2

il baricentro di A sta sulla retta y = x; si ha poi [, xdzdy = fO% de anSin % heos pdp = fo% cos0df [ p*P=5" sin20 _
3 fo (2a - 2sinf cos 0)® cos 0 df = & 3f2 sin® @ cos* 0df = [posto t = cosd] & 3f —)ttdt = LaP[Lt® — LtT]p =

128 3. 256° 6
Tsza”: pertanto, dividendo per I area il baricentro risulta essere il punto ({z-a, 105” a)

(b-c) Discutiamo esistenza e il calcolo degli integrali richiesti direttamente al variare dei parametri, notando che, per pos-

itivita, con Fubini e Tonelli possiamo esaminare integrali iterati. ® Per [, 2 dxdy si ha fog do f2“ 20 0 c0s® 0 pdp =
fog do f02a sin 26 p® T cos® @ dp: per lintegrazione in p ~ 07 bisogna porre a + 1 > —1, ovvero a > —2, e sotto questa

+2 at2qa+2 m
) 5— Jo? cos® 6 (2sin 6 cos)*T? df = % JoZ sin®T? 0 cos®*T20df. A questo punto, es-

sendo sinf ~y+ 6, per integrare in § ~ 0T va posto a + 2 > —1, ovvero a > —3; mentre essendo cos 6 ~a- 5 —0,
s 3

per integrare in 6 ~ F~ va posto 2a + 2 > -1, ovvero a > —3. Possiamo cosi concludere che l’integrale con-

verge se e solo se a > —%; in particolare, se a = —1 si ottiene 4a fog sinfdf = 4a. e Per fA e dxdy si ha

jus sin B qinf s sin 1 . . . .
Jo2 do fOQM 20 %5‘9 pdp = [ db f;“ 20 581 sin® @ dp: per lintegrazione in p ~ 0T bisogna porre B -1 > -1,
B .z BoB .m
ovvero 3 > 0, e sotto questa condizione si ottiene (2") f 2 sin” @ (2sin f cos §)° df = % f02 sin?® @ cos® 6 df. Dunque

per integrare in # ~ 0T va posto 23 > —1, ovvero 5 > —7; mentre per integrare in § ~ 5~ va posto 8 > —1. Percio

I'integrale converge se e solo se 8 > 0; in particolare, se 8 = + si ha 4y/a fog sinf v/cos 0 df = 4\/5[% cos? 9]0% = g\/&.

condizione si ottiene

3. (a) (Figura 3) Per calcolare il volume di E = {(z,y,2) : z,y,2 > 0, y*> + 2? < min{4a® — 22,4}, x > 2} converra
procedere per (y, z)-fili: sopra il quarto di disco D di raggio a nel piano (y, z) si ha z < z < /4a? — y? — 22, dunque il vol-
ume vale [, (v/4a? — y? — 2% — z) dy dz; passando in coordinate polari (r,v) nel piano (y, z) si ha fog dip [ (V4a? —r? —
rsiny)rdr = fog dip [~ 1 (4a® — r?)s — ir¥sinyg = ia® fog (8 — 3V3 —siny)dy = 2a’[(8 — 3V3)Y + cosy|¢ =

w a®. Allo stesso risultato si arriva distinguendo e sommando tra loro i volumi del tratto 0 < x < a (vale

Jpla— dydz—fo dwfo (a—rsing) Tdr—foz dw[2ar 37" smz/)]o—anO f——smd))dw—a [%w-i-%cosz/)](?:
T g) a®), del tratto a < x < aV/3 3 (in cui si ha un quarto di cilindro di volume 7(\/§7 1)a®) e del tratto av/3 < = < 2a
(in cui si ha un quarto di calotta sferica di volume fa\/§ 1(4a® — 2*)mdz = [F(4a’z — %x?’)}z‘i/g = 2(% -3V3)a%). e

La componente cilindrica S di OF ¢ descritta da (a: acosy,asinyg) con 0 <P < Fez=asiny <a < aV/3; Pelemento
d’area & do = adi dz, dunque Area S = [2 3 dz/}f smd) adr = a? fo% (V3 —sine) dip = a*[V/3¢ + cos )¢ = (,,T\/g —1a?.

. N s av3 0 0 1
(b) Il rotore di F = (y,0,0) & V x F = (0,0,—1), e vale ®5(V x F) = [z dy [ Smwdet( 0 —asing 0 )daz =
—1 a cos P 0

—afog d1/)f Smwsmwdm = —a2f V3 — siny)sinydyp = a*[V3cosy + 2(¢v —singcosy))d = (5 — V3)a?. e
L’orientazione di S con la parametnzzamone data & quella uscente, dunque nel calcolo della circuitazione di F' lungo 9.5
giriamo in senso antiorario. Partendo da (av/3, a,0) e notando che negli ultimi due tratti 'integrale & nullo perché il campo



& nullo o perpendicolare, si ha ¢, F-df = — Om/g(a, 0,0)-(1,0,0)dz + fog (acos,0,0) - (acostp, —asin, acostp) dip +

0+0=— Oa\/gadx + fog a’cos®p dyp = fa[d}]g‘/g + @ [Ytsinpcosy Cosw]og = (£ — V/3)a®, come prima.

(c) Per calcolare con Green area della componente T di F sul piano y = 0 si tratta di calcolare faTa:dz in senso
antiorario. Partendo dall’origine e notando che l'integrale di linea € nullo nei due tratti orizzontali, tale integrale vale
fO% 2a cos a d(2asin o) + ffa:da: = 4a? fO% cos® ador — 3a° = (3 + @)a?

4. (a) Se una soluzione y(t) & definita in ¢t = 0 deve essere ¢(y(0)) = 0, da cui y(0) = 0 oppure y(0) = £1. Invece per
t#0sihay = f(t,y) = %d)(y), continua: se anche y # 0 la funzione f & C' e dunque si ha esistenza e unicita locale,
mentre se y = 0 si ha che ¢ non & lipschitziana (notare che lim,_,o ¢'(y) = lim,_o(log|y| + 1) = —c) e dunque non si
puo affermare nulla a priori sull’unicita locale. Le soluzioni hanno punti stazionari quando assumono i valori 0, —1,1,
che in realtd danno luogo alle sole soluzioni costanti; per ¢ > 0 le soluzioni sono crescenti quando ¢(y) > 0, ovvero per
—1 < y < 0 oppure per y > 1. Se ¢(t) & una soluzione su un intervallo I C]0,+oo], si verifica direttamente che anche
—(t) lo &, cosi come lo sono ¢(—t) e —p(—t) sull’intervallo opposto —1I.

(b) Se si ha un dato iniziale (to,y0) con to # 0 e yo # —1,0,1, separando le variabili si ha mdy = %dt, che

integrando da log|log |y|| = log|t| + &, ed esponenziando due volte si ottiene y = #e"* con h € R (intesa come definita
nella semiretta | — 0o, 0] oppure ]0, +00[ che contiene ). (Notiamo ora che, visto che gli esponenziali non si annullano
mai, 'unica soluzione che si puo annullare ¢ effettivamente la costante nulla: si ¢ dunque verificata a posteriori I'unicita
di una tale soluzione.) Se invece il dato iniziale ha to # 0 e yo € {—1,0, 1}, la soluzione & la relativa funzione costante
(e se to = 0 questi gli unici valori ammessi). Dunque, le soluzioni con y(0) = 0, y(0) = 2, y(1) = —1, y(1) = 2 sono
rispettivamente: la costante nulla; non esiste; la costante —1; la funzione y(t) = e’ loe2 — 9t definita per t > 0.

5. Tl problema (i, 9) = (iz 4 2(y +2cost), 2(x — 1) — 3iy) si pud scrivere come sistema lineare X = AX +b(t) con X =
( ® ), A= ( P2 ) eb(t) = ( deost ) La matrice A ha autovalore doppio —i, dunque N = A—(—i)1 = ( 2 2 >

y 2 —3i 2 -2

& nilpotente (infatti N? = 0) e una risolvente ¢ data da ®(t) = e'* = e (1 + tN) = it ( R ) Quanto al

problema completo (si ricordi che 4cost = 2(e* 4+ e~)), per i termini non risonanti b (t) = ( 250“ ) e ba(t) = ( 92 )

4

. s . . . . _24eit
si trovano con facilita soluzioni particolari rispettivamente ( 2ie ) e ( o

gt ) Invece per il termine risonante bs(t) =

( ze ), per il metodo di variazione delle costanti arbitrarie una soluzione particolare sara della forma ®(t)c(t) ove

0

é(t) = 71 (t)b(t) = e b (t) = ( a :;t?z)f” a 12;;1);“ )( 25;“ ) = 2( Lo ), da cui c(t) = 2( ¢ ::;2 ): si ha cosi

O(t)c(t) = etde(t) = e*“( LR )2( ¢ ::;2 ) = 26*“( ¢ *t;tz ) Le soluzioni cercate sono pertanto tutte e sole
z(t) \ — [ (A(1 + 2it) +2Bt)e 't — 2ie’t 4 44 2(t —it?)e it \ _ [ (A420GA+ B+ 1)t — 2it?)e t — 24e’t 44

quelle della forma ( y(t) ) - ( (241 + B(1 — 2it))e™ " — ¢ — 2i 4 22—t - < (B +2(A — 2iB)t + 20%)e ™% — eit — 2 )

al variare di A, B € C. Infine, da( =(0) ):( A—2i44 ):( 0 )si ricava( A ):( T4t % )

y(0) B—1-2i 0 B

1. BEx. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3.
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1. Nello spazio cartesiano sia ' = {(z,y,2) : 22 + y*> + 22 =2(y + 1), 22 = 20 — 1}.

(a) Si mostri che I'" &€ una curva regolare all’intorno del suo punto P(1,0,—1), esprimerne una
parametrizzazione locale, e calcolarne la retta tangente affine in due modi.

(b) Dire per quale « € R il punto P & stazionario per f(x,y,z) = 2x+ay su ', determinandone
la natura.

(c) Dimostrare che I' & compatta, e determinarne i punti piu alto e piu basso.

2. Nel piano cartesiano, dato a > 0 sia A = {(z,y) : y >0, ax > y?, 22 + 3> < 2a°}.
(a) Disegnare A e calcolarne area e baricentro.
(b) Calcolare (se finiti) per o = —1 gli integrali [,, 2*dxdy e [, y*dedy,ove A" = An{z < a}.
(c) Discutere 'integrabilita su A’ delle funzioni z® e y* al variare di o € R.

w

. Nello spazio cartesiano si disegni 'insieme A dell’Ex. 2 nel piano (z, z), e sia E il solido nel primo
ottante generato da una rotazione di un quarto di giro di A attorno all’asse z.

(a) Si disegni F e se ne calcoli il volume in due modi.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (0, z,0).
(¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la componente di 9F sul piano (y, z).

4. Si abbia l'equazione differenziale 3" + (y')?> = y? nella funzione incognita scalare y(t) .

(a) Cosa si pud affermare a priori su esistenza e unicita delle soluzioni? Vi sono soluzioni costanti?
Se p(t) € una soluzione su un intervallo, lo sono anche p(—t) (oppure —p(—t)) sull’intervallo

opposto? Se cio fosse vero, le soluzioni definite in ¢ = 0 sarebbero necessariamente (dis)pari?

(b) Determinare la soluzione tale che y(0) =1 e 3/(0) = — .

V2

. .. . . 1 .
5. Determinare tutte le soluzioni reali y(t) dell'’equazione y" + 4y = 2y’ + 7 tali che y(0) = 0,
specificandone a priori il dominio.



Analisi Matematica III — Esame Scritto (10/02/2020) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Detta g = (g1,92) : R® — R? con (g1(z,y, 2),92(z,9,2)) = (2 + y* + 22 — 2y, 2* — 2z), la curva
I' ¢ data da (g1,92) = (2,—1). Lo jacobiano di g ¢ Jy(z,y,2) = ( > 2(1’51) > ), e nel punto P(1,0,—1) di T
0o -2
esempio il minore della prima e terza colonna & nonsingolare, per Dini & possibile esprimere localmente z(y) e z(y)
con z(0) = 1 e 2(0) = —1. Derivando le equazioni rispetto a y si ha (2zz’ + 2y + 222" — 2, 222’ — 2z) = (0,0), che
calcolata in y = 0 da (2(z'(0) — 2/(0) — 1), —2(2’(0) + 2’(0))) = (0,0) ovvero ’(0) = % e 2’(0) = —3; derivando
ulteriormente si ottiene (2((2')? 4+ zx” 4+ 1 4 (2/)® + 22), 2((z')? + 22" — 2"))) = (0,0), che calcolata in y = 0 da
2(4 +a"(0) + 1+ 1 — 2"(0)), 2(2 — 2"(0) — 2"(0)))) = (0,0) ovvero (z"(0) — 2"(0), 2" (0) + 2(0))) = (~2. 1), da
cui (z(0), 2”(0))) = (—2,%): una parametrizzazione locale di T attorno a P & dunque v(y) = (z(y),y, 2(y)) con
z(y) =1+ %y — %yz +o00(y?) e z(y)=-1-— fy + 16y + 00(y?) . La retta tangente affine a I' in P si pud ottenere o

si ha che Jy(P) = ( _22 2 2 ) ha rango 2: ci6 prova che I' € una curva regolare all’intorno di P. Poiché ad

x—y—z=2

arrestando +y al primo ordine o come nucleo traslato di J4(P), dando in entrambi i casi la retta { A

(b) Per il metodo di Lagrange, la condizione affinché P(1,0, —1) sia stazionario per f(z,y,2) = 2z+ay su I & che Vf(P)
2 « 0

sia combinazione lineare di Vg1 (P) e Vga2(P), ovvero det ( 2 -2 -2 | =0, e questo porge @ = —1. Quanto alla
—2 0 -2

natura, basta esaminare quella di y = 0 per F(y) = f(v(y)) = 2z(y) — y: si ha F'(y) =2z’ — 1 (da cui F'(0) = 0, come
previsto), e F(y) = 22" (da cui F"(0) = 2z"(0) = —2 < 0). Si tratta dunque di un punto di massimo locale stretto.

(c) La curva I' & compatta in quanto chiusa (sistema di due equazioni continue) e limitata (in quanto z2 +y*+2% —2y = 2,
ovvero z2 4 (y — 1)® + 22 = 3 & la superficie sferica di centro (0,1,0) e raggio v/3). Pertanto per Weierstrass ha

senso cercare i suoi punti pit alto e pilt basso, ovvero gli estremi assoluti su I' della funzione h(z,y,z) = z. Da
0 0 1

det < 2¢ 2y —1) 2z ) = 0 si ottiene y = 1, che messo nelle equazioni di I" porge i due punti Ai(\/g—l, 1,+v2V5 — 3),
-2 0 2z

rispettivamente il piu alto e il piu basso di T'.

2. (a) (Figura 2) Nel primo quadrante le curve ax = y* (parabola) e z® + y*> = 2a® (circonferenza di raggio av/2)
si intersecano in (a,a). L’area si ottiene come somma di uno spicchio di cerchio e di un settore parabolico, e risulta

12(av2)’ + [ (y — 29?) dy = 25F2a>. e Procedendo per y-fili si ha [, xdxdy = [ dy ff 202 9% o dx = 3@

2a2—
v' = sy dy = 30207 - 397 - 550018 = 3207 - ga’ — 555d”) = Ba® e [yydedy = [ dyf1 Pyde =
Joy(V/2a? —y? — Ly?)dy = [-3(2a% —y )2 — L2y"6 = (—3a® — 7a®) — 9 — 12V2a%) = Sf 7a? da cui, dividendo per
I’area, il baricentro risulta il punto (m , %a).

(b) Le funzioni z* e y® sono positive su A’ = A N {z < a} = {(z,y) : 0 <y < q, %yz < z < a}, dunque per Fubini
e Tonelli si possono esaminare integrali iterati. e Posto o = —1, si ha foa dy fny %dx = foa(loga — log(%yQ))dy =

N log(ﬁ)dy = 2 ['(loga — logy) dy, che converge (logy & integrabile in y ~ 0). Per il calcolo, si ha 2[(loga)y —

2
1y w1

a a— a—
dy, che invece diverge (si noti che —2— ~q =).
Yy y

0 y
(c) Sia ora a # —1.  Si ha [ dyfgy2 e dr = g Jo (@t = (L)t dy = a%_l Joaott — ﬁyﬂa“))dy, che per
Vintegrabilita in y ~ 0 richiede 2(cr + 1) > —1, ovvero > —3. @ Si ha [ dy fgyg y* dr = [;'(a — 1y*)y* dy: notando

y(logy — 1)]g = 2a. e D’altra parte si ha foa dy f§y2 idx =

che la funzione integranda & ~¢ y®, si ha la condizione o > —1.

3. (a) (Figura 3) Calcoliamo il volume di E in due modi. (1. Guldino) Vale Vol E = % [, xdz dz = %ﬂ(ﬁ = g3

5 30
(2. Per z-fette) Fissato 0 < z < a la z-fetta & un quarto di corona circolare di raggi %z2 e v2a? — 2% che ha area
37m(20° — 2° — L 2%), dunque Vol E = [' 17(20° — 2° — %2%)dz = F[20%2 — $2° — 552015 = 55,

(b) La divergenza del campo F' = (0, z,0) & nulla, dunque dobbiamo mostrare che il flusso totale di F’ uscente da A & pure

nullo. Il campo F' & parallelo all’asse y, dunque i flussi di F' uscenti da A’ (nel piano (y, 2)) e dalla base B (nel piano (z,y)

sono nulli. Il flusso uscente da A & f,(0,2,0) - (0,—1,0)dydz = — [, zdzdz = f%as (gia calcolato nell’Ex. 2 con y
b s 0 —av/2sin 0 sin av/2 cos 6 cos

al posto di 2), quello da S (componente sferica di OF) & — foi df [7? det ( aﬁcosqz aﬁcosecos; a 23in9cosi ) dp =
1 0 — 2sin ¢

2v2a? f02 sin 6 df fw cospsin® pdp = 2‘[[sm <p]5 = 2‘f La3, e quello da T' (componente paraboloidale, parametriz-

zata in coordinate cﬂlndrlche da ( z COSQ,E,Z 51n0,z) con 0 < 6 < 5 el < 2z < a, con normale entrante) &

—1:2sing gzcose

x 0 x
— JiZ d [ det ( 2 1%%cose 2icose )dz = —21 [(Zsin6db [ 2°dz = —1a®. 1l flusso totale di F uscente da E &
0 0 1

dunque nullo, e cio verifica il teorema di Gauss.
(c) I flusso di V x F = (—1,0,0) attraverso A’ con normale (1,0,0) ¢ [,,(=1,0,0)-(1,0,0) dydz = —Area A’ = — 371247,



Calcolando poi la circuitazione antioraria di F' lungo OA’ si ha 0+ f%% (0, av/2cos ¢,0) - (0, av/2 cos p, —av/2sin)) dp +

. s 4
fao(O,z,O) (0,22,1)dz = —20,2[%]% —2[12%8 = —a®(5 — 1) — 24® = —32124°, come prima.

4. (a) L’equazione scalare del secondo ordine y" + (y')2 = 92 & equivalente al sistema autonomo del primo ordine nel
piano (y,p) = (y,3’) (il piano delle fasi) dato da { z: zzz 2 La funzione f(y,p) = (p,y* — p*) & di classe C*° su
tutto il piano delle fasi, dunque esistenza e unicita locale sono assicurate per ogni dato iniziale (e con esse anche 'unicita
globale), mentre essendoci crescita quadratica (non sublineare) non possiamo dire nulla sull’esistenza globale, che tuttavia
non si pud escludere a priori per alcune delle soluzioni. Una soluzione costante y = a deve soddisfare 0 = o2, dunque
I'unica soluzione costante & y = 0. Se poi ¢(t) & una soluzione su un intervallo I, posto ¢ (t) := ¢(—t) per t € —I si ha
() = —¢'(—t) e (1) = (1), percio ¥ (6) + (1 (1)) = @ (~1) + (—¢ (—1))* = & (~1) + ' (~1)% = p(—1)% = ¥(1)?,
dunque anche p(—t) & soluzione su —I; un’analoga verifica per —¢(—t) invece non funziona. Cid implica che le soluzioni
definite in ¢ = 0 sono pari? No, perché se p(t) & una tale soluzione, posto 1(t) = p(—t) abbiamo che ¢(0) = ¥(0) ma
¢id non implica che sia ¢ = 9 (ovvero che @ sia pari) perché siamo in un caso del secondo ordine, e per fornire un dato
iniziale in ¢ = 0 non basta fornire il valore della funzione ma serve anche quello della derivata. Ad esempio la soluzione
del punto (b) & definita all'intorno di ¢ = 0 (in realta il suo dominio sard R) ma non ¢ pari (come si nota da y'(0) # 0).
(b) L’equazione totale associata al sistema del primo ordine & w = (y*> —p?) dy—pdp = 0. La forma w non & esatta (infatti

2 2 2 2
Qw —p) 9(op) — oy 0), ma poiché - (M - 8(3;;”)) = 2 non dipende da p si ha che e?¥ & un fattore integrante per

Op Oy —p op
w. In effetti, se F(y,p) deve soddisfare % = (y? —pHe* e %—1; = —pe®?, dalla seconda abbiamo che F' = —1p®e* + ¢(y)
per una certa funzione ¢, cosi dalla prima si ricava % = —p?e® +¢'(y) = (y* —p*)e*?, ovvero ¢'(y) = y*e: integrando

per parti si trova ¢(y) = 1 (2y° — 2y +1)e*Y, da cui F(y,p) = +(2y”> — 2y + 1 —2p°)e®?. Le curve integrali nel piano delle

fasi sono date percio dalle curve di livello di F, ovvero (2y® —2y+1—2p*)e*¥ = k con k € R. e Imponendo la condizione
iniziale (y(0),p(0)) = (1, —%) si ottiene k = 0, ovvero I'equazione del primo ordine (y')* = y*> — y + 3, che ricordando

che y(0) <0day = —/y2 —y+1=-1/(2y—1)2+1. Postou =2y —1 (dunque u(0) = 2y(0) — 1 = 1) si ricava
u = —v/u2 + 1; separando le variabili e integrando si ha sett sinh u = log(v/u2 + 1+u) = k—t con k = log(v/2+1), da cui
VuZ + 14+u = (vV2+1)e " Siha allora vu2 + 1 = (v/2+1)e™* — u, che con la condizione necessaria u(t) < (v2+1)e™*
equivale a u?4+1 = ((v/2+1)e™" —u)?, ovvero u(t) = (‘/5“)6_127(‘/571)& , € infine y(t) = (ﬂ+l)e_t;(‘/§71)et+2, soluzione
che ha senso su tutto R.

_1

5. L’equazione vy —2y'+4y = ¢ lineare a coefficienti costanti, dunque possiamo affermare gia ora che il dominio delle

cost
sue soluzioni reali con y(0) = 0 sara lo stesso del termine non omogeneo ﬁ, ovvero |— %, Z[. L’equazione caratteristica
A% —2X+4 = 0 ha soluzioni —2 e 1+, dunque una base reale di soluzioni per ’equazione omogenea associata sara dato da
—2t t t t o t
_9t t t . . . 5 € COoSs € sin
y1(t) = e, ya(t) = e’ cost e ys(t) = e’ sint. La matrice wroskiana W (t) = [ —2e=2t et(cost —sint) et(cost + sint)
e 2 —2etsint 2et cost

ha determinante 10; per il metodo di variazione delle costanti una soluzione particolare dell’equazione completa sara della
(3cost—sint)e *

forma. §(t) = ex(£)y1 (1) + e2(t)ya(t) + ea(t)ys(t) ove &4 (1) = gy, ch(t) = —(ERINT 0 ¢h(1) = Cemem
Denotate con ¢&;(t) le primitive con ¢;(0) = 0 per j = 1,2, 3 (ovvero &;(t) = fot ¢;(7) dr), le soluzioni reali dell’equazione
saranno tutte e sole y(t) = (A+é1(t))e 2 +e' (B+é2(t)) cost4(C4Es(t)) sint) al variare di A, B, C' € R; in particolare,
essendo y(0) = A + B, le soluzioni tali che y(0) = 0 saranno tutte e sole y(t) = (A + &1(t))e > + e’ ((¢2(t) — A) cost +
(B + &s(t))sint) al variare di A4, B € R.

1. BEx. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3.
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Y

. Nello spazio cartesiano siano g(z,y,2) = 23 — 222 + ¢y e P(-1,0,0).

(a) Determinare i punti critici di g e la loro natura.

(b) Si provi che la superficie di livello S di g contenente P & ovunque regolare, la si parametrizzi
in P fino all’ordine quadratico e si determini in due modi il piano tangente affine a S in P.

(c) Determinare gli estremi assoluti di g su K = {(z,y,2) : z = 0, 22 +y? = 1} (perché esistono?)

N

. Sia A la figura piana racchiusa nel I quadrante dalla curva polare p = a(1 4 cos?§) (ove a > 0).
(a) Disegnare A, calcolarne l'area e il momento d’inerzia rispetto all’asse y.(D
.. .. . 1 1
(b) Calcolare (se finiti) gli integrali [, dxdy e [, T dx dy .

3. Nello spazio cartesiano si consideri il solido F = {(z,y,2): 2% <z <2 — (2? 4+ 2y?)}.
(a) Si disegni E e se ne calcoli volume e baricentro.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E’ (porzione di F nel I ottante) e per il campo F' = (0,y,1).

(¢) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F e la componente di OE’ tale che z = 2.

N

. Si abbia 'equazione differenziale totale (2y — 2% +1)dx + zdy = 0.

(a) Determinare gli equilibri e le curve integrali dell’equazione.

(b) Esibire a scelta un sistema piano autonomo all’intorno di (x(0),y(0)) = (—1,0) associato
all’equazione totale, e risolvere per esso il problema di Cauchy con questo dato iniziale.

5. Determinare le curve parametriche (x(t),y(t),2(t)) dello spazio cartesiano tali che (&,9,2) =
(x+3y+4z,y+2z—4,2x —y+ 2).

M La densita di massa sia la costante u (in kg/m?). Pud servire la formula fog cos®™ 0 df = (2(’;;;!?” 5 (per n > 1), ove

mll & il semifattoriale, cioé il prodotto dei soli fattori della stessa parita di m: es. 5!! =5-3-1=15;6!!=6-4-2 = 48.




Analisi Matematica III — Esame Scritto (29/06/2020) — Soluzioni.

1. (a) Data g(=,y, 2) = 2 — 2% +y?, annullando il gradiente Vg = (3% — 2%, 2y, —2x2) si ottiene solo il punto O(0, 0, 0).
I’Hessiano di g in O & semidefinito positivo e dunque non permette di concludere subito circa la natura di O, ma basta
osservare che g(O) = 0 e che la restrizione di g all’asse = & g(z,0,0) = 2® (assume valori = 0 in ogni intorno di z = 0)
per concludere che O & un punto di sella.

(b) La superficie di livello S di g contenente P(—1,0,0) & data dall’equazione g(z,y,z) = g(P) = —1, ed & ovunque
regolare perché non contiene I'unico punto critico O. Poiché Vg(P) = (3, 0, 0), per Dini da g(z,y,2z) = —1 si pud
esplicitare localmente solo z(y, z) con z(0,0) = —1 e &, (0,0) = ©.(0,0) = 0. Alternativamente derivando g(z,y,z) = —

rispetto y e z si ottiene 3z%d, — @,2° +2y =0 e 3$2£bz — &,2% — 22z = 0, e derivando di nuovo rispetto y e z si ha
62 (24 )% 43028y —Tyy 22 +2 = 0, 6xdyd, +302 8y, — Fye2® —20y2 = 0 e 6x(i5)%+302%,, —F,.22 2j:zz 2i,2—2x = 0:

calcolando ora in (y, z) = (0,0) si ha nuovamente %, (0,0) = %.(0,0) = 0, e poi &y,(0,0) = Z.. (0 0) £ e dy.(0,0) =0.
La richiesta parametrizzazione di S in P fino all’ordine quadratico ¢ dunque z = —1 — 3(y + z ) + -+, che troncata
all’ordine lineare da il piano tangente affine = —1; lo stesso piano si trova con Vg(P) - (x + 1,y,2) = 0.

(c) L’insieme K = {(z,y,2) : z = 0, 2® + y* = 1} (circonferenza di raggio 1 nel piano orizzontale centrata nell’origine) &
compatta, dunque gli estremi assoluti di g su K esistono per Weierstrass. Per calcolarli basta trovare i punti stazionari
di g su K, che (usando Lagrange oppure la parametrizzazione globale (cos#,sin6,0)) risultano A(1,0,0), il gia noto
P(-1,0,0), B(0,1,0), C(0,—1,0), D(i7 ‘{,0) e B(2,-% Y5 0), e confrontare i valori di g su essi: essendo g(A) = g(B) =

9(C) =1, g(P) = —1eg(D) =g(E) =2, il massimo assoluto & 1 (assunto in A, B e C) ¢ il minimo —1 (assunto in P).

2. (a) (Figura 1) L’area di A & data dalla nota formula % fo (0)*do = La® fo (1 + cos? §)% df, mentre il momento

d’inerzia rispetto all’asse y & dato da [, pa® dwdy = ,ufOQ do fa(HCOb 9 2 cos Opdp = Lpat f02 cos? B(1 + cos? 0)* d.
Usando la citata formula I, := f% cos®™ 0 df = % Z (dunque Iy = 5, [o = 32 3 = 3% I, = 3% o [; = 87,

oltre a I = %, 'area vale a2(10 +2L+ 1) = 1392”(1 e il momento d’inerzia 4,ua (11 +4Ir+ 613+ 414+ I5) = lggf;pa‘l
1

(b) Poiché le funmom 1ntegrande < e sono > 0 su A, per Fubini e Tonelli possiamo calcolare un integrale iterato

Va2+y?
e vedere cosa succede. o Per [, L dxdy abbiamo f02 do fa(HCOS ®) pcésg pdp = f2 % df, che pero diverge in

6 ~ T~ (infatti cos@ & ivi uno zero del primo ordine). e Per [, dx dy abbiamo fog do fa(1+cos %1 Spdp =

JoZ a(1 + cos® ) df, che converge con valore a(lo + I1) = 2 a.

3. (a) (Figura 2) La proiezione orizzontale dell’intersezione delle due superfici (sopra un paraboloide ellittico, e sotto

un tubo a sezione parabolica) & data dall’uguaglianza = = 2 — (2% 4 23°) (la circonferenza z? + 3? = 1), dunque la

proiezione orizzontale di E & il disco D = {(z,y) : > +3y*> < 1}. e Il volume di E conviene ovviamente calcolarlo
2 2

per (z,y)-fili, ottenendo [, d:cdyff{(z T gy = 2[,(1 — 2% —y*)dady = 2f d@fo (1—p )pdp dn[ip® —

%p‘l](l] = m. e Per evidenti ragioni di simmetria materiale si ha =z, = y, = 0, mentre z, = VOIE szda: dydz =

(22 2

Ly, dar:dyf;2 @297 L dz = = fD (2—2%—2y*)?% - (ac2)2)dmdy =21 (l—yz)(l 2? —y?) daxdy = % p d@fo (1-

p?sin? 0)(1—p?) pdp = % d9 fo (1= (1+sin®0)p° + p*sin®0) pdp = 2 0 "1307 — 2(1 +sin®0)p* + Lp°sin® G]Zié de =

= 02ﬂ(3 —sin®6)df = & [30 — 1(6 —sinfcosO)]5" = 2.

(b) La divergenza del campo F = (0,y,1) vale 1, dunque per verificare Gauss dobbiamo mostrare che il flusso totale

di F uscente da OE’ & pari al volume di E’, ovvero %. Il campo F & parallelo al piano (y,z), e nel piano (z,z) il

campo F' & parallelo all’asse z: ne segue che i flussi di F' attraverso le facce piane di OE’ sono nulli. La porzione di

faccia curva S su z = 2 — (2% + 2y°) (paraboliode ellittico) & parametrizzata come grafico da (z,y,2 — (z® + 2y?))

con (z,y) € D', ove D’ & il quarto di disco nel primo quadrante del piano orizzontale (normale associata uscente),
0o 1 0 x

dunque il flusso uscente risulta + [}, det ( y 0 1 ) dedy = [,,(4y* + 1) dedy = [2 do fol (4p*sin® 0 4+ 1) pdp =
1 —2x —4y

f [p*sin® 0 + 1p*°=; dO = fo (3 +sin®0)do = 1[0+ 60 — sinfcosf]? = Z. Anche la porzione di tubo T su z = 2°

la parametrlzmamo come grafico da (z,y,z%) con (z,y) € D’ (normale associata entrante), dunque il flusso uscente

0 1 o
risulta — [, det ( y 0 1 > = — [, dedy = —AreaD’ = —Z. 1l flusso totale di F uscente da OE’ & pertanto
1 2z 0

0+0+ 35 — 7 = 7, come si voleva.

(c) Il rotore di F' & nullo, percid per verificare Kelvin-Stokes va mostrato che anche la circuitazione di F' lungo 9T & nulla.
11 bordo T & costituito da un arco di parabola (z,0, z%) con 0 < x < 1, un arco di curva intersezione tra le due superfici
(cos 8,sin 6, cos? @) con 0 < 6 < % e un segmento (0,y,0) sull’asse y con 0 < y < 1. Partendo da O(0,0,0) e percorrendo
prima Parco di parabola si ha in effetti § F-dl = fol (0,0,1)-(1,0,2x) dl’—i—fo1 (0,sin#,1)-(—sin 6, cos @, —2sin 6 cos 0) dO+
fl (0,9,1)-(0,1,0)dy = fo 2z dr — f02 sin @ cos 0 df — fo ydy = [2°]6 — [+ cosQ@]O —3Yl6=1-1%—1=0, comesi
voleva.



4. (a) (Figura 3) La forma w = p(z,y)dz + q(x,y) dy con p(z,y) = 2y — 2®> + 1 e g(x,y) = = ha un solo equilibrio

nel punto (0, —é) Essa non e esatta perché %5 =2 # % = 1; tuttavia, notato che x = 0 & curva integrale, poiché

%(% — %) = 1 non dipende da y sappiamo che exp( % dy) = |z
detta F(x,y) una sua primitiva, deve essere g—: =z(2y—a+1)e %—1; = z?: dalla seconda ricaviamo F(z,y) = 22y -+ (z),
e dalla prima % = 2zy + ¢/(2) = (2y — 2* + 1), ovvero ¢'(z) = z — 2® che da ¥(y) = 32° — 12, Le curve integrali
dell’equazione sono dunque le curve di livello di F(z,y) = x%y + %xQ — ix‘l, ovvero z%(4y + 2 — x?) = k al variare di
k € R. e (Alternativamente, notati ’equilibrio e la curva integrale x = 0, '’equazione totale data equivale all’equazione

lineare del primo ordine 3" + %y =z — %, che risolta coi metodi gia noti da luogo alle stesse curve integrali.)

& un fattore integrante, ovvero xw ¢ esatta. In effetti,

z2—1\2

(b) 11 punto (2(0),y(0)) = (—1,0) appartiene alla curva integrale con k = 1, ovvero y = 1(z* — 2+ %) = (¥
Ricordiamo poi che due sistemi piani autonomi { Z - ‘;,/ ((;”’5; e { Z - Z,/,/éf’;’)) sono equivalenti all’intorno di un punto
se vale (a”’,b") = (pa’, pb') ove p(z,y) & una funzione continua mai nulla in un intorno del punto stesso. Ad esempio, il

sistema naturalmente associato all’equazione totale data & { & =—aq@y) =—o : la prima da subito z(t) = he™?, da
y=p@y) =2y —z" +1
2 —2t t —t
cui tenuto presente che z(0) = —1 si ottiene z(t) = —e~", che messo in y = (5-1)% da y(t) = (5 =)° = (“5—)° =

sinh? ¢t. La soluzione del problema di Cauchy per questo sistema & dunque (z(t), y(t)) = (—e ¢, sinh®#).

5. Il problema dato equivale a trovare la soluzione del sistema lineare a coefficienti costanti X = AX + b(t) con
(t) 13 4 0 . . L .

X = ( y(t) ), A= ( 0o 1 1 ) e bt) = ( —4 ) La matrice dei coefficienti A ha autovalori 0, —1 e 4 con
2(t) 2 -1 1 0

5 . . . 1 5¢7t  5edt
, dunque una risolvente del sistema & ®(t) = [ 1 2.7t et |.

1 5
autovettori rispettivamente ( 1 , ( 2 > e ( 1
3 —1  —4e”t  3ett

-1 —4
. . . . > =7t +5 . ..
Una soluzione particolare del sistema completo risulta essere X (t) = —7t , come si trova cercandone una di tipo
Tt —3

polinomiale di primo grado (notare che 0 & radice caratteristica semplice) oppure col metodo di variazione delle costanti.

A ~
Pertanto le curve parametriche dello spazio cartesiano cercate sono tutte e sole quelle del tipo X (t) = ®(t) ( B ) + X (t)
c

. . z(t) A+5—Tt+5Be"t 4 5Cett
al variare di A, B,C € R, ovvero | y(t) = A—Tt+2Be”t + Cett .
z(t) —A—347t—4Bet 4+ 3Cett

1. Ex. 2. 2 Ex. 3. 3 Ex. 4.
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. Nel piano cartesiano sia g(z,y) = 2® — y* + 3zy.

(a) Determinare i punti critici di g e la loro natura; dire quali insiemi di livello sono curve regolari.

(b) Detta S la curva di livello di g contenente il punto P(—2,—3), la si parametrizzi all'intorno
di P fino all’'ordine quadratico e si determini in due modi la retta tangente affine a .S in P.

(c) Calcolare gli estremi assoluti di g su K = {(z,y) : x> —2, v —4 <y <0} (perché esistono?)

. Nel piano cartesiano siano A = {(z,y) : 0 <y < min(z, g—z)} e A =An{z <2a} (ovea>D0).
(a) Determinare area e baricentro geometrico di A’.

(b) Calcolare, se finiti, gli integrali su A di % e y® per a = £1. (Facoltativo: discutere per a € R).

. Nello spazio cartesiano si disegni la figura A’ dell’Ex. 2 nel piano orizzontale (z,y), e sia E il
solido che si ottiene ruotando A’ di un quarto di giro attorno all’asse z nel primo ottante.
(a) Calcolare il volume di £ in due modi, con Guldino e per z-fette.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (y,0,0).

(c) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la componente conica di OF.

. Si abbia '’equazione differenziale (¢ — 3y?)y’ +y = 0 nella funzione incognita scalare y(t).

(a) Analizzare a priori esistenza-unicita, crescenza, convessita, simmetrie e costanza delle soluzioni.
(b) Trovare le soluzioni dell’equazione, in particolare quelle con y(1) = —1, y(1) =0, y(0) = 1.

. (a) Determinare tutte le curve complesse regolari y(t) tali che y” +iy' — (144)y = 2(1 —isint).
(b)

Descrivere il sistema lineare del I ordine associato all’equazione, ed esibirne una risolvente.



Analisi Matematica III — Esame Scritto (24/08/2020) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Data g(z, y) = 2% —y*+3xy, il gradiente Vg = (3 (x +y), —2y+3z) si annulla in O(0,0) (con g(O) = 0) e

inQ(—3,-%) (con g(Q) = 2%); hessiano di g risulta Hy (z, y) = ( B ), ed essendo Hy (O) = ( PO ) (indefinita)

H,(Q) = ( ;9 _32 ) (deﬁnlta negativa) si ha che O & una sella e Q un punto di massimo locale stretto. Si puo inoltre

affermare che tutti gli insiemi di livello So = {(,v) : g(z,y) = a} sono curve regolari tranne Sy (in O) e Saz (in Q).

(b) 1l punto P(—2, —3) sta in S, curva regolare. Da Vg(P) = (3,0) si pud esplicitare z(y) con z(—3) = —2 e 2'(=3) = 0.
Derivando l'identita g(z(y),y) = 1 si ha 32?2’ — 2y 432’y 43z = 0 (da cui per y = —3 si ha 122’ + 6 — 62" — 6 = 0 ovvero
2'(=3) = 0), e derivando ancora si ha 6z (z")? +32%z"” —2+32""y+32"+32" = 0 (da cui per y = —3 si ha 122" —2—92" =0
ovvero z”/(—3) = 2). La richiesta parametrizzazione di S in P & dunque z = —2+ 1(y+3)*+0_3((y+3)?), che troncata
all’ordine lineare da la retta tangente affine x = —2; la stessa retta si trova con Vg(P) - (z + 2,y +3) =0.

(c¢) L’insieme K = {(z,y) : ® > —2, v — 4 < y < 0} (triangolo di vertici A(—2,0), B(4,0) e C(—2,—6), bordo compreso)
& compatto perché chiuso e limitato, dunque gli estremi assoluti di g su K esistono per Weierstrass. Per calcolarli basta
trovare i punti stazionari di g sulle componenti-varieta di K, confrontandovi poi i valori assunti da g. Trai punti interni
di K D'unico stazionario & Q(—2,—2). Sul lato y = 0 con —2 < 2 < 4 si ha g(z,0) = 2° con —g(a? 0) = 322 = 0 per
z = 0, dando il punto O(0,0). Sul lato z = —2 con —6 < y < 0 si ha g(—2,y) = =8 —y? —6y con dyg(O y)=—-2y—6=0
per y = —3, dando il giém noto punto P(—2,—3). Sullato y =z —4 con —2 < x < 4 si ha g(z,z —4) = 2° +22% — 4z — 16
con d Lo(x,x—4) =322 +4x —4=0per x = dando il punto 7'(2,—22). Infine, vanno tenuti presente anche i vertici
A(=2,0), B(4,0) e C(~2,—6). Essendo g(Q) = 37, 9(0) =0, g(P) = 1, ¢(T) = =52, g(A) = g(C) = —8 e g(B) = 64,
e chlaro che il massimo assoluto di g su K & 64 (assunto in B) e il minimo —472 ~ —17 5 (assunto in T').
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2. (a) (Figura 2) L’area di A’ = {(=,y) : 0<y<m1n(a:, 2) x < 2a)} & data da [ acdac+f2a“ de = [tz ]”+[—“§]§“:

. Sihapoi [,, xdrdy = [ dx [ xdy—&—an da:fo xdy = [z dac—Q—an 2 dz = [32°]§ + [a® log 25" = (% +log 2)a®
e [yydedy = [ dx [ ydy+f2ad:cf0 ydy = 3(f; 2° d:v—l—anﬁ = 1([32°5 + [ 63]3(1):%&3, da cui il

baricentro geometrico di A’ risulta ((3 + log2)a, a).

(b) Esaminiamo da subito il caso generale, specificando poi i casi @ = £1. e Poiché le funzioni integrande z% e y“
sono > 0 su A, per Fubini e Tonelli possiamo calcolare un integrale iterato e vedere cosa succede. Inoltre I'integrale su
A esistera finito se e solo se esisteranno finiti entrambi gli integrali sul triangolo 41 = AN {z < a} e sul sottografico
As = An{x > a}, e in tal caso sard la loro somma. e Si ha fAl x%drdy = foa T dx, che converge in 07 per
3
a+1> —1ovvero a > —2; e ng z%dxdy = fjoo 4% dx = fjoo a® z*~2 dzx, che converge in 400 per a — 2 < —1
ovvero a < 1. Pertanto x® & integrabile su A se e solo se —2 < a < 1: ne consegue che fodx dy diverge a +o0,
mentre [, Ldudy = [ dr+ [[Fd®adr = a+ [~ 2I2]+°° = ja. e Siha [, y*drdy = [ dz [y dy, che

2
a*1 gz, che converge per a4+ 1 > —1 ovvero a > —2 (soddisfatta se a > —1). Si ha poi

nell’ipotesi @ > —1 da

a+1 JO
3
s .. . N 3 3(a+1) _
fAz Yy drdy = fjoo dx fo’”z y“ dy, che sempre nell’ipotesi a > —1 da fjw (ﬁ_l(;—z)‘wrl de = “ fjoox 20t 1) g,
che converge in +o00 per —2(a+1) < —1 ovvero a > —%‘ Pertanto y* & integrabile su A se e solo se a > —%: ne consegue
che [, %dxdy diverge a +o0o, mentre [, ydvdy = % [ 2 dv + $a° f:oo e = ta® + a5 8 = a’

3. (a) (Figura 2) Il volume di E con Guldino rlsulta 2 [y ydedy = 3%a®. Alternativamente, la z-fetta di £ & un quarto di

cerchio di raggio x (per 0 < z < a) oppure ?2 (per a < & < 2a), dunque il volume risulta [ j7z* dx+ faza %7‘((%)2 dr =
T([22%5 + 35;33]3“) = Za’(1— 1 +1) = 224®, concordemente a prima.
(b) La superficie esterna OF & costituita dalle porzioni piane A’ sul piano (z,y), A” sul piano (z,z) (I'analoga di A’)

e B il piccolo quarto di disco nel piano & = 2a; dalla superficie conica C' data dalla rotazione del segmento (z,z,0)
con 0 < z < a; e dalla superficie curva D data dalla rotazione del grafico (z, Z—;, 0) con a < x < 2a. Poiché il campo
F = (y,0,0) ha divergenza nulla, per verificare Gauss si tratta dunque di mostrare che il flusso totale di F uscente da OF &
pure nullo. Ora, essendo F parallelo all’asse x, i suoi flussi attraverso A’ e A" saranno nulli; inoltre, detta B’ la proiezione
di B sul piano (y, z) (dunque B’ & un quarto di cerchio di raggio 1a), dette (r,%) le coordinate polari nel piano (y, z)
vale per definizione ®5(F) = [5,(y,0,0)-(1,0,0)dydz = [, ydydz = fog dvp foia rcosyrdr = fog cos 1) dip foia ridr =

ﬁ}Qafg. Per C, parametrizzata da (z,1) tramite (z,zcos®y,zsiny) con 0 <z <a e 0 <1 < T (normale associata

™ x cos P 1 0 ™ P
entrante) si ha ®c(F) = — [2 dip [ det 0 cosyp —asiny | dx = — [2 cospdip [* x®der = —La®. Infine per D,

0 0 0 0 3

0 sin x cos
3 3
parametrizzata da (z,) tramite (z, %5 cos®), 23 sint)) con a <z < 2a e 0 <9 < § (normale associata entrante) si ha
9 % cos P 1 0 - 2 ) )
Op(F) = —f2 dip [7* det 0 ~202 cosy sy | do = 20° [7 cospdyp [P a de = —5a® [0 = Ha®
0 — 2a33 sin 1) Z—Z cos 1




Il flusso totale di F' uscente da OF ¢ dunque 0+ 0 + 192a - fa + 2a3 = 0, come richiesto da Gauss.

= 0 1 0 e
(c) I1 flusso del rotore Vx F = (0,0, —1) attraverso C & f02 dip [ det < o 2?:$ ;zczi:ww ) de = [[Zsingdy [ wde =
%aQ. Per verificare Kelvin-Stokes va dunque mostrato che questo & anche il valore della circuitazione di F' lungo 0C,
percorso in senso orario. Partendo per comodita dall’origine (0,0, 0), il segmento nel piano orizzontale & parametrizzato
da (z,2,0) con 0 < z < a (verso concorde), I'arco di circonferenza da (a,acos,asine) con 0 < ¢ < 7 (ma li il
campo F' & ortogonale) e il segmento nel plano (z,2) da (z,0,2) (ma li il campo F' & nullo): si ha pertanto fac F-dt=

Jo(2,0,0) - (1,1,0)dz 4+ 040 = [ zdz = 3a°, come richiesto da Kelvin-Stokes.

4. (a) (Figura 3) L’equazione (¢ — 3y2)y' +y = 0 non ¢ in forma normale, e negli istanti o > 0 in cui una soluzione
soddisfa ty = 3y(to)? (parabola nel piano (,y)) deve essere y(to) = 0: pertanto un problema di Cauchy con dato iniziale

3
(unica) soluzione costante y = 0. Invece nei dati iniziali (to,y0) con to # 3y(to)? si pud porre I'equazione in forma

del tipo (to,£4/%) non ha soluzione tranne il caso in cui to = 0, in cui si vede facilmente 1’esistenza perlomeno della

normale y' = f(t,y) = 3y2 -, con garanzia di esistenza e unicitd locale (e unicitd globale). Per l'esistenza globale,
notiamo che per ¢ € I =]— 00,0[ la funzione f(¢,y) ¢ definita su tutta la striscia I x R e ha ivi crescenza sublineare
(perché 3y? —t > 0 e dunque |f(¢,y)| = Sy‘th < ‘ﬁ"l < (m%zc T )|y| su ogni compatto K C I), pertanto la soluzione di un

problema di Cauchy con dato (to, yo) con to < 0 sara definita almeno su tutto I, ovvero anche per ogni altro ¢ < 0. Si ha
y' = 0 (punti stazionari) quando y = 0, ovvero per la soluzione costante; si ha poi ' > 0 (soluzioni crescenti) nelle zone
del piano (t,y) in cui f(¢,y) > 0, dunque all'interno della parabola t = 3y* (se y < 0) o all’esterno (se y > 0). Derivando

_ YBP-—(6yy' -1y _ 2ty
(ByZ-1)2 (ByZ-1)3>

(soluzioni convesse) nelle zone del piano (¢,y) all’interno della parabola ¢t = 3y* (nel 1° e 3° quadrante) o all’esterno (nel
2° e 4° quadrante). Infine, si verifica facilmente che se y(t) & soluzione lo & anche —y(t).

ulteriormente e sostituendo l’espressione di 3’ si ricava poi 3" dunque si ha "’ > 0

(b) L’equazione totale associata & w = p(y,t)dy + q(y,t)dt = 0 con p =t — 3y*> e ¢ = y. La forma w & esatta perché

gf =1= gg. Detta F(y,t) una sua primitiva, deve essere %—5 =t—-3% e %—I; = y: dalla seconda si ha subito

F(y,t) =ty +9¥(y), e allora dalla prima % =t+'(y) =t — 3y?, ovvero ¢'(y) = —3y° che da ¥ (y) = —y>. Otteniamo
cosi F(y,t) = ty — y®, dunque le curve integrali sono F(y,t) = k, ovvero y> —ty +k = 0 al variare di k¥ € R: da
questa equazione, tramite Dini potremo esplicitare y(t) attorno a un dato iniziale y(to) = yo con to # 3y(to)?. e Col
dato iniziale (1) = —1 si ha k = 0: si ha dunque y® — ty = 0, da cui semplificando per y # 0 dsi ricava subito 3> = ¢
e dunque (essendo y < 0) la forma finita y(t) = —+/t, definita per ¢ > 0. e Col dato iniziale (1) = 0 la soluzione
¢ quella nulla y = 0. e Infine, col dato iniziale y(0) = 1 si ha k = —1, da cui y* —ty — 1 = 0. Questa equazione
non permette di ricavare y(t) in forma finita come nei casi precedenti, ma potremo calcolarne i primi termini di uno
sviluppo: derivando rispetto a ¢ abbiamo 3y*y’ —y — ty’ = 0, che calcolata per t = 0 con y(0) = 1 da '(0) = 1
derivando ancora si ha 6y(y ) + 3y2 " —y —y' —ty”" =0, che per t =0 da y”( ) = 0; e derivando ancora una volta da

12(y")3 + 6y - 24"y + 6yy'y” + 3%y — 2y —y" —ty’” =0 da cui y”(0) = 27, dunque y(t) =1+ t — —1153 + 00 (t).

5. (a) L’equazione caratteristica di " +iy’ — (1+14)y = 2(1 —isint) & A*+4iX— (1+4) =0, con radici 1, —i e —1 4 i

una base di soluzioni dell’'omogenea associata & data dunque da e*, e, e(=1+9*  Una soluzione particolare per il termine
non omogeneo costante 2 sara pure costante, che si calcola subito essere —(1 —4). Quanto invece a —2isint = e~ " — e,
una soluzione particolare per —e't sard pure della forma e’ e dai conti si ricava o = %(1 — ). Invece una soluzwne
particolare per e =" (caso risonante) sara della forma Ste*, e dai conti si ricava 8 = 71—10(3 +i) Le curve cercate saranno
. _ t 3414 —it (=144t : 1—1i it
dunque tutte e sole quelle del tipo y(t) = Ae’ + (B — 2tit)e " + Ce Dt — (1—1)+ L2e” al variare di A, B,C € C.
y 0 10 0
(b) Il sistema del 1o ordine associato ¢ Y/ = AY +b(t) con Y = ( v ), A= ( 0 0o 1 ), b(t) = < 0 )
y"’ 14+4¢ —i 0 2(1 — isint)
e(—1+i)t it ot
Una risolvente & la matrice wronskiana W (t) = ( (=14 i)e(-1#+0t  _;je=it t |, evolendosihaanche et = W (t) W(0)~".
_oje(—14i)t it ot
. \
\\\
hes e
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Cognome-Nome Matr. -
IN STAMPATELLO FIS / AST

. Si consideri g = (g1,92) : R® — R? data da g(z,y,2) = (2zy — 2%, z — 3yz2) .
(a) Mostrare che l'insieme di livello I' di g contenente P (0,0, —1) ¢ una curva regolare all’intorno
di P, esibirne una parametrizzazione locale e calcolarne la retta tangente affine in P.

(b) Determinare i punti stazionari di f(z,y,2) = z suI' chiarendone la natura (estremi locali?).

. Nel piano cartesiano sia A= {(z,y):2 >0,y > 1z(a —2), 22 + y*> < a?} (ove a > 0).
(a) Disegnare A e calcolarne area e baricentro geometrico.
(b) Dire se le funzioni i e i sono integrabili su A, e in tal caso calcolarne l'integrale.

. Nello spazio sia E = {(x,9,2) : 7,y,2 > 0, 22 + 3> < a?, 2(a — ) < 2z < 2a} (ove a > 0).
(a) Si disegni E e se ne calcolino il volume e l'area totale della superficie esterna OFE.
(b) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (0,0, 2).

(c) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per F' e la componente cilindrica di OF.

& =y(r —2y)
j=y(@—-y-1)
(a) Cosa dire a priori su esistenza e unicita delle soluzioni? Calcolare equilibri e integrale primo.
(b) Determinare la soluzione con (z(0),y(0)) = (—1,—1), e quella con (x(0),y(0)) = (3,0).

. Si abbia il sistema differenziale { nell'incognita (z(t),y(t)) .

. Determinare tutte le curve parametriche (z(t),y(t)) del piano cartesiano reale tali che (&,y) =
(2 —x —4y,x — y + 5t), in particolare quella che per ¢ = 0 passa per il punto (2,0).



Analisi Matematica III — Esame Scritto (08/09/2020) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Lo jacobiano di g(z,y,2) = (2zy — 2%, ¢ — 3y2) & Jy(z,y,2) = ( 21y f;z :§Z ); dato poi

P(0,0,—1), poiché J,(P) = ( ? g (2) ) ha rango 2 possiamo affermare che I' = {(z,y,2) € R® : g(z,y,2) = g(P) =

(—=1,0)} & una curva regolare all’intorno di P. Poiché il minore formato dalle ultime due colonne & nonsingolare, da

g9(z,y,2) = (—1,0) (ovvero dal sistema { 2zy Y e _—0*1 ) possiamo esplicitare (y(x),z(z)) in un intorno di z = 0 con
y(0) = 0 e 2(0) = —1. Derivando rispetto a x I'identitd del sistema si ha poi { fyf,sif”j/:ng/::oo , che per z = 0 da

22/(0) =0 3o _ _1 / — - : . 2y’ + 2y’ + 2xy’ — 2(z/)2 —2z2'" =0
{ L8y (0) =0 da cui y'(0) = —3 e 2'(0) = 0; e derivando ancora si ha e ety L aya — 0 , che per

x=0da { gz:/(?g)J“:Qg”(o) =9, da cui y”’(0) =0 e z”(0) = 2. Una parametrizzazione locale di T' attorno a P & dunque

(z, =%z +o00(z?), =14 22°+00(2”)) definita all’intorno di = 0, e il troncamento al 1o ordine di tali sviluppi da la retta

-0
tangente affine (z, — iz, —1) ovvero { vz :1%95 ; allo stesso risultato si arriva calcolando Jg(P)( Z— 0 ) = ( 0 )

3 z—(-1) 0

(b) I punti stazionari di f(x,y,z) =z su I' sono le soluzioni del sistema dato dalle equazioni di I' e dalla condizione di

. VS . . . . . o 20y — 2% = ~1
Lagrange che il rango di < Vg1 ) sia < 3, ovvero che il determinante si annulli. Ne esce il sistema { z—3yz=0 : dalle
Vg2 z + 3yz =0

ultime due si ricava & = yz = 0, da cui 22 = 1 e allora y = 0, ovvero i punti P(0,0, —1) (gia noto) e Q(0,0, 1). Per capire
la loro natura basta considerare la funzione f composta con una parametrizzazione di I' attorno a P e a ). Iniziando
da P, si ha F(z) := f(z,y(z),2(z)) = z(x): essendo F'(0) = 2’(0) = 0 (come previsto) e F”'(0) = 2”(0) = 2 > 0 si ha
che P ¢ un punto di minimo locale stretto per f su I', ovvero un punto di I' di quota z localmente minima. Quanto a
Q, procedendo come per P si vede che si possono esplicitare (y(x), z(z)) in un intorno di = 0 con (y(0), 2(0)) = (0, 1),
(y'(0),2'(0)) = (3,0) e (y”(0),2”(0)) = (0, 2), dunque anche Q & un punto di minimo locale stretto per f su I'.

2. (a) (Figura 2) L'area di A = {(z,y) 12 >0,y > Lz(a — ), 2> + y* < a°} risulta {7a® — [ 2

lm(a—m)dx = ima® —

0 1
%[%axz — %x‘q'}o = 37’ 242. Si ha poi, sempre per differenza, fAmd:Udy = fo df fo pcosfpdp — fo dx fo (o= z)mdy =
5 a Lz(a—z
%aa— lfo a—x)dm:%as—l[% —ixﬂo :%a e fAydmdy—fO dHfO psinfpdp — fo d:vf )ydy:
§a3 — 2a fo (a —x)?dx = 1(13 — 2%2 §a2x3 lax + 2 :v e = 19(13 da cui il baricentro risulta (3:’ 550, 7,(3179 ) a).

(b) Poiché le funzioni integrande 2 ze i sono > 0 su A, per Fubini e Tonelli possiamo calcolare un integrale iterato e vedere

cosa succede. Attenzione: non sapendo se ¢’¢ convergenza, qui non & ammesso spezzare 'integrale per differenza di domini.
e Per %, poiché A si appoggia all’asse y sara probabile che l'integrale diverga: in effetti basta notare che gié diverge

df

diverge per § ~ $7), dunque per monotonia divergera anche l'integrale su A. e Per l, procedendo per x-ﬁh si ha

fA Ldedy = fo dx flz(a Y dy = fo log £ i(a w) dm e gia ora si nota che l'integrale convergera (infatti il logaritmo &

quello sul sottoinsieme di A dato dal settore circolare al di sopra della bisettrice (infatti [ %5 do [y réso pdp = f 7

cos 9

integrabile negli infinitesimi polinomiali). Procedendo col calcolo, ricordando che una primitiva di logu ¢ u(logu — 1)

si ha [ log ;\/7% de = [)(loga + 3log(a + ) — logz — 3log(a — x))dz = [zloga + 3(a + z)(log(a + z) — 1) —
z(logz — 1) + 3(a — z)(log(a — z) — 1)]§ = [aloga + a(log2a — 1) — a(loga — 1)] — [2a(loga — 1) + 2a(loga — 1)] =
aloga + alog2 + aloga — a — aloga + a — aloga + a = (1 + log2)a (si noti che, come era prevedibile dalla forma
dell’integrale che stiamo calcolando, il risultato & lineare in a).

(a) (Figura 3) Il volume di E = {(z,y,2) : x,y,2 > 0, 2> + ¢y < a?, 2(a — z) < z < 2a} si pud calcolare in vari
modi, ad esempio questi. Per (z,y)-fili: detta D la proiezione di E sul piano orizzontale (il quarto di disco di raggio a)
siha [ (2a —2(a — x))dedy =2 [ xdrdy = QIO% do [ pcostpdp = 2f0% cosfdb [} p®dp = 2a®. Per a-fette: preso
0<z<alaazfettadi F & datada 0 <y <+va?—122e 2(a—1x) <z < 2a (rettangolo di area 2zxva? — z2), dunque
il volume risulta foa 2xv/a?2 — x2dx = [f%(a2 — xZ)%]g = 2(13 Per y-fette: preso 0 < y < a la y-fetta di E ¢ data
da 0 <z < ya?2—y?e2a—z) <z < 2a (triangolo rettangolo di cateti \/a2 —y2e 2\/a2 — 42, dunque con area

? — ¢?), dunque il volume risulta [;'(a® — y°)dy = [a®y — 34°]§ = 2a®. e La superficie esterna OE & costituita da
4 componenti: quella cilindrica C, il coperchio piano superiore B (un quarto di disco a quota z = 2a), quella T nel
piano (z,z) (un triangolo rettangolo) e quella posteriore S nel piano z = 2(a — z). L’area di B & gaQ, mentre quella
di T & a®. La superficie C' & parametrizzata da (acos6,asing,z) con 0 < 0 < Z e 2(a — z) = 2a(1 — cosf) < z < 2a,

2a(1—cos0) @07 = 24° fog cos@df = 2a°. Infine B &
parametrizzata come grafico da (z,y,2(a — x)) con (x,y) € D, con elemento d’area do = /5 dx dy, dunque 1’area vale
[, VB dady = /5 Area(D) = ’Tf ? (coerentemente alla legge del coseno). L’area totale di 9F risulta (3+ (v/5+1)%)a’

(b) La divergenza di F = (0,0, z) ¢ 1, dunque per verificare Gauss va mostrato che il flusso totale di F' uscente da OF &

pari al volume di E, ovvero §a3. Poiché il campo F' & parallelo all’asse z i flussi di F' attraverso T e C' sono nulli, mentre
0 10

si ha ®p(F) = fD(O,O,Za) -(0,0,1)dxrdy = 2a Area(D) = %a?’ e Pg(F) = +fDdet( 0 0o 1 )da:dy =

2(a—2x) -2 0

con elemento d’area do = adfdz, dunque 'area risulta fog d9f



2[ (x—a)dedy =2 [ do [*(pcosd — a) pdp = 20> [F(Lcos® — 1)dO = 2a2[Lsin0 — 10)F = (2 — Z)a>. Tl flusso

totale di F' uscente da OF & pertanto 0+ 0 + gaz + (% - g)a2 = 242, come si voleva.

(c¢) L rotore di F' & nullo, percid per verificare Kelvin-Stokes va mostrato che anche la circuitazione di F' lungo 0C' & nulla.
Partendo dal punto (a, 0, 0) il bordo dC' & dato da un segmento verticale (0,0, z) con 0 < z < 2a, un arco di circonferenza
orizzontale (dunque ortogonale a F) e la curva intersezione tra piano e cilindro (a cos 8, asin, 2a(1—cos)) con0 <0 < 7

(percorsa a ritroso): si ha cosi §, , F-df = 02(1(0, 0,2)-(0,0,1) dz+0—f0% (0,0,2a(1—cos6))-(—asinf,acosf,2asinf) df =

foza zdz — 4a® fog (1 — cosf)sinfdf = 2a” — 4a®[— cos f + 1 cos 29]0% = 2a” — 4a*(3) = 0, come si voleva.

4. (a) (a) (Figura 3) Il sistema { j - Z((j;’)) ::52(&:25)7 1 ha esistenza e unicita locale per ogni dato di Cauchy, perché il

secondo membro & una funzione C'; nulla si pud invece affermare riguardo I’esistenza globale, perché il relativo teorema
non & applicabile visto che la crescita non & sublineare (attenzione: i teoremi di Cauchy-Lipschitz danno condizioni solo
sufficienti, dunque & errato affermare ora che non ci pud essere esistenza globale su R). Al di fuori dell’asse y = 0
(che & fatto di equilibri) il sistema & equivalente a quello in cui si semplifica per y, ovvero (z,79) = (a(z,y),b(z,y)) =
(r — 2y, y(xr —y — 1)). Gli altri equilibri sono dunque le soluzioni del sistema a = b = 0, che da i punti (0,0) e (2,1).
Per un integrale primo del sistema, vediamo se la forma w = bdzx —ady = y(x —y — 1) dx + (2y — z) dy & esatta (ovvero

se & chiusa, visto che & definita su tutto il piano, semplicemente connesso): si ha g—’; — 6(8;“) =z — 2y # 0, tuttavia
poiché %a(g—ly’ — %) = —1 non dipende da y, sappiamo che e/ dr — =% & yn fattore integrante, ovvero e~ “w

diventa una forma esatta. In effetti, se F' rappresenta una sua primitiva (che sard un integrale primo del sistema), da
% = e "(2y — ) si ottiene F(z,y) = e “y(y — ) + ¢(z), dunque da 2E = ye " (z—y— 1) =ye “(z —y — 1) + ¢'(2)
abbiamo ¢'(z) = 0, da cui ¢(z) costante. Si ha cosi F(z,y) = ye”*(y — ) (a meno di costanti additive), e le curve
integrali del sistema sono le componenti connesse delle curve di livello F(x,y) = k per k € R, cioe y(y — z) = ke®.
Notiamo che per k = 0 si ottiene 'asse z (fatto come detto di equilibri) oppure la retta bisettrice z = y, divisa in tre

traiettorie dall’equilibrio (0, 0).

(b) La soluzione con (z(0),y(0)) = (3,0) (un equilibrio del sistema) & la costante (z(¢),y(t)) = (3,0). Invece la soluzione
con (z(0),y(0)) = (—1, —1) sta sulla semiretta = y con & < 0 che sarad dunque la sua traiettoria, percorsa verso il basso
(notiamo che sulla semiretta x = y con < 0 si ha & < 0): sostituendo x = y si ottiene cosi & = —z? e y = —y?, equazioni
a variabili separabili che danno facilmente la soluzione cercata (z(t),y(t)) = (—1=5,— 1) (definita per t < 1).

5. Il problema dato equivale a trovare la soluzione del sistema lineare a coefficienti costanti X = AX + b(t) con

X = ( zgg ), A= ( *11 :‘11 ) e b(t) = ( 521 ) La matrice dei coefficienti A ha autovalori —1 + 2i; un autovettore

riferito a =1 +2i e v = < 211 ), dunque due soluzioni reali che generano lo spazio delle soluzioni dell’omogenea sono

Re(ve(71+20t) = ( T2t )e_t e Im(vel71H20t) = ( 2 cos 2t )e_t. Una soluzione particolare del sistema completo

risulta essere ( ;Eg ) = ( _t4 r; 2 ), come si trova cercandone una di tipo polinomiale di primo grado. Pertanto le curve

cercate sono tutte e sole quelle del tipo ( zgg ) = (

—t = S _ . .
€7 (24sin2t 4 2B cos2t) — 4t +2 1\ 4] yariare di A, B € R; ponendo
e "(Acos2t+ Bsin2t) +t+ 1

A+1 0

infine ( fjgg; ):( 2B +2 ):( 2 ) siha A = —1e B =0, dunque la soluzione( 2e7!sin2t — 4t +2 )

t+1 — e tcos2t

1. BEx. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3.



