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IN STAMPATELLO FIS / AST

. Si disegni la zona A del piano cartesiano racchiusa tra la spirale d’Archimede p(6) = 2a6 (con
0 <6 <m)elasse z, ove a > 0 & un parametro.

(a) Parametrizzare la curva-spirale e calcolarne la retta tangente affine nel suo punto con § = 5

5

(b) Calcolare il baricentro di A.(%)

(c) Calcolare, se esiste, I'integrale [, ﬁ dx dy. (Facoltativo: discutere I'integrabilita su A della
funzione ™ (22 + y?)" al variare di m,n € Z.)

. Un solido FE nello spazio cartesiano & cosi descritto: la sua proiezione sul piano orizzontale (z,y)
¢ la figura piana S = {(z,y) : 0 <2 < 7,0 <y <sinz}, e le sue sezioni con i piani ortogonali
all’asse x sono triangoli rettangoli isosceli con i cateti nel piano orizzontale (z,y) e nel piano
verticale (x, z).

(a) Disegnare E, calcolare il volume di E e 'area dell’'unica componente non piana di dE.(?)

(b) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per S e per il campo F = (0, z,0).

(¢) Verificare il teorema di Gauss per F e F.

\ . . y//|y‘a = (1 — 2()()(y — 2€t) -1 .
. E dato il problema di Cauchy nella funzione scalare y(t) (o € R).

(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita della soluzione del problema dato?
. . 1
(b) Risolvere il problema per a = 3.
(c) Risolvere il problema per o = 0.

(WPud essere utile sapere che [ u® sinudu = (6u—u®) cos u+3(u*—2)sinu, [ u® cosudu = 3(u®—2) cos u-+(u®—6u) sin u.
2)Pud essere utile sapere che per k > 0 vale [vVu2 + kdu = L (uvu? + k + klog(u + Vu? + k).



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (23/01/2023) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) La spirale d’Archimede p() = 2af & parametrizzata da v(0) = (2af cos6,2afsin ). Si ha +'(9)
2a(cosf — Osinf,sinf + fcosh), pertanto la retta tangente nel punto con # = I ha forma parametrica {(z,y) =
(%) +tv (%) = (0,ma) + at(—,2) : t € R}, e dunque forma cartesiana y = — 2z + ar.

(b) L’area di A risulta 3 [ p(6)°df = ;fow 4a%60% d9 %a? Si ha poi [, xdrdy = [ d0f02a9pcos()pdp =

8a° [[0°cosOdl e [,ydudy = [ db fo psindpdp = 5a® [ 6°sinfdf, cosi, usando le primitive proposte in nota
4(3n2 -12) 4(w2—6) a)
T3 I 2 .

oo I

e dividendo per l’area si ottiene il baricentro (—

(¢) La funzione ﬁ non ha segno costante su A, dunque conviene studiare separatamente l'integrabilita sulle zone
At = An{z 2 0} dove essa ¢ 2 0 e si & dunque autorizzati a fare le verifiche con un integrale iterato della funzione.
Per Ay si ha fog do fzae 2958 hdp = 2a f02 Ocos0dd = 2a[@sinf + cosd]Z = (v — 2)a > 0, mentre per A_ si ha
f« do fzaa 2950 4 gy = 2a[051n6‘+c059] —(m+2)a < 0, pertanto [, - el

,4(1 <0. o Quanto all’integrabilita su A della funzione 2™ (z24y?)" al variare di m, n € Z, ragionando come in precedenza
partiamo con Ay, dove si ha Dintegrale iterato [2 df ang (pcos)™p*™ pdp = [,Z cos™(0) db f2a9 mEIntl gp: per la
convergenza dell’integrale in p ~ 0% la condizione & m +2n +1 > —1 ovvero n > f%m — 1, e in tale ipotesi si passa a

(2a)'rn+2n+2 f% 0m+2n+2
m+2n+2 0
s

(gia assicurata dalla precedente) e per la convergenza dell'integrale in § ~ 77 si ha la condizione m > —1. Passando ad
A_ le condizioni restano le stesse, dunque la funzione ™ (x? + 3*)™ ¢ integrabile su A quando m > —1 e n > —%m -1,

cosa che effettivamente & verificata per (m,n) = (1, —1) come visto prima.

dx dy converge e vale (1 —2)a— (7 +2)a =

cos™ () df, dove per la convergenza dell’integrale in @ ~ 0T si ha la condizione m +2n +2 > —1

2. (a) (Figura 2) Data la descrizione di E, il volume va evidentemente calcolato per z-sezioni. Per 0 < z < 7 la a-sezione
e un triangolo rettangolo isoscele di cateti sinz, pertanto il volume varra fog %sin2 rdr = %[%}g =3 ela

superficie esterna di F & costituita da quattro componenti: S sul piano orizzontale (x,y), la gemella S’ sul piano verticale
(z,2), la parete verticale B nel piano x = 7 e la superficie laterale non piana 7. Quanto a T', fatta dalle ipotenuse
delle z-sezioni, poiché sui suoi punti deve valere y + z = sinx essa pud essere vista come il grafico z = ¢(z,y) della

funzione ¢ : S — R data da ¢(x,y) = sinx — y, dunque T' & parametrizzata da vy(z,y) = (z,y,sinx —y) con (z,y) € S:

Pelemento d’area & do = /14 ||Vp|[2dedy = /14 ||(cosz, —1)|[?dxdy = V2 + cos? x dxdy, dunque larea risulta
Jgdo = fog dxfsmz V2+4costzdy = fO% sinzv2+cos?xdr = [posto u = cosz] fol Vu? +2du = [3(uvu® +2 +

2log(u + Vu? +2))]6 = 3(V3 + 2log(V3 + 1) — 2log v2) = M e La descrizione di T puo ispirare anche
un’ulteriore descrizione di E come sottograﬁco 0 <z < ¢(z,y) con (z, y) € S: il volume risulta allora fs sinz —y)dedy =

f02 dz Smgg(smsc —y)dy = fo ysinz — 3y°)4= ST f 1sin’ zdz, lo stesso integrale di prima di cui si & gia

determinato il valore 3.

(b) 11 rotore di F' = (0,2,0) ¢ V x F = (0,0,1) che, usando per S la normale ascendente (0,0,1), ha flusso pari
a fS(O,O,l) -(0,0,1)dzdy = AreaS = fof sinzdr = 1. D’altra parte, percorrendo il bordo dS in senso antiorario
dall’origine, la circuitazione di F lungo 9S risulta 0 + fol 0,%,0)-(0,1,0)dy + f,r (0,,0) - (1,cosz,0)dr = fol Tdy—

fog zcoswdr = 5 — [zsinx + cos :c]% =7 — (5 — 1) =1, il che conferma Kelvin-Stokes.

(c) Il campo F & parallelo all’asse y, dunque i suoi flussi attraverso S e B sono nulli. Il flusso uscente da S’ ¢ dato da
J5:(0,2,0) - (0,—1,0)dxdz = —fog dx fsmza:dz = _fo% x sinzdr = —[sinz — xcosz]Z = —1. Il flusso uscente da T,

0 1 0
parametrizzato come detto prima (normale associata uscente) & invece dato da fo dz [7 det ( z 0 1 ) dy =
0 cosx —1

fog x sinzdr = [sinz — zcosz]? = 1. 1l flusso totale di F uscente da E & dunque nullo, e cid, essendo F a divergenza
nulla, conferma Gauss.

3. (a) Essendo y(0) = —1 # 0, I'equazione 3" |y|* = (1 — 2a)(y — 2¢') — 1 pud essere portata in forma normale
y" = ((1—2a)(y —2e") — 1)|y|~“, che & equivalente al sistema autonomo del 1o ordine nel piano delle fasi (y,p) = (y,y)
dato da { Z: if’(l 20y — 2¢t) — D]yl La funzione f(t,y,p) = (p, ((1—2a)(y—2¢e*)—1)|y|~) & di classe C* all’intorno

del dato iniziale, dunque la soluzione del problema di Cauchy ha esistenza e unicita locale e anche unicita globale. Quanto
all’esistenza globale, essa € assicurata solo nel caso a = 0, in cui ’equazione diventa lineare; invece negli altri casi il
teorema di Cauchy-Lipschitz globale non puo essere applicato, perché se a < 0 la crescita di f non ¢ sublineare in y
mentre se a > 0 deve essere y # 0 e dunque f non & definita in una striscia in y.

(b) Per a = % I'equazione diventa y”+/|y| = —1, ovvero y” = h(y) = —\y\*%. Costruita ’energia potenziale U(y) =
— [ h(y)dy = 20/Jy| (ove o = signy), abbiamo lintegrale primo dell’energia E(y,y’) = %(y/)2 +U(y) = %((y/)2 +
40+/|y|), sul quale la nostra soluzione vale costantemente F(—1,—2) = 0. Ne ricaviamo che (y')? + 40/|y| = 0, da cui
(essendo y(0) < 0, dunque o = —1) (y')? = —40+/Jy| = 44/Jy| e dunque (essendo y'(0) < 0) ¢/ = —Q\y\%. Separando



le variabilgi si ha |y\*% dy = —2dt, da cui i4ntegrando §J|y|% =k—2t e 1a4condizione y(0)=—-1dak=—-3eo=—1:
percid |y|7 =1+ 3¢, ovvero |y| = (1+ 3¢)5, da cui infine y(t) = —(1 + 2t)3, definita per 1+ 3¢ > 0 ovvero per t > —2.
(c) Per a = 0 P’equazione diventa y" = y — 2¢* — 1, ovvero y” —y = —1 — 2¢’, lineare del 20 ordine a coefficienti costanti.
Le radici caratteristiche sono +1; una soluzione per il termine non omogeneo —1 & evidentemente la costante 1, mentre
una soluzione per altro termine non omogeneo —2e’ sara del tipo § = ate’ con a € R da determinare, e ponendo
7" — § = —2¢" si ottiene @ = —1. Le soluzioni sono dunque tutte e sole quelle del tipo y(t) = (A — t)e’ + Be™* + 1 con
A,BeC; dla (y(O),y’(tO)) :,t(A+ B+1,A—1-B)=(-1,-2) si ottiene A = —2 ¢ B = —1, da cui la soluzione cercata
y(t) =1—-35((3+2t)e" +e7).

1. Ex. 1. 2 Ex. 2.
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. Data la funzione g(z,y) =23 —y® + 32%y, sia T = {(z,y) : g(z,y) = 1}.

(a) Quali insiemi di livello di g sono curve regolari? Parametrizzare la curva I' localmente attorno
al suo punto P(—1,—2), e determinare in due modi la retta tangente affine a I in P.

(b) Determinare i punti di I' che sono estremanti locali per I’ascissa x, assieme alla loro natura.

(c) Sia @ il quadrato [0,1] x [0,1]. Dire perché I' N @ ha punti di ascissa z massima e minima
assolute, e determinarli.

. Nel piano cartesiano sia A = {(z,y):0<z<a,0<y<x+a, 2> +y>>a?} (ovea >0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro.

(b) Dire se gli integrali [ A ﬁ dedy e [ A % dx dy convergono, e nel caso calcolarli.

Si disegni ora A nel piano verticale (z,z) dello spazio cartesiano, e sia F il solido che si ottiene
facendo ruotare A nel primo ottante di un angolo § attorno all’asse .

(¢) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F = (z,0,0).

. &= (z+y)y*

. E dato il problema di Cauchy y=—(x— (2a+1)y)z* nellincognita (x(t),y(t)), ove o € R.
(2(0),5(0)) = (1,1)

(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita della soluzione del problema dato?

(b) Posto a = —1, si determinino gli equilibri del sistema, un integrale primo e la soluzione del
dato problema di Cauchy.

(¢) Posto a = 0 dire a priori quale sara il dominio della soluzione del dato problema di Cauchy,
determinandola poi esplicitamente.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (10/02/2023) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Data g(z,y) = 2° — 3 + 322y, il gradiente Vg = 3(x(z + 2y), 2> — y*) si annulla solo in O(0,0):
dunque tutti gli insiemi di livello di g sono curve regolari tranne al pit la curva g(z,y) = 0 nel punto O. In particolare
I' = {(z,y) : g(z,y) = 1} & curva regolare; nel suo punto P(—1,—2) si ha Vg(P) = 3(5,—3), ed essendo ad esempio
g—Z(P) = —3 # 0 si pud localmente parametrizzare I esplicitando y(z) = =2+ 2(z + 1) + 0_1(z + 1). La retta tangente
affine a I' in P risulta pertanto y = gx — %, ottenibile anche da Vg(P) - (z + 1,y +2) = 0.

(b) Per Lagrange, i punti di I' che sono estremanti locali per I'ascissa x sono dati dalla condizione g—i = 0, ovvero
y = =z, che messe a sistema con l'equazione g(z,y) = 1 da (posto u = 373 ~ 0,7) i punti A(u,u) e B(—1,1).
In tali punti, dall’equazione sard possibile esprimere z(y) con z’ = 0: derivando g(x(y),y) = 1 rispetto a y si ha
3(2%x’ — y? + 2z2’y + 2%) = 0, e derivando ancora si ha 3(2z(2')? 4+ 2%z” — 2y + 2(2')? 4 2z2"y + 222’ + 222") = 0.
Dalla seconda, imponendo x’ = 0 si ricava z%z” — 2y + 2zz”’y = 0, ovvero x(x + 2y)z” = 2y: dunque per A si ha
2" (u) = m = % > 0 (percid A & punto di ascissa localmente minima per '), mentre per B si ha 2”(—1) = -2 < 0

(percio B & punto di ascissa localmente massima per IT').

(c) L’insieme I' N @ & non vuoto (ci sta il punto A), chiuso (intersezione di due chiusi) e limitato (perché lo & gia Q):
dunque & compatto, e 'esistenza di suoi punti di ascissa x massima e minima assolute & assicurata da Weierstrass. Per la
ricerca, vanno considerati i punti stazionari di I' per la funzione ascissa x che stanno all’interno di @ (ovvero @ privato
dei suoi lati), e i punti di I' che stanno sul perimetro di Q. Per i punti stazionari di I nell’interno di @ la ricerca & gia
stata fatta nel punto (b), e si & trovato solo A. Quanto ai punti di I" sul perimetro di @, sul lato z =0 con 0 < y < 1 non
se ne trovano (da x = 0 si ricava —9® =1 ovvero y = —1, non accettabile); sul lato y = 1 con 0 < z < 1 si trova il punto
P(V/3—1,1); esullato z = 1 con 0 < y < 1 si trova il vertice Q(1,0), che & anche il solo punto che si trova sul lato y = 0
con 0 <z < 1. Abbiamo dunque stabilito che gli estremi assoluti dell’ascissa x sul compatto ['N(Q) potranno essere assunti
solo eventualmente nei punti A, P e Q: essendo z(A) = u = 373 ~ 0,7, z(P)=1lexz(Q) =u= 37 — 1~ 0,7, di certo
Pascissa « massima assoluta ¢ 1 (assunta in P). Pil incerta & l'attribuzione del minimo assoluto: vediamo ad esempio
se & vero che 373 < 3% — 1, ovvero (elevando al cubo) % < (V3 -1)>=3V3 -9 +3V3 -1, ovvero 31 < 18/3, ovvero

(elevando al quadrato) 961 < 972, che effettivamente & vero. Dunque 'ascissa x minima assoluta & 373 (assunta in A).

2. (a) (Figura 2) L’insieme A = {(z,5) : 0 <z < a, 0 <y < z+a, 22 +y* > a?} & la differenza tra un trapezio rettangolo

(basi a e 2a e altezza a) e un quarto di cerchio di raggio a, dunque I’area risulta §a2 — %a2 =6 ~5-a a®. Ragionando per - ﬁh

sihapoifA:cdxdy:foadfoa sxdy = [ vz +a—Va? —a?)de = [32° ax2+%(a2fx)3} =(5-1d’=

e [,ydedy = foada:fng_ﬁydy =3 [7((x+a)® = (a® — 2°))dx = [} (2? +ax)dac = [22° + Laa®]§ = 2d°, dunque

dividendo per I'area le coordinate del baricentro risultano (z.,y.) = (2= a, 3(6 W)a)

(b) Su A le funzioni y% e y%, sono > 0, dunque per Fubini e Tonelli possiamo controllarne 'integrabilita con un integrale
a =z+a a x x

fo 37[_1 Y \/fdl': fo(m - m)dm =

[—va? —x2—z+alog(z+a)l§ = (fa+alog(2a)) — (- a+alog a) = alog 2: dunque lintegrale fA dz dy converge con

valore alog 2. e Siha foa dx f\z/—% =dy = fo = (x+a—+va? — x?) dz, un integrale generalizzato che puo avere problemi

iterato, sempre ragionando per z-fili. o Si ha [ dz f z+a s dy =

di convergenza solo eventualmente per x ~ 0: si tratta dunque di capire il comportamento della funz1one 1ntegranda per

2 ~ 0. Notando che si ha x+a—\/a2 — 22 =z+a—a(l—(%)? )2 =z+a—a(l+i(— )—0—00(1’ ) = m—i— 2% +00(2°) ~o
la funzione integranda & ~q z%x = ; dunque non ¢ integrabile per & ~ 0. Pertanto l'integrale [ 7 xQ da: dy non converge.

(c¢) Poiché il campo F = (x,0,0) ha divergenza 1, bastera verificare che il flusso totale di F uscente da E & pari al
volume di E, ovvero (usando Guldino e il punto ( fA zdrdz = Ega?’ = ‘ig a®. Ora, per parallelismo i flussi di F
attraverso le porzioni piane A sul piano (z,z) e A sul piano (z,y) sono nulli. Attraverso la componente @ nel piano
x = a (quarto di disco di raggio 2a) il flusso uscente & o (F) = fQ a,0,0)-(1,0,0)dydz = a Area @ = a- 37(2a)* = ma®.
La componente sferica S ¢ parametrizzata, in coordinate sferiche, da (0, ¢) = (acos@sing,asinfsin g, acosp) con

0<60< % e0< < T (normale associate entrante nella sfera, dunque uscente da E), dunque il flusso di F' uscente

s T a cos 0 sin —a sin 0 sin a cos 0 cos . ™ T 4
da S vale ®s(F) = + [2 db .2 det( 07 lcosbsing  asinBeose )dap = —a® [[Z cos?(0) df [ sin®(p) dp =
0 0 —asin ¢
—[¢sinfeosb]2 (1 cos® (@) — cosp]d = —Za’. Infine, la componente conica C si pud parametrizzare con y(z,¢) =
(z, (x+a)sing, (x+a)cosp) con 0 <z < aeld< < § (normale associate uscente da E), dunque il flusso di I’ uscente
1
da C vale ®¢(F) =+ [ dxffdet( 0 sing (z+a)cos«p )dap:—g gx(r+a)de = —F[32° + Laa®]f = —33a°. 11
0 cos¢ —(z+a)sing
3 3 57 3 _ 5w .3

flusso uscente totale & dunque ma” — ga° — 95a° = 97a°, come si voleva.

3. (a) Il sistema (&,9) = f(z,y) = ((z + y)y~, —(z — (2o + 1)y)z*) & autonomo del lo ordine; essendo f di classe C*°
all’intorno del dato iniziale, la soluzione del problema di Cauchy ha esistenza e unicita locale e anche unicita globale.
Quanto all’esistenza globale, essa € assicurata solo nel caso o = 0, in cui il sistema diventa lineare; invece negli altri casi



il teorema di Cauchy-Lipschitz globale non puo essere applicato, perché se aw < 0 la crescita di f non é sublineare in
(z,y) mentre se a > 0 deve essere x # 0 e y # 0 e dunque f non & definita in tutto il piano (z,y).

(b) Per o = —1 il sistema diventa (&,y) = (ZT“’, —24u)  Gli equilibri sono tutti (tranne l'origine) e soli i punti della

retta y = —z, e al di fuori di essa il sistema & equivalente a (&,9) = (i, —1), la cui forma associata < dz + idy e a
variabili separate e dunque esatta con primitiva log|z| + log|y| = log|zy|. Un integrale primo per il sistema al di fuori
della retta y = —z & dunque la funzione F(z,y) = zy; ed essendo F'(1,1) = 1, lungo la soluzione si avra zy = 1. Ponendo

1
FEEny
ottiene k = arctgl = 7, dunque z(t) = tg(t + §) =
definita per [t| < F.

(c) Per a = 0 il sistema diventa (&,y) = (x + y, —(z — y)), lineare omogeneo: dunque il dominio della soluzione del

problema sara tutto R. Gli autovalori della matrice dei coefficienti A = (711 D sono 1+ 4; un autovettore per 1+ ¢

dx = dt; integrando si ha arctgz = k+¢ e imponendo che z(0) = 1 si

1+tgt 14tgt 17tgt)
1—-tgt” 1—tgt? 1+tgt/?

y:iini:’%’ysiottiene:&:ﬁ—l—l, da cui

La soluzione cercata ¢ dunque (z(t),y(t)) = (

. . N . . N t 3 t g . .
C), dunque una risolvente — in realtd la stessa matrice esponenziale e — & ( ¢ f‘s’? tt ° :;“ i) La soluzione cercata si
—e 1n e S

ottiene applicando a essa il dato iniziale G), ottenendo (z(t),y(t)) = ((cost + sint)e’, (cost — sint)e’).

1. BEx. 1. 2 Ex. 2.
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1. Data la funzione g(z,vy,2) = 22z —xy — y? +yz siponga S = {(z,y,2):g(z,y,2) =2}.

(a) Dimostrare che gli insiemi di livello di g sono simmetrici rispetto all’origine, e dire quali di
essi sono superfici regolari. Parametrizzare poi la superficie S localmente attorno al suo punto
P(1,0,1), e determinare in due modi il piano tangente affine a S in P.

(b) Determinare i punti di S con & > 0 che sono estremanti locali per la funzione f(z,y, z) = z+z,
assieme alla loro natura.

(c) Determinare gli estremi assoluti di g sul quadrato @ = {(0,y,2) : 0 <y < 1,0 < z < 1}
(perché esistono?).

2. Nel piano cartesiano sia A = {(x,y) : 22 +y*> < 4a®, 2> 0,0 <y < a} (ove a > 0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro.
(b) Dire se gli integrali [ A % dedy e [ A g dx dy convergono, e nel caso calcolarli.

Si disegni ora A nel piano orizzontale (x,y) dello spazio cartesiano, e sia C' il cono di vertice
(0,0,a) e base A.

(c) Verificare il teorema di Gauss per C e per il campo F' = (z,0,0).

(1—2ty®)y" =g+t
y(0) =2

(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita della soluzione del problema dato?
(

3. E dato il problema di Cauchy { nell’incognita y(t), ove a € R.

b) Determinare esplicitamente la soluzione del problema quando o = 1.

(c) Determinare esplicitamente la soluzione del problema quando o = 0.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (26/06/2023) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Per mostrare che gli insiemi di livello di g(x,y,2) = 22z — zy — y*> + yz sono simmetrici rispetto
all’origine basta notare che g(—x,—y, —z) = g(z,y,2). o Il gradiente Vg = (—y + 2z, —z — 2y + 2z, 2z + y) si annulla
solo in 0(0,0,0): dunque tutti gli insiemi di livello di g sono superfici regolari tranne al pil la superficie g(z,y,z) = 0
nel punto O. In particolare S = {(z,y,2) : g(z,y,2) = 2} & una superficie regolare; nel suo punto P(1,0,1) si ha
Vg(P) = (2,0,2), da cui il piano tangente affine risulta (2,0,2) - (zx — 1,y — 0,2 — 1) = 0 ovvero z + z = 2. D’altro
canto, ad esempio da %(P) = 2 # 0 si puo localmente parametrizzare S esplicitando z(y, z): dall’identita g(z,y,z) =
22z — xy — 4> + yz = 2 derivando rispetto a y e z si ottiene 2%,z —dyy —x —2y+2=0 e 2,z +22 —d,y+y=0,
che calcolati per (y,z) = (0,1) (con z(0,1) = 1) danno 4,(0,1) =0 e ©.(0,1) = —1. Derivando ulteriormente si ha poi
28yy2z — Tyyy — Ty — Ty —2 =0, 28y2+ 28y —Tyy — 2 +1=0 e 2&,.2+ 2%, + 2¢, — &..y = 0, che calcolati per
(y,2) = (0,1) danno &,y (0,1) =1, #,.(0,1) = —1 e #..(0,1) = 2: si ha percid la parametrizzazione locale (z(y, z),y, z)
con z(y,z) =1— (2= 1)+ 3 (y* — 2y(z — 1) + 2(2 — 1)) + - - -, che arrestata all’ordine lineare da nuovamente il piano
tangente affine x =1 — (2 — 1), ovvero x + z = 2.

(b) Imponendo per Lagrange che Vg = (—y+2z, —x—2y+2z, 2z+y) e Vf = (1,0, 1) siano paralleli si ha —y+2z = 2z+y
e —x—2y+2z=0,dacui y=0ex =z, che sostituite in g(z,y, z) = 2 con la condizione x > 0 danno la sola soluzione
P(1,0,1). La natura del punto P per f su S sard la stessa di quella di (y,z) = (0,1) per F(y,z) = f(z(y, 2),y,2) =
z(y, z) + z: essendo VF(y, z) = (&y, £ + 1) si ha VF(0,1) = (0,0) (come previsto), e da Hr(y, z) = Hz(y, z) si nota che

Hp(0,1) = H.(0,1) = ( 711 ’21 ) ¢ definita positiva. Pertanto il punto P & di minimo locale stretto per f su S.

(c) Gli estremi assoluti di g sul quadrato @ = {(0,y,2) : 0 <y < 1,0 < z < 1} esistono per Weierstrass, perché g

¢ continua e @ compatto (in quanto chiuso e limitato). e Nei punti interni del quadrato si ha ¢(0,y,2) = —y* + yz,
priva di punti stazionari all’interno di Q. Sui quattro lati privati dei vertici si ha g(0,0,z) = 0 (identicamente nulla),
g(0,,0) = —y? (senza punti stazionari), g(0,1,2) = z — 1 (senza punti stazionari) e g(0,y,1) = —y> + y con punto

stazionario Q(0, 1,1) nel quale f(Q) = 1. Infine, sui vertici si ha g(0,0,0) = g(0,0,1) = g(0,1,1) = 0 e g(0,1,0) = —1.

» 2
Pertanto il minimo assoluto di f su @ & —1 (assunto nel vertice 0,1,0)) e il massimo & i (assunto in Q).
2. (a) (Figura 2) L'insieme A = {(z,y) : 2> +y* < 4a® = >0, 0 < y < a} & un quarto di disco di raggio 2a tagliato ad al-
tezza a. Ragionando per y-fili, 'areadi A& [ dy [V 420 gy = Jo V/4a? —y?dy = (posto y = 2asint) fo% cos®(t) dt =
t+sintcost}* _ 27r+63\/§a27 Si ha poi an:dxdy _ an dyf01/4a27y233d$ _ %foa(4a2 fy2)dy _ %[4a2y7 %ys]g — 11,3 4

2 6
Jiydedy = fﬂa ydy [ 0¥y g — foa y+/4a? —y2 dy = [—%(4{12 — y2)%]8 = 8_27‘6@3, dunque dividendo per area le
(=L g 2(8—3v/3) a)
2n+3v3 7 2m+3v3 /7

Co

coordinate del baricentro risultano (z.,y,) =

(b) Su A le funzioni % e % sono > 0, dunque per Fubini e Tonelli possiamo controllarne l'integrabilita con un inte-

NP o [4a2 2 o
grale iterato, sempre ragionando per y-fili. e Si ha [ dy [; da?-y? Fdv = IN %[%mz]o 1Y gy = 2 %(4(12 _

y)dy = %foa(4a2y_% - y%)dy = 18a*/y — 2y°VWl§ = 2a’\/a, che & il valore finito di fA%dxdy. e Si ha

+/ V4a2—y?2 a 3 . . N *
Jo dy [, da?—y? ?dm =/ %[%m%]o 1Y gy = EON 5(4&2 - yQ)A31 dy: notando che la funzione integranda & ~§ %
si conclude che lintegrale | ) % dx dy non converge.

(c) Poiché il campo F = (z,0,0) ha divergenza 1, bastera verificare che il flusso totale di F uscente dal cono C & pari al

volume di C, ovvero % a Area A = M

3 a®. Semplici considerazioni geometriche (parallelismo o nullitd) mostrano che in
realtad i flussi di F' uscenti dalle componenti della superficie esterna di C' sono tutti nulli tranne eventualmente quello at-

traverso la componente conica — 'unica non piana — parametrizzata da v(0, z) = (2(a—=z) cos0, 2(a—2z)sin6, z) con 0 <

. . . Ed a 2(a — z)cos® —2(a—z)sinf —2cosb
0<5e0<z2<a (normale associata uscente), che in effetti vale f05 do fo det 0 2(a — z)cos®  —2sin6 | dz =
0 0 1

4f0% cos?(6) df foa(a —2)%dz = 4[79*'“"20“0‘“9]0% [—%(a 25 =4- %(% + ?) . %a3 = Ltg’\/ga?’ come si voleva.

3. (a) L’equazione differenziale (1 — 2ty®)y’ = y*™' (con a € R) & scalare del 1o ordine. Poiché all’intorno del dato
iniziale y(0) = 2 si ha 1 — 2ty # 0 possiamo mettere I’equazione in forma normale y' = f(t,y) = %; ed essendo f
di classe C* all’intorno del dato iniziale (fintanto che y # 0, almeno per certi valori di &), la soluzione del problema di
Cauchy ha esistenza e unicita locale e anche unicita globale. Quanto all’esistenza globale, non si puo applicare il teorema
di Cauchy perché il dominio di f non contiene strisce illimitate nella y, dunque non si puo affermare nulla a priori.

(b) Per a = 1 Pequazione diventa (1 — 2ty)y’ = y?, che non & ne’ lineare ne’ a variabili separabili. L’equazione
totale associata & (2ty — 1) dy + y*>dt = 0, nella quale la forma differenziale al primo membro & esatta e dunque con
una sua primitiva F(y,t) da luogo a un integrale primo: da 8,F = 2ty — 1 si ricava F = ty*> — y + o(t) per una
certa ¢(t) da determinare; e da 0;F = y? + ¢'(t) = y* si ricava ¢ costante. Dunque a meno di costanti additive
si ha F(y,t) = ty> — vy, ed essendo F(2,0) = —2 si ha ty? —y + 2 = 0 da cui y(t) = 1727@ (ove si intende che

y(0) = lims—o 1=V1-8t V;;St = limy_,0 w = 2), definita per ¢ < é.



(c) Per a = 0 I'equazione & (1—2t)y’ = y, lineare. Integrando ambo i membri di % = ﬁ si ricava logy = f% log(1—2t)

da cui y(t) = \/%; e la condizione y(0) = 2 da k = 2, da cui la soluzione y(t) = ﬁ definita per ¢ < 3.

1. Ex. 1. 2 Ex. 2.
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1. E data la funzione (f,g) : R* = R? con f(z,y,2) =3zyz—y> e g(w,y,2) =2 —2z.

(a) Dimostrare che la curva di livello I di (f,g) passante per il punto P(2,—1,0) & regolare
all’intorno di P, parametrizzare I" localmente attorno a P e determinare in due modi la retta
tangente affine a I' in P.

(b) Determinare i punti di estremo relativo di f sulla circonferenza C' nel piano z = 0 di centro
lorigine e raggio 2. Determinare poi gli estremi assoluti di f su C' (perché esistono?).

2. Nel piano cartesiano sia A = {(z,y) : 22 +y> <a?, 0<z <y} (ovea > 0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro.
(b) Dire se gli integrali [ A % dedy e [ A i dx dy convergono, e nel caso calcolarli.

Si disegni ora A nel piano verticale (z,z) dello spazio cartesiano, e sia F il solido che si ottiene
facendo ruotare A nel primo ottante di un angolo § attorno all’asse 2.

(c) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (0,0, z).

y" = 3ay? +2(1 — a)(t? —iy)
y(0) =2, y'(0) = —4

a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita della soluzione del problema dato?

3. E dato il problema di Cauchy { nell’incognita y(t), ove o € R.

(
(

(¢) Determinare esplicitamente la soluzione del problema quando a = 0.

b) Determinare esplicitamente la soluzione del problema quando « = 1.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (21/08/2023) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) La matrice jacobiana della funzione (f,g) : R® — R? con f(z,y,2) = 3zyz — ¢y° e g(z,y,2) =
p z 2z — y>? T — —

z — 2z & Jipg(z,y,2) = ( Bz 3wz -y7) Sz ), e nel punto P(2,—1,0) vale Jis,(P) = ( S ) che ha

rango massimo 2: questo prova che la curva di livello T di (f,g) passante per il punto P(2,—1,0) (data dal sistema

tra f(z,y,2) = f(P) =1 e g(z,y,2) = g(P) = 2) & regolare all’intorno di P. Poiché ad esempio il primo minore

di J(s,g)(P) & nonsingolare, dal sistema { 3eyz = v® =1 (che definisce I si possono esplicitare localmente z(z) e y(2)

T —2z=2
con z(0) = 2 e y(0) = —1; derivando entrambe le equazioni rispetto z si ottiene poi { i?/fzv;S;y’erBzy -3y%y =0 )
da cui ponendo z = 0 si ricava z'(0) = 2 e y'(0) = —2. Una parametrizzazione locale di I' attorno a P ¢ data da

v(z) = (x(2),y(2),2) = (2+ 22 4+ 00(z), —1 — 22 + 00(2), 2) ove z varia in un intorno di 0; e la parte al primo ordine

;z 2,1+,2Z2z da una forma cartesiana della retta tangente affine a I' in P, ovvero { Z; ;z - 271 , ottenibile anche da

r — 2 = —6 x —2
J(f@(P)( y— (=1 ) =< ! T 3 )( y+1 ) =( 0 )

z—0 z
(b) La circonferenza C nel piano z = 0 di centro lorigine e raggio 2 ¢ facilmente parametrizzabile da (2 cos 8, 2sin 6, 0)
con # € R, dunque basta studiare gli estremi relativi della funzione di una variabile F' : R — R data da F(0) =
f(2 COSH 2sin0,0) = —8 sin®@. La derivata F’(0) = —240059 sin® 0 si annulla per 6 = kZ con k € Z, e vale F'(6) > 0
per 3 4 2km < 6 < 5 + 2km: pertanto il punto con § = F (ovvero A;(0,2,0)) & di minimo relativo stretto per f su
c con flAr) = F(% ) = —8, il punto con § = 2 (ovvero A2(0 —2,0)) & di massimo relativo stretto per f su C' con
f(A2) = F(%) =8, e i punti con § = 0 (ovvero A3(2,0,0)) e § = 7 (ovvero A4(2,0,0)) sono di sella per f su C con
f(A3) = f(As) = 0. @ Poiché C & un insieme compatto (chiuso e limitato) di R® e f & continua su R3, gli estremi assoluti
di f su C esistono per Weierstrass e, per quanto visto, minimo e massimo valgono risp. —8 (in A1) e 8 (in A»).

2. (a) (Figura 2) L’insieme A = {(z,y) : 2° + y* < @®, 0 < z < y} @ il settore circolare di ampiezza T nel lo

quadrante compreso tra l'asse y e la bisettrice y = x, di area %aQ. Usando le coordinate polari si ha foda: dy =
ff a [ pcos@pdp—fw cosfdf [ pPdp=232a e [, ydedy = [ d6 [ psinbpdp= [ sin6df [ p*dp = 243,
dunque dividendo per I'area le coordinate del baricentro risultano (z.,y,) = (4(2 V2) 4 a, 4\f a).

(b) Su A le funzioni % e i sono > 0, dunque per Fubini e Tonelli possiamo controllarne I’ 1ntegrabilita con un integrale

iterato, sempre operando in coordinate polari. e Si ha fA dx dy = f,r do [ jpsl%:p p = f,r S:;f de [ ptdp =
[—2V/cos ]2[5p &= 50 2/a, valore finito. oSlhafAfdxdy— E: dﬁfo mpdp:f% 5 do [ dp:af% 5 d.

L’integrale indefinito f Sz @t si puo calcolare con le formule parametriche ponendo u = tg %, ovvero t = 2arctgu: si
ha allora 1;1:2 1+2u2 du = f%du = logtg% + k, pertanto afﬂ

a(log1 —log(v/2 — 1)) = —log(v/2 — 1) a = log(v/2 + 1) a, valore finito.

(c) Poiché il campo F = (0,0, z) ha divergenza 1, bastera verificare che il flusso totale di F' uscente dal solido E & pari al

sin 0

df = a[logtg %1% = a(logtg T — logtg %) =

volume di E, ovvero (con Guldino, usando i risultati di (a)) %as. Ora, per parallelismo i flussi di F' uscenti dalle
due componenti piane della superficie esterna di E sui piani x = 0 e y = 0 sono nulli. La componente sferica in alto S &

i < A <1 1 ] S jus us 220 i
parametrizzata da (a cosfsinp,asinfsinp,acosp) con 0 <0 < 7 e 0 < ¢ < 7 (normale associata entrante), dunque il
—asinfsiny acosbcosp

L s 0 L .
flusso uscente & — f02 do f04 det ( 0 acosfsing  asinécosp > do = a® f02 do f04 sin o cos? p dp = g[—g coss“’]0 =
acos ¢ 0 —asin g

%a; Invece la componente conica C' ¢ parametrizzata da (zcosf,zsinf,z) con 0 <9< Ze0< 2z < 2a (nor-

—zsinf  cosf

. . N z Qa 0 a 2
male associata uscente), dunque il flusso uscente & + [(2 df [;2 “det [ 0 zcos6 sine |dz = — fo df fo 7924y =
z 0 1

7\'13\/77 f7r3
-3l2% =

a (2—V2)7 3
24 12

Sommando i flussi si ottiene effettivamente il volume a’, come si voleva,

3. (a) L’equazione differenziale 3" = 3ay?® + 2(1 — a)(t* — 4y) (con a € R) ¢ scalare del 20 ordine, in forma normale
"= f(y,y’,t). Poiché f & C™, la soluzione del problema di Cauchy ha esistenza e unicita locale e anche unicita globale;
quanto all’esistenza globale, se « # 0 non si puo applicare il teorema di Cauchy perché la crescita di f & quadratica,
mentre se @ = 0 ’equazione diventa lineare e dunque il dominio della soluzione sara tutto R.
(b) Per a = 1 'equazione diventa y” = 3y°, autonoma della forma y” = h(y). Posto V(y) = — [h(y)dy = —y° si ha
lintegrale dell’energia E(y,y') = %(y')2 — y%, che per la soluzione cercata varra costantemente E(2,—4) = 0: dunque
(y")? = 2¢3, da cui (essendo y'(0) = —4 < 0) si ricava y' = —/2y3. Separando le variabili si ha y~ 2 dy = —v/2 dt, che
integrata da —2y7% = k —/2t, e da y(0) = 2 si trova k = —/2: pertanto —2y7% = —v2(1+1) ovvero % = %(1 +1),

da cui infine y(t) = (Ht)g (definita per ¢ > —1).
(c) Per a = 0 I’equazione diventa y" = 2(t2 — iy) ovvero y" + 2iy = 2¢2, lineare a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica A\> = —2i dd A = 4pu ove p = —1 + 4; una soluzione particolare del problema non omogeneo avra la



forma (t) = at®> 4+ bt + ¢, e imponendo che §” 4 2ij = 2t* si ricava a + i(at® + bt + ¢) = iat® 4 ibt + a + ic =
t2 da cui (a,b,¢) = (—i,0,1). Le soluzioni dell’equazione completa saranno dunque tutte e sole quelle della forma
y(t) = Ae + Be ™ —it> + 1 al variare di A,B € C (da cui y'(t) = p(Ae"" — Be ') — 2it), e imponendo che
(y(0),y'(0)) = (A+B+1, (-1 +1)(A - B)) = (2,—4) siricava (A, B) = (% + 1, —% —1).
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1. Ex. 1. 2 Ex. 2.
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1. Nel piano cartesiano si abbia la funzione g: D — R con g(x,y) = 3log(z +y + 2) + 222 + 4zy .

(a) Determinare il dominio D di g. Dire quali curve di livello di g sono regolari. Mostrare che in
particolare lo & la curva di livello I' passante per il punto P(0, —1), parametrizzarla attorno a
P e determinare in due modi la retta tangente affine a I' in P.

(b) Determinare gli estremi assoluti di g sul triangolo "= {(z,y) :z+y+1>0,2 <0, |y| < 1}
(perché esistono?).

2. Nel piano cartesiano sia A = {(2,y):0<x <a,x+y >0, ax > y*} (ove a > 0).
(a) Disegnare A e calcolarne i momenti d’inerzia rispetto agli assi coordinati (si pensi che A sia
un corpo omogeneo con densita di massa p espressa in kg/m?, e che a sia espresso in metri).

(b) Dire se l'integrale [ 4 2 dx dy converge e in tal caso calcolarlo.
Piti in generale, dire per quali o € R converge 'integrale %y dx dy.
A

Si disegni ora A nel piano orizzontale (z,y) dello spazio cartesiano, si consideri la sua copia A’
nel soprastante piano orizzontale z = a, e sia E il solido cilindrico compreso tra A e A'.

(¢) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F = (x,y, 2).

. . . 2y°y” = (y)* ! +2(a — 1)
3. E dato il problema di Cauch;
P Y {yw):—l, y(0)=—1

(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita della soluzione del problema dato?

nella funzione y(t) (ove a € Z).

(b) Risolvere il problema per o = 0.

(c) Risolvere il problema per a = 1.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (05/09/2023) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Il dominio di g(=, y) 3log(z + y + 2) + 222 + 4ay & il semipiano D = {(z,9) : = +y > —2}.
Ponendo Vg = (gchyJr2 +4(z+y), 4T $+y+2 + 4:0) (0,0) si ottiene %y“ = —4(x +y) = —4z; dalla seconda uguaglianza
? = —Az ovvero 422 + 82z 4+ 3 = 0, che da = = —% oppure T = —%. Le
curve di livello di g sono dunque regolari tranne al pit quella per A(f%,O) (livello g(A) = g —3log2 ~ 2,4) e quella
per B(—%,O) (livello g(B) = 3(log3 — log2) + % ~ 1,7); in particolare lo & quella per il dato punto P(0,—1) (ovvero
T ={(z,y) : g(z,y) = g(P) = 0}). Essendo Vg(P) = (—1,3), da g(x,y) = 0 possiamo ricavare una delle due variabili
a scelta rispetto all’altra: ad esempio, esplicitando y(x) con y(0) = —1, derivando g(z,y(x)) = 0 rispetto a = si ha

?;(i;ﬂg +4x 4 4y + 4y’ = 0 da cui, calcolando per = 0, si ha 3(1+%'(0)) —4 = 0 e percid y'(0) = #; derivando ancora

si ha 3% +4+ 4y’ + 4y’ + 4zy” = 0 da cui, calcolando per z = 0, si ha 3(y"(0) — ) +4+ 24+ 2 =0da
cui y”(0) = —2. Si ha pertanto y = —1+ 2z — 227 + 0o(2*), la cui parte fino al primo ordine da la retta tangente affine
y = 2z — 1, esprimibile anche come Vg(P) - (z — 0,y — (1)) = (=1,3) - (z,y + 1) = 0.

(b) (Figura 1) 1l triangolo T' = {(z,y) : x +y+1 >0, z < 0, |y| < 1} & compatto perché chiuso (disequazioni larghe) e
limitato, ed ¢ interamente contenuto nel dominio della funzione continua g: dunque gli estremi assoluti di g su T esistono
per Weierstrass. Per cercare i punti di 7" dove tali estremi potrebbero essere raggiunti dividiamo 7" nei suoi punti interni,
nei lati privati dei vertici e nei tre vertici. L’unico punto interno in cui si annulla Vg ¢ il noto B(f%,O). Sul lato con
y =1 (con —2 < z < 0) la funzione & G(z) = g(x,1) = 3log(x + 3) + 22* + 4a; da G'(z) = %-FB +4r+4 =0si
ricava 4z” + 16z + 15 = 0, ovvero = —2 (non accettabile) e z = —2, che da il punto C(—2,1). Sul lato con z = 0
(con —1 < y < 1) la funzione ¢ G(y) = g(0,y) = 3log(y + 2), priva di punti stazionari. Sul lato con x +y = —1 &
G(z) = g(z,—1 — ) = —2(z* + 2z); da ¢'(z) = —4(z + 1) = 0 si ricava il punto E(—1,0). Vanno poi tenuti presente i
vertici P(0,—1), Q(0,1) e R(—2,1). Da g(B) = 3(log3 —log2) + 1 ~ 1,7, g(C) = 3(log 3 —log2) — 3 ~ —0,3, g(E) = 2,
g(P) =0, g(Q) = 3log3 ~ 3,4 e g(R) = 0 si nota che il massimo assoluto di g su T' & 3log3 (assunto in Q) e il minimo
¢ 3(log3 —log2) — 2 (in O).

si ricava y = 0, che messa nella prima da

2. (a) (Figura 2) L’insieme A = {(z,9) : 0 < z < a,z+y > 0, ax > y>} pud essere visto come l'unione tra il
settore parabolico A; = {(z,9): 0 <z < a,y >0, ax > 3°} el triangolo As ={(z,y): 0<z<a,z+y >0,y <0}
Ragionando per z-fili, il momento d’inerzia rispetto all’asse z ¢ I, = qu Yy dedy = p ) do f‘/ay dy = %H Iy (az/az+
2*)dx = tp[2az®/ax + 2] = B pa*, mentre quello rispetto all’asse y & I, = p [, 2° dw dy = wfy 2*(Var + x) de =
[22°\/az + 12*)§ = L2pa* (la dimensione fisica & (kg/m?) - m* = kg - m?, come atteso).
(b) Su A la funzione ¥ non ha segno costante; tuttavia, poiché essa & > 0 su A; e < 0 su Az e poiché [, ¥ dzdy
converge se e solo se convergono entrambi | Al YL dxdy (e in tal caso ¢ la loro somma algebrica), per Fubini e Tonelli
possiamo controllare l'integrabilitad con un integrale iterato separatamente su A; e su Az. Sempre ragionando per z-fili,

per A siha [ dx mydyffoa iz Q}y ‘/de— 3 [ ade = [2y/ax)§ = 14® (finito), e per As si ha foadmfi)m%dy:

o ;[;yﬂz:gz dz = —3 [ @ dz = —$a® (pure finito): pertanto [, ¥ dx dy converge e vale 1a® — a® = a®. e Per il caso
generale di [, 2%y dx dy, ragionando in modo identico, per Ay si ha [ dx [Y*" 2%y dy = fo *(3az)dr = ja [ 2 da
che converge se e solo se @ +1 > —1 (ovvero a > —2) con valore ma“‘%, mentre per Az si ha foa dx f?z %y dy =
foa w“(—%xQ)dx = —%foa 2 dz che converge se e solo se a +2 > —1 (ovvero a > —3) con valore —ma‘”&
pertanto fA x%y dx dy converge se e solo se a > —2, e in tal caso vale (m - m)ao‘+3 = maaw

(c) Tl campo F = (z,y, 2) & il classico campo radiale che emana dall’origine, nel quale ad ogni punto di R® viene associato
il vettore dato dal proprio vettore posizione. La sua divergenza V - F vale 3, dunque fE V- -Fdrdydz = 3VolE =
3aArea A = 3a [ (vax — (—x)) dz = 3a[2x\/ax + 32°]§ = 3a- fa® = Ja®. D’altra parte, la superficie esterna del solido
E ha 5 componenti: le basi inferiore e superiore A e A’, i rettangoh plani R e R’ sui piani verticaliz =aex+y=0e
il rettangolo deformato S costruito sulle basi paraboliche ax = y2. I flussi di F uscenti dalle componenti A e da R’ sono
nulli per evidente parallelismo del campo su di esse. Per A’ = {(z,y,a) : (z,y) € A} e R={(a,9,2) : [y <a,0< 2<a}
i flussi uscenti valgono rispettivamente [, (z,y,a)-(0,0,1)drdy = a Area A = %a‘o’ e ffa dy foa(a,y, z)-(1,0,0)dz =
aArea R = 2a®. Infine, il flusso uscente da S = {(z,+/az,2) : 0 < z < a, 0 < z < a} (normale associata entrante) &

x 1 0 -
dato da — foa dx foa det ( Vaz %\/a/m 0 ) dz = foa dx Oa Lazdz = %a[%z\/az]g = %a‘*. Pertanto il flusso totale di
1

F uscente da OF vale 0 + 0 + 7a +2a® + a = ;a , come prescritto da Gauss.

3. (a) L’equazione differenziale 2y*y” = (y')*™ +2(a—1) (con a€Z)e scalare del 20 ordine; essendo y(0) # 0, attorno

al dato iniziale essa pud essere posta in forma normale y” = f(t,y,y') = 2y~ *((y")*™" + 2(a —1)). Poiché f & C™
(ricordiamo che a € Z), la soluzione del problema di Cauchy ha esistenza e un1c1ta locale e anche unicita globale; quanto
all’esistenza globale, tranne il caso o = 0 (in cui I’equazione diventa y" = %(y/ — 2), lineare, con dominio della soluzione

tutto R), se a # 0 non si pud applicare il teorema di Cauchy perché f non & definita su tutto il piano delle (y,y’).

(b) Per a = 0, come detto I'equazione diventa y” = 1(y" — 2), che pud essere integrata dando y' = 1(y — 2t) + h:



imponendo le condizioni iniziali y(0) = —1 e y’(0) = —1 si ha allora —1 = (=1 — 0) 4+ h, da cui h = —1. Si ha dunque
y = 1(y—2t—1),ovvero y' +(—1)y = —t— 1, dacuiy(t) = e%t(f e*%t(—t—%)dt—i—kz). Posto T = —1t (dacuit = —27) si
ha [e 2 (—t—1)dt = [eT(2r—1)(=2dr) = — [(47—1)e" dr = —((47 —1)e” — [ 4e” dr) = —(47 —5)e” = (2t +5)e 3",
pertanto y(t) = e%t((2t+5)e*%t+k) = 2t+5+ke%t, e imponendo y(0) = —1 si ha k = —6: dunque y(¢) = 2+5—6ez’.

(c) Per a = 1 I'equazione diventa 2yy” = (y')?, autonoma del 20 ordine ed equivalente (fintanto che y(t) non si annulla,
ovvero fintanto che y(t) < 0) al sistema autonomo del 1o ordine nel piano delle fasi { Z, iz;2 . Passando all’equazione
T2y

2
9(5) _ a(-p)

9p Ay e

totale w = % dy — pdp = 0 e notando che %p( )= fi non dipende da p, si ha che p(y) = ef(fé)dy =

1
y

un fattore integrante. Detta F(y, p) una primitiva di iw = % dy — % dp, da O F = —5 si ha F(y,p) = —% + o(y) con
2 2 2
¢ da determinare, e da 9, F = 2”? +¢'(y) = 2”? si ricava ¢'(y) = 0. Si ha cosi F(y,p) = —g—y; essendo nel dato iniziale

F(-1,-1) = %, tale valore sara mantenuto lungo tutta la soluzione cercata. Ci siamo allora ricondotti all’equazione del
lo ordine —% = %, da cui p? = —y, da cui p = y = —\/—y, a variabili separabili. Da —ﬁ dy = dt integrando si ricava
2y/—y = t + k, che imponendo y(0) = —1 da k = 2: pertanto 2/—y = 2+ ¢, da cui y(t) = —(1 + 3t)* (definita finché
y(t) < 0, ovvero per t > —2).

»

1. Ex. 1. 2 Ex. 2.



