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1. Nel piano cartesiano sia g(z,y) = /22 +y> — 2z —y.
(a) Determinare quali curve di livello di g sono regolari. Parametrizzare I' = {(z,y) : g(z,y) = 2}
attorno al suo punto P(0,—1), calcolando in due modi la retta tangente affine a I" in P.
(b) Trovare gli estremi assoluti di f(z,y) =3z +y su K ='N{x?+y% <1} (perché esistono?)

(¢) (Facoltativo) Descritta I' in forma polare, determinarne il punto piu vicino all’origine (0, 0).

2. Nel piano cartesiano si abbia B = {(z,y) : z,y > 0, 22 + 3> < a?} (ove a > 0).

(a) Calcolare [ zy®drdy per a = —3 (se converge). Per quali a € R converge tale integrale?

Si consideri ora nello spazio cartesiano il solido FE = {(z,y,2) : (z,y) € B, 0< 2z <2a —z}.

(b) Disegnare E, calcolarne il volume e la coordinata z del baricentro geometrico.
(¢) Verificare il teorema di Gauss per F e il campo F = (0,0, y).

(d) Calcolare 'area dell’'unica componente non piana C' della superficie esterna di E, e verificare
la formula di Kelvin-Stokes per essa e il campo F'.

3. Si abbia il sistema autonomo (&,9) = (z(x +y), 22 — ?) nella funzioni incognite (z(t),y(t)).
(a) Cosa si puo affermare a priori su esistenza e unicita della soluzione del problema dato? De-
terminarne equilibri e orbite, disegnando possibilmente il tutto sul piano cartesiano.
(b) Risolvere il problema con i dati iniziali (z(0),y(0)) = (=3, —1) oppure (z(0),y(0)) = (—1,1).
(c) Determinare la soluzione del sistema lineare omogeneo (&,y) = (z, x —y) con dato iniziale
(2(0),y(0)) = (—3,—1), illustrando eventuali relazioni con quanto fatto nei punti precedenti.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (22/01/2024) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Data g(z,y) = v/2? + y> — 2z — y, per (z,y) # (0,0) si ha Vg = (\/z§+y2 -2, \/z;/ﬂ/z 1) = (0,0)

se e solo se x = 2/x2+y? e y = y/x%+ y?; se ne ricava r = 2y, pertanto y = 1/5y? da cui y = 0 e allora anche
z = 0. Dunque tutte le curve di livello # ¢(0,0) = 0 sono regolari; quanto alla curva g(z,y) = 0 essa ¢ data da
V2 + 42 = 2z +y, che nell’ipotesi necessaria 2z +y > 0 equivale a 22 +y? = (22 + y)? ovvero x(3z + 4y) = 0, 'unione

delle due semirette 2 = 0 con y > 0 (semiasse y) e y = —3z con @ > 0, che ha un punto irregolare (angoloso) in (0, 0).
Quanto a I' = {(z,y) : g(x,y) = 2} e al suo punto P(0,—1) si ha Vg(P) = (-2, —2), dunque da g(x,y) = 2 si puod ad
esempio esplicitare localmente y = —1 + (—=2)z + 0o(z) = —1 — 2 4 0o(z), sviluppo che troncato al primo ordine da la

retta tangente y = —1 — z, data alternativamente anche da Vg(P) - (z,y + 1) = 0.

(b) L’insieme K = I'N{z?+y* < 1} & non vuoto (ci sta P(0, —1)), chiuso (intersezione di chiusi) e limitato (perché lo & gia
il disco {x? +y? < 1}), dunque compatto: I’esistenza di estremi assoluti di f(x,y) = 3z +y su esso ne segue dal teorema
di Weierstrass. Iniziamo con l'individuare i punti di I" stazionari per f che stanno dentro al disco aperto {z® 4+ < 1}.
La condizione di Lagrange prescrive che Vg sia parallelo a Vf = (3,1), ovvero che ﬁ =3(—— m —1), da cui

3y —x = /a2 + y2: sotto la condizione necessaria 3y — x > 0, elevando al quadrato si ottiene y(4y — 3z) = 0, da cui
y=20 oppure y= 4ac Sey=0,dag(z,y) =2si ricava \;v| 2z = 2 che ha la sola soluzione x = —%: si ottiene dunque il
punto A(—2,0) (accettabile perché 3y —z > 0 e #” +y* < 1). Se invece y = 2z, da g(:r y) = 2 si ricava 4|x\ Lr=2,
ovvero 5|x\ — 11z = 8 che ha la sola soluzione # = —3: si ottiene dunque il punto B(—%,—2) (che perd non & accettablle

perché 3y — x # 0). Vanno poi esaminati i punti di I’ che cadono nel bordo del disco, ovvero tali che 22 +y? = 1: da
g(x,y) = 2 siricava 1 —2x —y = 2 ovvero y = —1 — 2z, che messa in z° + y?> = 1 da z = 0 (da cui y = —1, dunque

il noto punto P(0,—1)) oppure = —% (da cui y = £, ovvero il punto Q(—%, 2)). Dall’analisi fatta ricaviamo che gh
estremi assoluti di f(z,y) = 3z +y su K possono essere assunti solo nei punti A, P e Q: essendo f(A) = -2, f(P) =

e f(Q) = —2 si ha che il massimo assoluto & —1 (assunto in P) e il minimo assoluto & —2 (assunto in A).

(c) Sostituendo in g(z,y) = 2 le espressioni polari (z,y) = (pcos@, psin@) si ottiene p — 2pcosd — psinf = 2, da cui
p(0) = m: poiché p > 0 dovra allora essere 1 — 2cos — sin€ > 0, ovvero 2cosf + sinf < 1, disequazione
goniometrica lineare (risolvibile con le formule parametriche o con un semplice confronto grafico tra 2cosf e 1 — sin )
che nel periodo [0,27] & risolta per 5 < 6 < fp := 27 — 2arctg % La descrizione di I' in forma polare ¢ pertanto
p(0) = m con 6 € (%,00). Ora, cercare il punto di I" pilt vicino all’origine (0, 0) equivale a trovare — se c’e —

—2 2simnbocosf — () per 2sinf — cos@ = 0, ovvero tgf = 3 che in (%,600) ha la

sola soluzione 61 = 7 + arctg 1; e vale p’(6) > 0 per 2sin6 < cosf, ovvero per 61 < 6 < 6p. Dunque p(6) assume minimo
), (1 - ).

5 2 5

il minimo assoluto di p(): vale p'(6) =

assoluto in 61 = 7 + arctg %, che corrisponde su I' al punto (p(61) cos 61, p(01)sinb1) = (—(1 —

2. (a) (Figura 2) La funzione zy* & > 0su B = {(z,y) : z,y > 0, 2% +y* < a*}, dunque per Fubini e Tonelli si puo studiare
la convergenza di [, xy® dz dy con integrali iterati. Passando in coordinate polari si ha [7 df foa(p cos8)(psin6) pdp =
fog cos 0 sin® 0.do [} p>** dp, che per la convergenza in p ~ 07 (risp. 6 ~ 0") richiede che o +2 > —1 (risp. a > —1),

. . 4q2
in particolare per @ = —1 5 ottiene “T*/a

ovvero per a > —1, e in tal caso esso si integra facilmente e vale 5

aa+3 .
(a+1)(a+3)?
(b) Operando per (z,y)-fili, il volume di E = {(z,y,2) : (z,y) € B,0 <z <2a—zx} & fEdmdydz = fB d:cdyfza T dy =
520 — z)dady = fo do [ (2a — pcosO) pdp = f02 [ap® — §p° cos 01220 db = a® fo (1 — 2cosf)df = a®[f — sin6]¢ =
3"6 203, Alternativamente, operando per y-fette, notiamo che per 0 < y < a la y-fetta E, = {(z,2) : 0 < = <
a? —y2,0 < z < 2a — x} & un trapezio rettangolo di basi 2a e 2a — \/a? — y? e altezza \/a? — y? e dunque di area

1(2a+2a— \/a2—y2)\/a2—y2 *Qa\/aQ—y — f(a — %), pertanto il volume risulta 2a [ \/a? — y*>dy — 3 [} (a® —

w3

y?) dy = 2a- iﬂ'a2 — %[aZy y e = 7(12 — 7(a — a 3 = 3”6 a®, come gid trovato in precedenza. e D’altra parte si ha
Jgzdrdydz = [, dmdyf2a wzdz = 5f3(2a796) dxdy = %IQ db [ (2a— pcosb)’ pdp = %fog do [ (4a® —4dapcosf+
pcos? ) pdp = %fog 2a°p* — 3ap® cosO + 1p* cos® 0]9-0 df = ja* fO%(Q — 2cosf + Lcos®0)df = a*[20 — 4sin6 +
L0 +sinfcos)]g = ta*(m— 5+ L&) = 254" pertanto z, = (3ﬂf2)a3 Blr—61gt = lzl(ggfg)a (~0,8 a, plausibile).

(¢) Il campo F = (0,0,y) & verticale (parallelo all’asse z), dunque i suoi flussi attraverso le componenti di OF nei
piani (z,z) e (y,z) e attraverso la componente cilindrica C' sono nulli. Il flusso uscente dalla base B ¢ ®p(F) =

J5(0,0,9) - (0,0,-1)dxdy = — [, ydedy = ffog d [ (psin®) pdp = — fog sinfdf [ p>dp = —5a®. D’altra parte la
componente piana obliqua superiore P & descritta da (z,y,2a — ) con (z,y) € B (normale associata uscente), dunque

0o 1 o
Op(F) = fB det ( 0o 0 1 ) dxdy = fB ydrdy = %as. 11 flusso totale di F' uscente da OF & dunque nullo, in coerenza
Y —1 0

col fatto che F' & a divergenza nulla. Questo conferma il teorema di Gauss per E e il campo F'.
(d) La componente cilindrica C' di OF & descritta da (acosf,asinf,z) con 0 <0< T e0<2<2a—2=(2—cosb)a

(elemento d’area do = adf dz), dunque I’area di C vale f02 do f(z 00ty dy = 2 f (2 — cos @) df = a*[260 — sin 6]0% =
(mr — 1)a®. e Usando la parametrizzazione di prima (normale associata uscente), il flusso del rotore V x F' = (1,0,0)



% (2—cos0)a 1 —asiné 0 _ 2 % _ _ 42 . _1 : P —

attraverso C' vale [2 df [; det [ 0 acoso 0 |dz=a”[?(2—cosf)cosfdf = a’[2sinf—3(0+sinfcosh)] =
0 0 1

(2- %)ag. D’altra parte, partendo dal punto (a,0,0) e percorrendo il bordo di C' in senso antiorario si ha §, . F - df =

O—I—fOQa(O,O,a) -(0,a,1)dz+ [4(0,0,asin@) - (—asinb, acos b, asinf)do+0 = 02aadz—f0% a’sin® 0 df = 2a° —a®[5(0 —
2
sinfcosf)]Z = (2 — %)az come ottenuto in precedenza, il che conferma la formula di Kelvin-Stokes per C e il campo F.

3. (a) (Figura 3) 1l sistema (&,9) = f(z,9) = (z(z + y), 2° — ¢?) & autonomo del 1o ordine; essendo f di classe C*° su
tutto R?, per ogni dato iniziale la soluzione del corrispondente problema di Cauchy ha esistenza e unicita locale e anche
unicita globale. Quanto all’esistenza globale, il teorema di Cauchy-Lipschitz globale non puo essere applicato, perché la
crescita di f non e sublineare. Gli equilibri sono tutti e soli i punti della retta x 4+ y = 0; al di fuori di essa il sistema
¢ equivalente al sistema lineare (#,9) = (z, z — y), la cui equazione totale associata (z — y) de — x dy = 0 ha primitiva
F(x,y) = %(CEZ — 2zy). Le curve di livello di F, ovvero 2> — 2zy = k, si studiano e disegnano facilmente (Figura 3): per

k = 0 si ha z(z — 2y) = 0 ovvero 'unione dell’asse y e della retta y = %x, mentre per k # 0 si ha y = ﬁ—;’ﬂ una funzione

il cui grafico e costituito da due rami di curva asintotici all’asse y e alla retta y = %:C che per k > 0 intersecano ’asse x
in @ = vk mentre per k < 0 non l'intersecano. La retta & 4+ y = 0 taglia solo i rami delle curve di livello con k > 0
dividendoli in 5 orbite distinte (le semicurve e ’equilibrio), mentre per k < 0 ogni ramo di curva & un’orbita intera.

2_3
2x

(b) Nel dato iniziale (2(0), y(0)) = (=3, —1) si ha l'integrale primo x* — 2xy = 3 da cui y = =2, dunque & = z(z +y) =

3(2* — 1): separando le variabili si ha —'~ dz = 2dt, da cui integrando } log zl}‘ = 3¢+ k Dax(0) = —3si
ricava k = %log 2, dunque log )2@7;11)‘ = 3t, da cui esponenziando e ricavando z si ottiene z(t) = —;zz;ﬂ definita per

t€ (—3log2,+00); day = ‘”22;3 si ricava poi y(t) = %. e Invece il dato iniziale (z(0),y(0)) = (—1,1) sta sulla

retta degli equilibri 4+ y = 0, dunque la corrispondente soluzione & la costante (z(t),y(t)) = (—1,1).

(c) Nel sistema lineare omogeneo (&,9) = (x, * — y) con dato iniziale (z(0),y(0)) = (=3, —1), da & = z si ricava subito
x(t) = —3e’; dunque da ¢ =  —y si ha ' +y = —3e’, equazione lineare scalare che — tenuto presente il dato iniziale — si
risolve facilmente dando y(t) = —%(36z —e™"). e Poiché, come spiegato prima, con questo dato iniziale il sistema lineare
(#,9) = (z, z — y) & equivalente al sistema (&,7) = (z(z + y), ° — y?) studiato in precedenza, entrambe le soluzioni
(z(t),y(t)) trovate nei punti (b) e (c) percorreranno monotonicamente la stessa orbita (in questo caso la mezza curva
x? — 2zy = 3 che sta sotto la retta = + y = 0), fornendone in effetti due diverse parametrizzazioni.

1. Ex. 1. 2 Ex. 2. 3 Ex. 3.
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1. Sia I', l'intersezione tra il paraboloide z = 22 +y? e la quadrica 2y —z + 2y +2z = «.

(a) Per quali o € R 'insieme I'y, € una curva regolare?

(b) Parametrizzare I' = T'y localmente attorno al suo punto P(2,—1,5) determinandone in due
modi la retta tangente affine.

(c) Mostrare che I' & compatta e determinarne i punti estremi per la coordinata = (esistono?).

2. Nel piano cartesiano sia A = {(z,y):0<z<1,z(l—2)<y<1-—uz}.
(a) Disegnare® A e calcolarne il baricentro.
b) Calcolare y“drdy per a = —2 (se converge). Per quali & € R converge tale integrale?
A

Si disegni ora A nel piano orizzontale (z,y) dello spazio cartesiano, e sia F il solido che si ottiene
facendo ruotare A nel primo ottante di un angolo § attorno all’asse .
(¢) Verificare il teorema di Gauss per F e per il campo F = (0, z,0).

(d) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per la componente conica C' della superficie esterna di
FE e per il campo F'.

3. E data l'equazione 3" = 6]y[2* + (1 — @)(==; — y) nella funzione scalare y(t), ove v > 0.

(a) Cosa si puo dire a priori su esistenza e unicita della soluzione con dato di Cauchy in t = 07?
(b) Posto a = 1 determinare la soluzione con (y(0),4'(0)) = (1, —2).
(¢) Posto @ = 0 determinare la soluzione con (y(0),4(0)) = (1, —2).

M niziare studiando ¢(z) = v/z(1 —z) per 0 < & < 1, con attenzione a crescenza e pendenza agli estremi del dominio.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (09/02/2024) — Soluzioni.

. . : . 2 2 —2¢ -2y 1
1. (a) (Figura 1) La matrice jacobiana di g(z,y,2) = (z — 2° — y*, 2y —  + 2y + 22), ovvero Jy = ( ye 1 eih 2 ),
ha rango 1 se e solo se (y — 1,z + 2) = 2(—2x, —2y), il che avviene quando (z,y) = (£,—2), da cui z = 2® + y* = 32: si
trova dunque il solo punto C ( = —g, ﬁ) Pertanto I'insieme I'y, & una curva regolare per ogni a # g2(C) = %, mentre

I'_4 & una curva probabilmente irregolare in C' (in realta si puo verificare che I'_4 & costituita solo dal punto ).

(b) In Jg(2,-1,5) = ( 42 ; ) il primo minore & nonsingolare, dunque da g(z,y,z) = (0,4) si possono esprimere

—2 4
- B . S . 1—2aé —2yy =0
localmente z(z) e y(z) con z(5) = 2 e y(5) = —1. Derivando le due equazioni rispetto z si ha { Gyt oy b a2=0
da cui calcolando per z = 5 si ricava z’(5) = 0 e y'(5) = —3: gli sviluppi al primo ordine sono dunque (z(z),y(z)) =
(2+05(z—5),—1 — 2(2 = 5) + 05(z — 5)), da cui la retta tangente affine risulta { zi 31 —i(=—5 OVvero { ;y:+22 -

x — 2
Allo stesso risultato si arriva ponendo Jg4(2, —1, 5)< y+1 ) = ( ’ )
z—5
(c) Sostituendo z = 2?2 + 9% in zy — x + 2y + 2z = 4 si ottiene 2% + zy + 2y? — x + 2y = 4, un’ellisse (si noti che il
discriminante della parte quadratica & < 0) che rappresenta la proiezione di I' sul piano orizzontale: pertanto x e y sono
limitate, e lo sard anche z = 2% + y2. Abbiamo cosi provato che I' & limitata, oltre che chiusa (luogo geometrico dato da
un sistema di equazioni continue in R?), ovvero & compatta: I’esistenza degli estremi per la coordinata 2 ne segue per

y—1 x + 2 2
ovvero4y+m+2—0 Sostituendo z = —4y—2 e z = 22 +9% = (—4y —2)* +3* = 17¢* +16y+4inmy r+2y+2z=4si
ottiene 5y° +6y+1=0,dacuiy=—-loy = —1' si trovano pertanto i due punti Q(— ,—é, 25) e il gia noto P(2,—1,5)

che evidentemente sono rispettivamente il punto di minima e massima coordinata x della curva I

1 0 0
Weierstrass. La condizione di Lagrange applicata alla funzione x sulla curva I' chiede che det ( —2z -2y 1 ) =0,

2. (a) (Figura 2) Per 0 < z < 1 la funzione ¢(z) = /z(l —z) siannullainz =0exz =1ed & >0per 0 < z < 1;
la derivata ¢’ (x) = ﬁ -3z = 12?/3; ¢ > 0per 0 <z < 3, dunque p(x) & ivi crescente e ha un massimo stretto per
=1 con p(3) = % ~ 0,4; si ha infine lim,_,o+ ¢'(z) = 400 e ¢'(1) = —1. Ne segue che A ¢ I'insieme visibile in
Figura 2. e Ragionando per z-fili, l7area di A risulta f;(l —z—+z(l—x))dz = f01(1 —2)(1 — \/z) dz; posto = = t* si
haf01(1 )1 —t)2tdt = fo Pt dt =[P - 2* - "+ 2 =1-2 142 =L Sihapoi [,zdxdy=
[l a(l—a—yz(1-2))de = [} t2 1— tz)(l t)2tdt = [} 26°—t* 1" +1°) dt = [ﬁt‘*—%tﬁ—%t‘) 2t = §—§—§+% = 4L
e fAydardy—fO dmfﬁ(lim)ydy— 3 fo l—x)2 —(\/>(1—;n))2 dz =3 [, (1—x)3da:_ [4(1—33)4] = ¢, dacuile

coordinate del baricentro risultano z, = ? . % = E ~0,22 e y, = @ é =55 ~0,54.

(b) La funzione y~2 & > 0 su A, dunque per Fubini e Tonelli la convergenza dell’lntegrale fA y~2dzdy pud essere
. . . . . 1 11—z —2 _ 1jy=1—=x 1 _

verificata tramite un integrale iterato. Si ha fo dx f\/E(l—m) y “dy = fo [—y]y VE (- w) fo (f(l o~ Tx)dm =

1—x 1 1
fo Za-n @ = |y marvm

continua in x = 1); per il calcolo si ha fol ﬁ 2t dt = 2f01 7 dt = [2 log(1 + )]s = 2log2. e In generale si ha
fl dx sz o Y"dy. Per o= —1si ha f01 dx sz ) y rdy = fol(log(l —z) —log(v/z(1 —2)))dx = fo log( )dx =

dz che converge (infatti la funzione integranda m e ~o+ =2 ed e definita e

—= logacda: che converge con valore —f[m(logx - D] = % Invece per a # —1 si ottiene fo dz f\/;(px) y*dy =

aT—lfo (1 — z)>tt — 5T (1 —xz)*)de = oT—lfo — )t - xQTH)dx; notando che per « +1 < 0 si ha (1 —
a+1 [ a+1

2 (1 =25 ) ~ty 25 eche (1—2)° P (1—2F ) ~1_ (1—2)° (1—2) = (1—2)°"2, le condizioni di integrabilita

sono ‘%’1 >—-lea+2>—1, ovvero a > —3.

(¢) II campo F' = (0, z,0) & parallelo all’asse y, dunque i suoi flussi attraverso le componenti di 9F contenute nei piani
(z,y) e (y, z) sono nulli; invece il flusso uscente attraverso A’ (la componente di F contenuta nel piano (z, z), analoga
ad A) & ®u(F) = [,,(0,2,0)-(0,-1,0)dxdz = — [,, zdzdz = — [, ydrdy = —3 (come gia calcolato in (a)). La
componente P di F data dalla rotazione del grafico di p(z) = /= (1 — x) & parametrizzata in coordinate cilindriche
(riferite all’asse ) da (z,+/x(1 — x)cosy,/x(1l — x)siney)) con 0 < 2z < 1 e 0 < ¢p < T (normale associata uscente),

0 1 0
e il flusso uscente di F attraverso P & ®p(F) = fof dip fol det ( Va(l — z) sing 3Vx)cosyp  —vE(1—x)siny ) de =
0

\/Z-)sinw Vz(1 — x) cos

- fog sin ¢ cos ¢ dy -fol z(1—z)?dz = —1[—1 cos 21/1]0 [32°—22%+ 12%5 = Inﬁne la componente conica C di 0F
¢ parametrizzata in coordinate cilindriche da (z, (1 —x) cos 1, (1 x)sin®) con O < x<le0< 1/) <Z (norrnale associata

(3
(57
1

entrante), e il flusso uscente di F attraverso C risulta ®¢(F) = — f02 dip fo det ( = z) siny  — cosw —(1- z) sin 1 ) dr =
—siny (1 —x)cosyp
f02 smwcoswdw fo (1—2)*dr = [~1cos 21/1] -[-3(1 — 2)®l5 = &. Dunque il flusso totale di F uscente da OF &

—g — 24 + = =0, in coerenza col fatto che F' & a divergenza nulla. Cid conferma il teorema di Gauss per FE e F'.

(d) Usando per C la parametrizzazione vista nel precedente punto (b), il flusso del rotore V x F' = (-1, 0, 0) attraverso C



7r -1 1 0 w
vale [(2 d fol det < g :Zﬁf:f —él:za;)czisnww ) dz = [7 df fol(l —x)dx = §. D’altra parte, partendo dal punto (1,0,0)

e percorrendo il bordo di C in senso orario si ha §, , F-df =0+ fg (0,sin,0) - (0, —sin,0) diy + 0 = fog sin? ¢ dyp =
2

[%(¢ — sin 1) cos 1/1)]0% = 7 come ottenuto prima, il che conferma la formula di Kelvin-Stokes per C' e il campo F'.

3. (a) L’equazione scalare y" = 6|y[** + (1 — a)(=2; — y) (ove @ > 0) corrisponde al sistema del primo ordine
W',p") = f(y,p,t) = (p,6]y|** + (1 — @)(==5 — y)). Se nel dato iniziale (y(0),y'(0)) si ha y(0) # 0 la funzione f(y,p) &
di classe C* all'intorno del dato, dunque esistenza e unicita locale della soluzione sono assicurate; se invece y(0) = 0, nel
caso in cui 0 < 2a < 1 (ovvero 0 < a < %) la funzione non & localmente lipschitziana e dunque & possibile che si perda
I'unicita. Quanto all’esistenza globale, essa puo essere assicurata a priori solo nei casi a =0 e a = % in cui ’equazione
differenziale diventa lineare, con dominio (-3, %).

(b) Per @ = 1 I’equazione diventa y” = 6y>. Nel dato iniziale (y(0),3'(0)) = (1, —2) lintegrale dell’energia E(y, y') =
%(y')2 —f 6y dy = 7(y )2 — 2y vale 0, da cui tenendo presente la condizione iniziale y'(0) = —2 < 0 si ottiene 3y = —2y2

separando le variabili si ha y~ 2 dy = —2dt, da cui integrando e tenendo presente la condizione iniziale y(0) = 1 si ricava
f% = —2t—2,dacui y(t) = ﬁ, definita per t > —1.

(¢c) Per o = 0 I’equazione diventa y” +y = 6+ — o5 t, lineare a coefficienti costanti. Lo spazio delle soluzioni dell’omogenea
sono generate da o1 (t) = cost e p2(t) = sint. Una soluzione particolare per il termine non omogeneo 6 & evidentemente la
stessa costante 6. Invece per trovare una soluzione particolare per il termine non omogeneo __—; bisogna necessariamente
passare per il metodo dei moltiplicatori di Lagrange: essa sara della forma §(t) = c1(t)@1(t) + c2(t)p2(t) con cj(t) =

—sint 1 — _tgtech(t) =+t 1 =1 dacui c1(t) = log(cost) e c2(t) = t. Riassumendo, la soluzione generale
& y(t) = (A + log(cost))cost + (B + t)sint 4+ 6 al variare di A, B € C. Derivando si ha y(t) = —tgtcost — (A +
log(cost))sint + sint + (B + t) cost, pertanto da y(0) = A+ 6 = 1 e y'(0) = B = —2 si trova la soluzione cercata
y(t) = (log(cost) — 5)cost + (t — 2)sint + 6.

1. BEx. 1. 2 Ex. 2.



Analisi Matematica Il (Fisica e Astronomia)
Esame Scritto - Esercizi (24/06/2024)

Universita di Padova - Lauree in Fisica ed Astronomia - A.A. 2023/24

Cognome-Nome Matr. -
IN STAMPATELLO FIS / AST

1. Data la funzione g(z,y,2) =22 —2xy+ax — 2z sia S, = {(z,y,2) € R3: g(x,y,2) = a}.

(a) Per quali @ € R l'insieme S, & una superficie regolare? Parametrizzare poi S = Sy localmente
attorno al suo punto P(0, 1, —1) determinandone in due modi il piano tangente affine.

(b) Dire se esistono punti di S di distanza localmente estremale dall’asse x.

2. Nel piano cartesiano sia A = {(z,y):0 <z <a, 12?2 <y <a} (ovea>0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro.
(b) Dire se gli integrali [ 4 r%drdy e i) 4 Y@ dxdy convergono per a = —1, in tal caso calcolandoli.
Per quali a € R convergono tali integrali?
Si disegni ora A nel piano verticale (z,z) dello spazio cartesiano, e sia F il solido che si ottiene

facendo ruotare A nel primo ottante di un angolo § attorno all’asse 2.

(c) Verificare il teorema di Gauss per F e per il campo F = (z,,0).

(d) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per la componente paraboloidale P di OF e il campo F'.

3. E data equazione (y+ 1)y +y — 3t = 0 nella funzione scalare y(t).

(a) Cosa si puo dire a priori su esistenza e unicita, crescenza e convessita delle soluzioni?

(b) Calcolare tutte le soluzioni dell’equazione, in particolare quelle con dati y(0) = —1 oppure
y(1) = —1 indicandone il dominio.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (24/06/2024) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Data g(z,y,2) = 2> —2zy+z—2 si ha Vg = (1—2y, —2z,2z—1) = (0,0,0) solo nel punto A(0, 1, 1) in
cui g(A) = —%: dunque tutte le S, sono regolari eccetto S_% in A. e Per P(0,1,—1) vale Vg(P) = (—1,0,—3), dunque il
piano tangente affine a S = S in P ha equazione Vg(P) - (z—0,y—1,z—(—1)) = (-1,0,-3) - (z,y—1,z+1) = 0, ovvero
243243 = 0. Alternativamente, da g(x,y, z) = 2 all’intorno di P si puo esplicitare x(y, z) = 0—%(y—1)—:—i’(z+1)+~ e
che troncata al 1o ordine da nuovamente z = —3(z + 1).

(b) La domanda si puo riformulare come ricerca di punti di estremo locale su S della funzione f(z,y, z) = y?+2? (quadrato
della distanza dall’asse z). La condizione di Lagrange (parallelismo tra Vf e Vg, piu il vincolo g = 2) da tre punti
stazionari per f su S, ovvero B(—2,1 1), C(—2,1,2) e D(2,0,0), dei quali ora dovremo determinare la natura (punti
di max-min locale o di sella). Per D(2,0,0) in realta possiamo rispondere subito: essendo I'unico punto d’intersezione tra
S e lasse z (dunque a distanza nulla dall’asse z), D sara ovviamente il punto di minimo assoluto per f su S. Studiamo

ora la natura di B parametrizzando localmente S: da Vg(B) = (0, 2, —3) 31 puo espllcltare z(z,y) con 2(-2, 1) = -1,
e derivando due volte g(z,y, z(z, y)) = 2 rispetto a = e y si ricava zT( 30)=0, 3(-3,3) = %, Za(-2,3) = 0,
Zay(—32,3) = —2 e Zy(—3,3) = . Posta F(z,y) = f(z,y,2(z,y)) =y + 2(z,y)” si ha VF(z,y) = 2(2%, y + 24) e
— of Ga)®+2Eee  Zaty t2Ea _3 31y (0 3
Hr(z,y) = 2( AT N ) da cui VF(—2,1) = (0,0) (come necessario) e Hr(—3, 1) = 4 % )

(indefinita): cid mostra che B ¢ di sella per f su S. Similmente si vede che anche C' ¢ di sella.

2. (a) (Figura 2) L'area di A = {(z,y) : 0 < 2 < a, 12° <y < a} vale Iy (a—EmQ)dx—gcﬁ Si hapoif rdrdy =

Iy darfl sxdy = [ a(a— La?)de = 1a° e fAydacdy =/ da:fl 2ydy = 1 [(a® — Lat)de = 2a®, percid il
baricentro di A risulta il punto (i an:da? Ay, sz [aydedy) = (Sa, 2a).

(b) Le funzioni 2% e y* sono > 0 su A, dunque per Fubini e Tonelli possiamo studiarne 'integrabilitd su A tramite un
integrale iterato. e Si ha [ dw [1 ,2%dy = [ 2*(a — L2%)dx: poiché la funzione integranda & ~§ 2, la condizione

d’integrabilité ¢ che a > —1. In particolare, % non & integrabile su A. e Se a # —1 si ha foa dx filmz y*dy =

+1 fo a®t! a% 2(@+1)) dg: la condizione d’integrabilita & dunque 2(a+1) > —1, ovvero a > —%. Nel caso particolare
« = —1 si ha invece [ dz [T , idy = [y (loga — log(12?)) do = 2 [ (loga —log z) dz = 2[zloga — z(logxz — 1)]§ =
finito. Dunque i ¢ integrabile su A con valore 2a.

(c) Denotiamo le componenti di OF con C' (piana superiore), A e A’ (sui piani (x, 2) e (y, 2)) e P (paraboloidale). Il campo

= (z,9,0) ¢ orizzontale, dunque il flusso ®¢(F') attraverso C e nullo; si ha poi ®a(F) = [,(2,0,0)-(0,—-1,0)dzdz =0
e <I>A/(F) = [,(z,9,0) - ( 1,0,0)dydz = — [, zdy dz = —2d® (rlcordando quanto calcolato in (a)). La componente
P & parametrizzata da v(p,6) = (pcos, psin6, 1p*) con 0 < p<ael<0 <7 (normale associata entrante), dunque

cos® —psinb

1.2
Pp(F) = —[2do [ det( pino sing  poso )dp =2 f02 do [ p(Lp®cosf + p*sin® ) dp = 2 f02 do [ (%p* cosb +
0 0

sinf + £ (6 — sin f cos 9)]0% = (24 Z)a®. 1l flusso totale uscente di F’

. D’altra parte essendo V - F' = 1 si ha che fE V- Fdxdydz e pari al

a® = za a®: questo conferma il teorema di Gauss.

p’ sin® 0) dp = 2a® fo (£ cosf + +sin®0)df = 2(13[g
da OF vale dunque 0+ 0 — 2a® + (£ + 8)@
volume di F, che per Guldmo vale ancora 7 f A mdz dz = 5%
7r 0 cos@ —psin6 e
d) Il rotore di F' vale VX F' = (0,1,0), cost @p(VXF) = 2d0 [“det | 1 sin 0 P eos 6 dp=2 [Zsin0do [ p*dp =
0 o o
0o 2% 0
%az. D’altra parte, percorrendo in senso antiorario il bordo di P partendo da O si ha ﬁrap F-dt = fo ( y%,y,0) -

(0,1,2 )dy-&-f,r (a, asm@,O)‘(—asme,acosG,O)dG—i—fa(% %,0,0)-(1,0, 2z) dx = [ ydy—a2f0 (sin 6 cos 6 —sin ) dO —

Jy tx ?dz = 1a® —a®[—3 cos 20+ cos 6‘]0% —[£2°)§ = 3a®+3a*—3a® = 24, il che conferma la formula di Kelvin-Stokes.
3. (a) (Figura 3) L’equazione differenziale scalare (y + t)y’ +y — 3t = 0 si presenta in forma non normale. Se per una
soluzione y(t) accade che y(t) = —t si ottiene 0 - y'(t) —t — 3t = 0, ovvero t = 0: pertanto per un dato iniziale del tipo
y(a) = —a con «a # 0 non esistono soluzioni, mentre se il dato ¢ y(0) = 0 non possiamo dare al momento informazioni.
Per dati iniziali di altro tipo, ovvero y(to) = yo con yo # —to possiamo invece porre I'equazione in forma normale
y = ft,y) = H_yy: poiché f & di classe C* & garantita esistenza e unicita locale (e unicita globale finché y(t) # —t),
mentre sull’esistenza globale non possiamo dire nulla in generale. e La forma normale mostra che le soluzioni sono

crescenti/decrescenti nelle zone del piano (¢,y) ove f 2 0, mentre sulla retta y = 3¢ avranno punti di estremo relativo.
(3 y)(t+y)— (3t YAty _ 4y—ty) 3t—y

(t+y)2 (t+y)2 t+y
: ¢i0 mostra che le soluzioni sono convesse/concave nelle zone del piano (t,y)

Derivando ambo i membri rispetto a t si ha poi 3" e ricordando che y’ = si

4(y—1t)(y+3t)
(t+y)3
ove g 2 0, mentre sulle rette y = ¢t e y = —3¢ avranno punti a convessita nulla (in effetti sono due soluzioni lineari).

ha infine che y” = g(t,y) :=

(b) L’equazione totale associata (y + t)dy + (y — 3t) dt = 0 & esatta; se F(y,t) ne & una primitiva, da 9, F = y + ¢ si
ricava F(y,t) = 2y + ty + ¢(t) per qualche funzione derivabile ¢(t) da determinare; poi da 0. F =y + ¢'(t) =y — 3t si
ha ¢’(t) = —3t, ovvero (a meno di costanti additive) p(t) = —3¢*. Quindi F(y,t) = 3(y* + 2ty — 3t°) = L (y —t)(y + 3t)
& un integrale primo dell’equazione, cioé lungo ogni soluzione y(t) si avra (y — t)(y + 3t) = k per qualche costante k



dipendente dal dato iniziale, ovvero dalla soluzione stessa. e Se il dato & y(1) = —3 si ha k = 0, il che mostra subito che
la soluzione cercata ¢ y(t) = —3t (con dominio R). e Se il dato ¢ y(0) = —1 si ha k =1, da cui y* + 2ty — 1 — 3t> = 0
che risolta rispetto a y da y = £+/1 + 4¢2 — t: visto il dato andra considerato il segno meno, percio y(t) = —v/1+4t2 — ¢
(con dominio R). e Se infine il dato & y(1) = 0 si ha k = —3, da cui y* + 2ty + 3(1 — t*) = 0 che risolta rispetto a y da
y = £v4¢? — 3 — t dove stavolta andra considerato il segno pili, da cui y(t) = v/4t?> — 3 — ¢ (con dominio ]@, +o0]).

1. BEx. 1. 2 Ex. 2. 2 Ex. 3.



Analisi Matematica Il (Fisica e Astronomia)

Esame Scritto - Esercizi (21,/08/2024)

Universita di Padova - Lauree in Fisica ed Astronomia - A.A. 2023/24

Cognome-Nome Matr. -
IN STAMPATELLO FIS / AST

1. Nel piano cartesiano si consideri la curva polare I' data da p(6) = V2 tgf con 0 <6 < 5

(a) Disegnare I' e calcolarne la retta tangente nel suo punto P ottenuto per § = 7.
(b) Determinare una forma cartesiana per I', usandola per ricalcolarne la retta tangente in P.
(c) Calcolare gli estremi assoluti di f(z,y) = 3x—y su IV = {(z,y) € T : 224+y? < 4} (esistono?).

2. Nel piano cartesiano sia A= {(z,y):0<2<2a—y, 0<y<a, 22 +y*>>a®} (ovea > 0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro.
(b) Dire se gli integrali [, 9%2 dedy e [, y—lg dx dy convergono, in tal caso calcolandoli.
Si disegni ora A nel piano verticale (z, z), e sia E il solido che si ottiene ruotando A di un quarto
di giro nel primo ottante attorno all’asse z.

(¢) Verificare il teorema di Gauss per F e per il campo F' = (0,y,0).

3. E data lequazione (y” + 4y)sint = 1 nella funzione scalare y(t).

(a) Cosa si puo dire a priori su esistenza e unicita delle soluzioni, e in particolare sul loro dominio?
(b) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione, in particolare quella con y(§) =1e 3/ (5) = 0.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (21/08/2024) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) La curva polare I data da p(6) = v2 tgf (0 < 6 < Z) & parametrizzata day(0) = (p(0) cos 0, p(9) sin 6) =

(v/2sin 0, V2Em20Y: i essa la distanza dall’origine p(#) cresce con 0 verso +oo ma a divergere ¢ in realta la sola co-

cos 0
ordinata y, mentre la z cresce tendendo asintoticamente al valore v/2 sin g = V2. 1l punto ottenuto per 6 = Te
P(1,1); da ~'(8) = (v/2cos¥, \[W) si ha il vettore tangente 7'(5) = (1, 3), pertanto la retta tangente risulta

r={(1,1) + (1, 3) : t € R}, di equazione cartesiana y = 3z — 2.

(b) Ricordando le relazioni tra coordinate cartesiane e polari nel 1o quadrante, da p = V21tg 0 siricava y/z2 + 42 = /2 z,
ovvero g(z,y) = x?(x® + y?) — 2y®> = 0 con x,y > 0. Si ha Vg = (4a® + 2292, 22%y — 4y), pertanto la retta tangente in
P ¢ data anche da Vg(1,1)-(z — 1,y — 1) =6(z — 1) —2(y — 1) = 0, ovvero y = 3z — 2 come gia visto.

(c) L’insieme IV = {(z,y) € T : 2 + y* < 4} oltre che ovviamente limitato & anche chiuso (coincide con I'intersezione del
disco chiuso z? + %2 < 4 con una porzione chiusa di I abbastanza lunga, ad esempio quella con 0 < 6 < arctg 2): dunque
& compatto, e f(z,y) = 3z — y vi assume estremi assoluti in base a Weierstrass. Per il calcolo usiamo pure la forma

parametrica di I', cercando per iniziare eventuali punti stazionari di F(’y) F(y(6)) = v2(3sin6 — Sclgggg) Derivando si

ottiene F” (7) \[(3 cos 6 — 251“91";299*““3 9y = f(g’c"b 0= 25;‘;592";5 0—sin® 9y, pertanto vale F'(y) = 0 quando 3 cos® 0 —
2sin 6 cos? @ — sin® § = 0, equazione omogenea in seno e coseno. Dividendo per cos® 6 si ha tg 36 + 2tgh — 3 = 0; notata
Pevidente soluzione tgf = 1 (corrispondente al punto P, soluzione prevedibile vista che la retta tangente y = 3z — 2
trovata in precedenza & proprio f(x,y) = 2), il primo membro si fattorizza come (tgf — 1)(tg20 + tgf +3) = 0, in
cui il secondo fattore non ha soluzioni reali. Da questa ricerca troviamo dunque che il gia noto punto P & stazionario
per f su I". Dobbiamo perd tener conto anche dell’origine O(0,0) (punto di bordo di I'') e anche di eventuali punti di
T" che cadono sul bordo del disco, ovvero tali che p(f) = V2tg0 = 2, da cui 6 = arctg/2: si ricava dunque il punto
Q(g\/g, g\/g) In sostanza, dall’analisi fatta ricaviamo che gli estremi assoluti di f(x,y) = 3z —y su [" possono essere
assunti solo nei punti O, P e Q: essendo f(O) =0, f(P)=2¢e f(Q) =23 — % 6 ~ 1,8 si ha che il minimo assoluto &
0 (assunto in 0) e il massimo assoluto & 2 (assunto in P).

2. (a) (Figura 2) L’area di A= {(z,y):0< 2 <2a—y, 0<y<a, 2> +¢y*> az} trapezio rettangolo meno quarto di
cerchio, & £ (2a+a)a—fma® = 55a”. Sihapoi [, zdvdy = [ dnya Y _zdr =1 [((2a—y)*—(a®—y*))dy = 3a® e

a 2a— a 1 . . . .
Jyydedy = [ dy f\/azyfyzyd:c = [y Qay—y*—y(a®—y®)?) dy = $a®, percio il baricentro di A risulta (ma, ma),

(b) Essendo :%27 L > 0suA, per Fubini e Tonelli si puo studiarne I'integrabilita con un integrale iterato. e Per fA I% dz dy

esaminiamo [;* dy an L . Lde= [ (\/azlfyzfﬁ)dy = [arcsin £ +log(2a—y)]§ = arcsin 1+log a—log 2a = 5 —log 2,

2a—y

1 ¢ integrabile su A con tale valore. o Per [, y%dx dy esaminiamo [ dy fﬁ pdr =

valore finito: dunque

—y)—a/a2—y2
foa W dy: poiché la funzione integranda & ~g y% = y~2, lintegrale diverge a +oo.

(¢) I1 campo F = (0,y,0) & parallelo all’asse y e nullo sul piano (z,z), pertanto gli unici suoi flussi uscenti da E non

nulli sono quelli attraverso le componenti di OF sferica S e conica C. La componente sferica S si pud parametrizzare

tramite v(0,¢) = (acos@sinyp,asinfsinp,acosp) con 0 < 6, < T (normale associata uscente da E), dunque il
—asinfsiny acosbcosp

ks s 0 ks L 3
flusso uscente vale ®5(F) = f02 do f02 det < asinfsing  acosfsing  asinfcos g > dp = — foz do f02 a®sin? fsin® p dp =
0 0 —asin g
cos ¢ + 3 COS Lp}o = fg 3. invece la componente conica C' si pud parametrizzare tramite v(6, z) =

((2a—z) cos B, (2a— z) sin 6, z) con 0 <6< 7 e0< z< a(normale associata uscente da ), dunque il flusso uscente vale

3[9 sln90050} [

7(2a7 z)sin®  —cos@

@C(F) = fz d0f0 det ( (2afz)sin9 (2a — z) cos 0 —sin @ ) dz = fog sin29d0f0a(2a — 2)2 dz = [%L;CM}O%[—%(QQ —
1

0
z) 16 = 7” a®. 1l flusso totale d1 F uscente da E vale dunque 5—”(13 D’altra parte, poiché V - F' = 1, usando Guldino e

rlcordando (a) siha [,V -Fdxdydz=VolE =% [, xdrdz = E 56" a® = ?ga cio conferma il teorema di Gauss.

3. (a) L’equazione (y” +4y)sint = 1 & lineare del 20 ordine ma non in forma normale; tuttavia di certo non vi possono
essere soluzioni definite in ¢ = kxw con k € Z (infatti risulterebbe 0 = 1), pertanto per un dato iniziale ammissibile
(to, yo,yo) con to # km possiamo dividere per sint arrivando alla forma normale y” + 4y = Z1-. Da quanto sappiamo
sulle equazioni lineari possiamo dunque gia affermare che la soluzione con un qualsiasi dato iniziale ammissibile (%o, %o, ¥0)
con to € Jkm, (k + 1)7[ sara definita e unica su tutto I'intervallo aperto |k, (k + 1)[.

(b) Le soluzioni dell’equazione omogenea associata y'’ 4+ 4y = 0 sono tutte e sole quelle del tipo y(t) = A cos 2t + Bsin 2t
con A, B € C. Per trovare una soluzione particolare dell’equazione completa dobbiamo usare il metodo di variazione delle

cost;{unﬁi arbitrarie: sara del tipo §(t) = c1(t) cos 2t +ca(t)sin2t con cj(t) = =922 L — _cost e ch(t) = <2 L —
Izt — L _sint, da cui integrando si ha c1(t) = —sint e c2(t) = 1 log|tg £|+ cost. Le soluzioni dell’equazione

completa sono pertanto tutte e sole quelle del tipo y(t) = (A —sint)cos2t+ (B+ 3 log|tg |+ cost)sin2¢ con A, B € C.

us

Derivando e calcolando in ¢t = % si ottiene (y(5),y'(3)) = (—(A — 1), —2B), pertanto col dato di Cauchy assegnato



(y(%),y' (%)) = (1,0) si ricava A = B =0, da cui la soluzione cercata y(t) = (5 log|tg £| + cost)sin2t —sint cos2¢ che
usando le formule goniometriche si pud scrivere pilt semplicemente anche come y(t) = (1 + log |tg %| cost) sint, definita

su tutto l'intervallo ]0, [ come gia spiegato in precedenza.

1. Ex. 1. 2 Ex. 2.



Analisi Matematica Il (Fisica e Astronomia)

Esame Scritto - Esercizi (03/09/2024)

Universita di Padova - Lauree in Fisica ed Astronomia - A.A. 2023/24

Cognome-Nome Matr. -
IN STAMPATELLO FIS / AST

1. Nel piano cartesiano si abbia la funzione g(x,y) = 2%y — 2xy? + 3y.

(a) Quali insiemi di livello di g sono curve regolari? Detta I' la curva di livello passante per P(3,—1),
parametrizzare I' attorno a P e calcolare in due modi la retta tangente affine a I' in P.

(b) Determinare eventuali punti di I' di estremo locale per la quota y, specificandone la natura.
(c) Calcolare gli estremi assoluti di g su T = {(z,y) : 0 <y <z <2} (perché esistono?).

2. Nel piano cartesiano sia A = {(z,y) : 22 +y? < 4a?®, 0<y <z} (ove a > 0).
(a) Disegnare A e calcolarne il baricentro.
(b) Dire se gli integrali [, Tiyg dedy e [, i dz dy convergono, in tal caso calcolandoli.

Si disegnino ora A nel piano verticale (z, z) e Panaloga figura A’ nel piano verticale (y, z), e sia E
il solido che si ottiene congiungendo con segmenti le coppie di punti corrispondenti di A e A’.

(c) Calcolare il volume di E.

(d) Verificare il teorema di Gauss per E e per il campo F' = (z, —z,0).

(e) Verificare la formula di Kelvin-Stokes per I'unica componente non piana S di F e il campo F'.

3. E data lequazione (2y +t)y' = 42 — (1 — t)y nella funzione scalare y(t).

(a) Che si puo dire a priori su esistenza, unicita e crescenza delle soluzioni? Ve ne sono di lineari?

(b) Calcolare tutte le soluzioni, in particolare quelle con y(0) = —1 o y(1) = —1 o0 y(2) = —3

indicandone il dominio.



Analisi Matematica III — Esame Scritto - Esercizi (03/09/2024) — Soluzioni.

1. (a) (Figura 1) Tl gradiente di g(=x,y) = z%y — 2zy* + 3y & Vg = (2y(z — y), 2> — 4zy + 3); da Vg = (0,0) si ricavano
i punti A(1,1) e B(—1,—1), dunque tutti gli insiemi di livello di g sono curve regolari tranne al pitt quelli di livello
g(A) =2in A e g(B) = —2 in B. La curva passante per P(3,—1) & T = {(z,y) : 2%y — 22y° + 3y = —18}; vale Vg(P) =
(—8,24) = —8(1, —3), dunque si pud ad esempio esplicitare localmente z(y) = 3+ (—=2%)(y+1)+--- =3+3(y+1)+---,
da cui arrestando al 1o ordine si ha la retta tangente x = 3(y + 1) + 6 ovvero y = %m — 2; allo stesso risultato si arriva
con Vg(P)-(z —3,y+1)=0.

(b) La domanda pud essere riformulata come la ricerca di eventuali punti di estremo locale della funzione f(x,y) = ysuT.
La condizione di Lagrange equivale a = 2y(x—y) = 0 pit il vincolo ¢g(z,y) = —18; da y = 0 non si ha nessuna soluzione,
mentre da 2 = y si ha 23 — 3z —18 = 0 Che da la sola soluzione reale x = 3 e dunque il punto stazionario Q(3, 3). Essendo
Vg(Q) = (0,—24), da g(z,y) = —18 si puo esplicitare localmente y(x) con y(3) = 3; derivando I'identita g(z, y(z)) = —18
rispetto a x si ottiene 2xy +x2y’ —2y* —4ayy’ +3y = 0, e calcolando per z = 3 si ha 18 +9y/(3) — 18 —36%/(3) +3¢'(3) =0
da cui come atteso 3’ (3) = 0; derivando di nuovo si ha poi 2y +2zy’ +2xy’ +2%y" —4yy’ —dyy’ —4(y')? —4zyy” +3y" =0,
e calcolando per z = 3 si ha 6 + 9y”(3) — 36y”(3) +3y”(3) = 0 da cui y”(3) = = > 0: pertanto la curva I attorno a @ si
esprime localmente come y = 3 + %(m —3)% +---, il che mostra che Q & un punto di quota minima locale.

(c) La funzione g(z,y) = 2%y — 2xy* + 3y & continua su tutto il piano e il triangolo T' = {(z,%) : 0 < y < 2 < 2} ne & un
sottoinsieme compatto (chiuso e limitato), dunque gli estremi assoluti di g su T esistono per Weierstrass. Per la ricerca
dividiamo T nei suoi punti interni (fuori dai lati), nei suoi lati privi dei vertici e nei suoi tre vertici.  Come visto, i
punti critici di g sono A(1,1) e B(—1,—1) e nessuno si trova nell'interno di 7": dunque gli estremi assoluti di g su 7" non
potranno essere assunti in punti interni di 7. Sull’asse x con 0 < z < 2 si ha g(z,0) = 0, tutti punti stazionari. Sulla
retta 2 = 2 con 0 < y < 2 si ha G(y) := g(2,y) = Ty — 4y*: da G'(y) = 7 — 8y = 0 si ricava il punto stazionario C(2, %)
Sulla bisettrice y = 2 con 0 < < 2 si ha G(z) := g(z,2) = 3z —2*: da G’'(z) = 3— 32 = 0 si ricava il punto stazionario
A(1,1) (atteso perché gia stazionario per g). Infine si hanno i vertici O(0,0), D(2,0) e E(2,2). e Da quanto trovato, gli
estremi assoluti di g su 7' potranno essere assunti solo nei punti C, A, E, O e D (pil eventualmente tutti gli altri punti

del lato sull’asse x): essendo g(C) = 53 ~ 3,0, g(A) =2, g(E) = —2 e g(O) = g(D) = 0 (e idem su tutto il lato sull’asse
x), si ha che il minimo assoluto & —2 (assunto in E) e il massimo assoluto & 13 (assunto in C).

2. (a) (Figura 2) L’area di A = {(z,y) : 2> +y* < 4a*, 0 < y < z}, settore circolare di raggio 2a e apertura
z vale 3(2a)*°Z = Zda®. Si ha poi [ ,xdedy = fo deO pcosfpdp = [sinf]§ [1 PPl = M e [,ydedy =
Jo* do f;a psin@pdp = [— cos 0} [30°13% = 4e-v2) f> a®, perciod il baricentro di A risulta il punto ( a, S(Q_ﬁ) a).

(b) Le funzioni > e — sono > 0 su A, dunque per Fubini e Tonelli possiamo studiarne 1’1ntegrab1hta su A tramite un

2+u
integrale iterato. e Per fA W dx dy esaminiamo f04 do fo p—Qp dp = f04 do f;a % dp, che evidentemente diverge a +oo
pdp = fo% Lo db f2a dp = 2a fo% —L-df, che converge: per il

1+t2) ' 1+t2 dt =
da fo 177:2 dt = 2af0 1T—t + 15)dt = 2a [1og( 1“)}3[ ! = 2alog(v2 + 1). Dunque 1 & integrabile su A con
valore 2a log(v/2 + 1).

(c) Per calcolare il volume di F ragioniamo per z-fette. Per 0 < z < a+/2 la z-fetta ¢ un trapezio isoscele ottenuto
dalla differenza di due triangoli rettangoli isosceli di cateti v/4a® — 22 e z, dunque di area %((4a® — 2°) — 2%) = 2a° — 27,
af(Qa —2%)dz = [2a*2 — %zﬂﬁf = %ag’.

in p~0%. e Per [, X dxdy esaminiamo fo% g [

pcosQ

calcolo pomamo t=tg 29 da cui @ = 2arctgtedd = t2 dt, ottenendo cosi 2a fo

pertanto il volume di F risulta

(d) Il campo F = (x, —x,0) & orizzontale, parallelo al vettore (1, —1,0), e si annulla sul piano (y, z): ne deriva che 'unica
componente di dE attraverso cui il flusso uscente di F' & non nullo ¢ A4, e vale [, (z, —x,0)-(0,—1,0)dzdz = [, xdxdz =

4‘f 3. uguale al volume di E: poiché V- F = 1 e dunque fE V - Fdxdydz = Vol E, cio conferma il teorema di Gauss.

(e) L’unica componente non piana S di OF e formata dai segmenti che congiungono le coppie di punti corrispondenti
degli archi di circonferenza (2a cos 8,0, 2a sin 0) nei piano (x, z) e (0,2a cos 0, 2a sin #) nel piano (y, z), ottenendo cosi una
parametnzzazmne di S data da y(6,t) = (1 —t)(2acos 6,0, 2asin0) +¢(0,2acos 6, 2asin ) = 2((1 —t) cos b, t cosb,sinf)a
con 0 <6< 7 e0<t <1 (normale associata entrante). Il rotore di F' vale V x F = (0,0, —1), cosi ®5(V x F) =

x 0 —(1—t)sing —cosd x x
4a® [(* df fol det < 0 tsin® cost ) dt = 4a® [(* sinfcosfdf = 4a’[—} cos20]§ = a®. D’altra parte, percor-
-1 cos 6 0

f+as F.-dl = fo% (2a cos @, —2acos ,0) - (—2asin 6,0, 2a cos ) df +

f:\/g(x: —2,0) - (1,—1,0)dz + 0 + f02a($, —x,0)-(1,-1,0)dz = —4a2[—i cos 29]0% + [mz]i‘f@ = —a® +4a® — 2a* = d?, il
che conferma la formula di Kelvin-Stokes.

rendo in senso orario il bordo di S da (2a,0,0) si ha

3. (a) (Figura 3) L’equazione differenziale scalare (2y + t)y’ = y* — (1 — t)y si presenta in forma non normale. Se
per una soluzione y(t) accade che 2y(t) +¢ = 0, ovvero y(t) = —1it, si ottiene 0 = ¢(¢ — 2), dunque ¢ = 0 oppure
t = 2; per dati iniziali di altro tipo, ovvero y(to) = yo con 2yo + to # 0 possiamo invece porre I’equazione in forma
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normale ' = f(¢,y) = y;;%t)y: poiché f & di classe C* & garantita esistenza e unicitd locale (e unicita globale finché

2y(t) + ¢t # 0), mentre sull’esistenza globale non possiamo dire nulla in generale. e La forma normale mostra che le
soluzioni sono crescenti/decrescenti nelle zone del piano (¢,y) ove f(t,y) := % 2 0, mentre sulla retta y =1 —¢
avranno punti di estremo relativo. Imponendo a y(t) = at + b di risolvere I'equazione si ottiene a(2a + 1)t 4+ 2ab =
(@*4a)t*>+(2ab—a-+b)t+b* —b per ogni ¢, e confrontando i coefficienti corrispondenti si trovano le soluzioni (a, b) = (0, 0)
(soluzione costante y = 0) e (a,b) = (—1,0) (soluzione lineare y = —t).

(b) L’equazione totale associata w = pdy + qdt = (2y +t)dy + ((1 — t)y — y*)dt = 0 non & esatta, tuttavia notiamo

che —1 (& — 93y — fﬁ(l — (1 —t) 4+ 2y) = —1 non dipende da y, dunque e~* & un fattore integrante. Se F(y,t)

p\ ot oy
& una primitiva di e w, da 8,F = (2y + t)e™" si ricava F(y,t) = e (y* + ty) + ¢(t) per qualche funzione derivabile
©(t) da determinare; poi da O F = e '(y — 4> — ty) + ¢’ (t) = e (1 — t)y — 4°) si ha ¢'(t) = 0, ovvero (a meno di
costanti additive) ¢(t) = e~ (y* +ty). Quindi F(y,t) = e *(y* +ty) & un integrale primo dell’equazione, cio¢ lungo ogni
soluzione y(t) si avra e *(y? 4+ ty) = k per qualche costante k € R dipendente dal dato iniziale, ovvero dalla soluzione
stessa: se ne ricava y® + ty — ke' = 0, da cui y(t) = 1(£Vt2 + 4ke® — t). Notiamo che per k > 0 la soluzione y(t) &
definita su tutto R (in particolare quando k& = 0 si ritrovano le soluzioni y = 0 e y = —t gia notate nel punto precedente);
mentre invece se k < 0 il dominio & dato dalla condizione t* > 4|k|e’. o Se il dato & y(0) = —1 si ha k = 1, dunque
y(t) = —3(V/1? + 4e? +t) (dominio R). e Se il dato & y(1) = —1 si ha k = 0, dunque y(t) = —t (dominio R). e Se
infine il dato & y(2) = —1 si ha k = —%;, dunque y(t) = $(v/#> — 3e?~2 — t) (dominio dato dalla condizione t* > 3e'~?,
soddisfatta in un intervallo contenente ¢ = 2 al suo interno: si noti che negli estremi di questo intervallo il radicando si
annulla e dunque la soluzione tende asintoticamente alla retta y = —%t, ovvero 2y +t = 0).

1. Ex. 1. 2 Ex. 2. 2 Ex. 3.



