ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
_ |z
f(x) = arctan <x —5 )"

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento.

(a). Chiaramente il dominio naturale &

D::{xe]R, z—Q#O}:R\{Z}.

Notiamo che la legge della funzione puo essere scritta come

arctan(-%5;) sex > 0,0 #2
flz) = { v . (1)
arctan(.—%5) = —arctan(;%;) se x <0.
Inoltre
f(x)>0<:>’x2>0<:>:c>2, mentre f(x):()<:>|x’2:0<:>x_07
X — €Xr —

di conseguenza
f(z) <0 <= z <2

Dalla relazione (1) deduciamo che f non & né pari né dispari.

(b). 11 calcolo dei limiti della funzione (inclusi gli eventuali asintoti) da

m m
lim f(x) = lim arctan(y) = —— lim f(x) = lim arctan(y) = —
Jim f( )yzl% i W) =-3,  lm f(z) T (y) =3
lim f(x) lim arctan(y) = lim _f(x) lim_arctan(y) = —
im f(z) = limarctan(y) = — im f(z) = im arctan(y) = ——.
T—+00 y:% y—1 Y 4’ T——00 v \x|2 y——1 Yy 4
In particolare ne deduciamo che y = 7 & asintoto orizzontale per x — +o00 e che y = —7 & asintoto

orizzontale per x — —o0.

(c). Per il teorema sulla derivata della funzione composta e quello sull’algebra delle derivate, la funzione f
¢ C1(R\{0,2}). La derivabilitd in x = 0 andra studiata separatemente.



Osserviamo che vale

( tan( T ))’ 1 r—2—zx -2
arctan = . = ;
x—2 1+ 7@{22)2 (x—2)2 22+ (z—2)%
pertanto, per (1), deduciamo
—2
m se xr > 07117 ?é 2
f'(@) = (2)
2
—_—— 0.
PR P se T <
Ne deduciamo: lim,—,0+ f'(z) = F5 e quindi f{(0) = —%, f/(0) = . Di consequenza, f non & derivabile

in x = 0 dove presenta un punto angoloso.

Inoltre f ¢ strettamente crescente in (—oo, 0) mentre ¢ strettamente decrescente in (0,2) ed in (2, 4+00).
In particolare = 0 ¢ punto di minimo locale, f(0) = 0, sup f(D) = 7, inf f(D) = —%. Non vi sono punti
di massimo/minimo globali.

(d). Vedi grafico.
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Figure 1: La funzione del Tema 1

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

io (loga + 2)*
2
Pt k43



Svolgimento. Iniziamo dallo studio della condizione necessaria per la convergenza: per il teorema sulla
gerarchia degli infiniti

(loga + 2)*

1213 =0 < |loga+2|<1;

. (loga +2)* _
lim ———— = |
fm Sy =0 =

pertanto la condizione necesssaria & verificata se, e solo se, e 3 < a < e L.

Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

= (loga+2)F| = |loga + 2/*
2 k2 +3 =2 k243 3)
k=2

Per |loga+ 2| > 1, la condizione necessaria non ¢ verificata quindi la serie in (3) diverge (e la serie iniziale
non puo convergere semplicemente). Invece, per |loga + 2| < 1, abbiamo

|loga + 2* 1
<
k243 T k243
+

e quindi la serie in (3) converge per confronto con la serie Z P13 (che & convergente perché
k=2

per k — o0). Tenendo anche conto che la convergenza assoluta implica quella semplice, la serie iniziale &
sia assolutamente che semplicemente convergente per |loga + 2| < 1 cioé per e™3 < a < e L.

1
k23 "~ &2

[Da notare: per lo studio della convergenza assoluta si sarebbero potuti applicare efficacemente sia il criterio
del rapporto asintotico che quello della radice asintotico; in entrambi i casi, i due valori critici a = e™2 ed
a = e~! sarebbero dovuti essere trattati separatamente.]

Poiche i valori di a per cui e soddisfatta la condizione necessaria coincidono con quelli per cui si ha la
convergenza assoluta, non possono esistere valori di a per cui si ha la convergenza semplice ma non quella
assoluta.

In conclusione la serie iniziale converge assolutamente per e ™3 < a < e

gli stessi valori.

e converge semplicemente per

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di o > 0:

log(1 — ax — x?) +sinz

lim
z—0+ coshz —1

Svolgimento. La formula di Maclaurin per coshz da

2
coshz — 1= %—&—o(xQ) per z — 0.

Questo suggerisce di sviluppare al secondo ordine anche il numeratore. Usando le formule di Maclaurin

per log(1 + u) (sostituendovi u = —ax — z%; sostituzione consentita perché u — 0 per z — 07) e sinz,
abbiamo
2 : o (—ax—a?)? 2y2 2
log(l —ax —2°) +sinz = —ax —2° — ————— + o((—ax — 2°)°) + = + o(z) per z — 0.

Osservando che vale o((ax + 22)?) = o(2?) per x — 0, otteniamo

2

log(1 — ax — 2?) +sinz = (1 — )z + <—1 o

5 ) 2% 4 o(x?) per x — 0T,



Abbiamo quindi i seguenti casi

log(1 — ax — z?) + si 1—
1-—a)>0(a<1l) = lim og(l — aw — 27) +sinz = lim ( 2a)33+0(:c) = +00
z—0+ coshz — 1 2—0+ % + o(z?)
log(1 — ax — 22) + s 1-
l-a)<0(a>1) = lim og(l —aw —27) +sinz = lim ( QQ)x+0<m) = —00
z—0+ coshz —1 z=0t T o(22)
log(1 — 2 ; 1 a®y,2 2 _ 3.2
l-a)=0(a=1) — Ly CBl0z—aD+sine . (Cl-Fet+ol@) -2 4
z—07t coshzx —1 z—07t % + 0($2) z—0t %

COS T

= m al variare di o € IR.
sinz +x

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(z)

i) Calcolare /2 fo(x) dz.
0

ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dz al variare di « € R.
0

Svolgimento. (i). Usando il metodo di integrazione per sostituzione abbiamo

2 cosz 1 /31 1 _s log3
BT e = = = dy = S[loglylr=t = 282,
/0 2sinz + 1 * y=2sinz+1 2 /1 y Y 2[0g ’yHy,l 5

(ii). Abbiamo f € C%((0,1]); quindi I'integrale & improprio nel solo punto x = 0. Inoltre, f > 0 su (0, 1].

Se a <0,
_cosx cos
falz) = 2sinx 4 ¢ . 2z %sinx 4+ 1
quindi f, puo essere estesa per continuita su [0, 5] ponendo f,(0) = lim; 04 fo(2) = 0. Ne deduciamo
che, per a < 0 l'integrale converge.

Per o > 0, usando la formula di Maclaurin per sinz e quella per cos z, abbiamo

1+ o(x)

= — 0T,
2z + o(z) + z@ per

fa()
Quindi per x — 0T,

1 1 1
falx) ~ o Va > 1, falz) ~ 3, Pera= 1, falx) ~ s Va < 1.

Per il criterio del confronto asintotico concludiamo che I'integrale iniziale converge per o < 1 e diverge per
a>1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che ¢ scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

’ i " 3 5 2n+1
B T T _qynt1 T n ; e T T _1\n_Zz 2n+2
log(1+2z) == 5 + 3 + 4+ (=1) " +o(z"), sin(z)== =0 + = Fo et (=1) S +o(x )
2 4 xzn
COSh({E) =1 + — 4+ — + + + O(x2n+1)




ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

f(z) = arctan <2‘f’x> .

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento.

(a). Chiaramente il dominio naturale &

D::{xe]R, z—Q#O}:R\{Z}.

Notiamo che la legge della funzione puo essere scritta come

flz) = arctan(%) ) sex > 0,0 #2 ()
arctan(5—=) = —arctan(5%;) se z <0.
Inoltre
f(x)>0<:>2’x>0<:>:c<2, mentre f(x):()<:>2|x’_0<:>x_07

di conseguenza
f(z) <0 <= z>2.

Dalla relazione (4) deduciamo che f non & né pari né dispari.

(b). 11 calcolo dei limiti della funzione (inclusi gli eventuali asintoti) da

™ 7r
lim f(x) = lim arctan(y) = — lim f(x) = lim arctan(y) = ——
Jim f( )y: o W) =5,  lim f( )y: A S () = —3
lim _f(z) lim arctan(y) = —7,  lim_f(z) = limarctan(y) = -
im f(z) = im arctan(y) = —— im f(z) = limarctan(y) = —.
T—~400 y:% y——1 Y 4’ T——00 yZQILI y—1 Y 4
In particolare ne deduciamo che y = —7 ¢ asintoto orizzontale per x — +oo e che y = 7 & asintoto

orizzontale per x — —o0.

(c). Per il teorema sulla derivata della funzione composta e quello sull’algebra delle derivate, la funzione f
¢ C1(R\{0,2}). La derivabilitd in x = 0 andra studiata separatemente.



Osserviamo che vale

( tan( T ))’ 1 2—zx+zx 2
arctan = . = ;
2—z 1+ﬁ (x—2)2 224 (2—2x2)?
pertanto, per (4), deduciamo
2
m se xr > 07117 ?é 2
f'(@) = (5)
-2
—_ 0.
SR se T <
Ne deduciamo: lim,_,o+ f'(z) = £5 e quindi f{(0) = 3, f.(0) = —3. Di consequenza, f non & derivabile

in x = 0 dove presenta un punto angoloso.

Inoltre f & strettamente decrescente in (—oo, 0) mentre & strettamente crescente in (0, 2) ed in (2, +00).
In particolare = 0 ¢ punto di massimo locale, f(0) = 0, sup f(D) = 5, inf f(D) = —F. Non vi sono
punti di massimo/minimo globali.
(d). Vedi grafico.
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Figure 2: La funzione del Tema 2

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

io (loga + 3)*
2
Pt k442



Svolgimento. Iniziamo dallo studio della condizione necessaria per la convergenza: per il teorema sulla
gerarchia degli infiniti

(loga + 3)F

1 k
M:O@ lim‘ 1212 =0 < |[loga+3|<1;

11m
k—oo k2 + 2 k—o0

pertanto la condizione necesssaria & verificata se, e solo se, e ™4 < a < e72.

Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

X (loga + 3)F 7+°°|loga+3]k 6
Z k2492 _Z k2 4+92 (6)
k=2

Per |loga+ 3| > 1, la condizione necessaria non ¢ verificata quindi la serie in (6) diverge (e la serie iniziale
non puo convergere semplicemente). Invece, per |loga + 3| < 1, abbiamo

k
|loga + 3| < 1

k2+2 ~ k242
00 1
e quindi la serie in (6) converge per confronto con la serie Z P2 (che & convergente perché k%ﬁ ~ 1%2
k=2

per k — o0). Tenendo anche conto che la convergenza assoluta implica quella semplice, la serie iniziale &
sia assolutamente che semplicemente convergente per |loga + 3| < 1 cioé per e™* < a < e~2.

[Da notare: per lo studio della convergenza assoluta si sarebbero potuti applicare efficacemente sia il criterio
del rapporto asintotico che quello della radice asintotico; in entrambi i casi, i due valori critici @ = e~ ed
a = e~? sarebbero dovuti essere trattati separatamente.]

Poiche i valori di a per cui e soddisfatta la condizione necessaria coincidono con quelli per cui si ha la
convergenza assoluta, non possono esistere valori di a per cui si ha la convergenza semplice ma non quella
assoluta.

In conclusione la serie iniziale converge assolutamente per e 4 < ¢ < e ™2

gli stessi valori.

e converge semplicemente per

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di o > 0:

. log(1 — ax — %) + sinhx
lim .

z—0+ cosx — 1
Svolgimento. La formula di Maclaurin per cosx da
72
cosm—lz—?—i—o(xQ) per x — 07.

Questo suggerisce di sviluppare al secondo ordine anche il numeratore. Usando le formule di Maclaurin

per log(1 + u) (sostituendovi u = —ax — z%; sostituzione consentita perché u — 0 per z — 0F) e sinhz,
abbiamo
2 . o (—ax —a?)? 22 2
log(1 — ax —z°) + sinhz = —ax —2° — ———— 4+ o((—ax — 2°)°) + = + o(x*) per z — 0.

Osservando che vale o((ax + 22)?) = o(2?) per x — 0, otteniamo

2

log(1 — ax — x?) 4+ sinhz = (1 — o)z + <—1 - O;) 2% + o(x?) per z — 0.



Abbiamo quindi i seguenti casi

log(1 — ax — 2) + sinh z

(I1-a)>0(a<l) = lim = lim 5 —00
z—0+ cosx — 1 z—0+ _% + O(xQ)
log(1 — ax — 22 inh 1-
(1—a)<0(a>1) = lim @lzar=al)+sihe (A -az+ol@) |
z—0+ cosr — 1 a=0t T 4 o(12)
2
. log(1 — axz — 2?) + sinhx o (1= %):UQ + o(2?) ) _73 2
l—-a)=0(a=1) = lim = lim = lim =3.
( ) < ) z—07t cosx — 1 z—0t —% + 0(332) z—0t+ %

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(x) = BT ) variare di o € RR.
sinz 4 2z¢

i) Calcolare /2 fo(x) dz.
0

ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dz al variare di « € R.
0

Svolgimento. (i). Usando il metodo di integrazione per sostituzione abbiamo

z 3
2 cosw 1 =3
/0 sinx + 2 v y=sin z+2 A Y Y [ 08 ’y|]y:2 0g(3/2)

(ii). Abbiamo f € C%((0,1]); quindi I'integrale & improprio nel solo punto x = 0. Inoltre, f > 0 su (0, 1].

Se a <0,
cosx CoS T

_ _ a
falz) = sinx + 2% T yosing +2
quindi f, puo essere estesa per continuita su [0, 5] ponendo f,(0) = lim; 04 fo(2) = 0. Ne deduciamo
che, per a < 0 l'integrale converge.

Per o > 0, usando la formula di Maclaurin per sinz e quella per cos z, abbiamo

1+ o(x)

—_— — 0T,
x4 o(z) + 2z per

fa(z) =
Quindi per z — 0T,

1 1 1
falx) ~ - Vo> 1, falx) ~ 3, Pera= 1, falz) ~ o Va < 1.
Per il criterio del confronto asintotico concludiamo che I'integrale iniziale converge per o < 1 e diverge per
a>1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che ¢ scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

2 3 n 3 5 2n+1
T A N n i - ryr oLy 2n+2
log(l+z)==x 5 + 3 + -4+ (=1) - +o(z"), sinh(z) =z + 3 + ] + -+ en g 1) + o(x )
2 4 2n
B x n & 2n+1
cos(m)—177+j+ +(-1) n)! + o(x )



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 3

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

2]

f(z) = arctan <3_x> .

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento.

(a). Chiaramente il dominio naturale &

D::{xe]R, :z—3750}:R\{3}.

Notiamo che la legge della funzione puo essere scritta come

f(z) arctan(z%-) sex >0, #3 %
€Tr) =
arctan(z—=) = —arctan(z%;) se x <0.
Inoltre
f(x)>0<:>3’x>0<:>:c<3, mentre f(x):()<:>3|x’:0<:>x_07

di conseguenza
f(z) <0 <= z>3.

Dalla relazione (7) deduciamo che f non & né pari né dispari.

(b). 11 calcolo dei limiti della funzione (inclusi gli eventuali asintoti) da

™ 7r
lim f(x) = lim arctan(y) = — lim f(x) = lim arctan(y) = ——
Jim f( )y: LS ) =5,  lim f( )y: RPN () = —3
lim _f(z) lim arctan(y) =7, lm_f(z) = limarctan(y) =
im f(z) = im arctan(y) = —— im f(z) = limarctan(y) = —.
T—~400 y:% y——1 Y 4’ T——00 y::;lil y—1 Y 4
In particolare ne deduciamo che y = —7 ¢ asintoto orizzontale per x — +oo e che y = 7 & asintoto

orizzontale per x — —o0.

(c). Per il teorema sulla derivata della funzione composta e quello sull’algebra delle derivate, la funzione f
¢ C1(R\{0,3}). La derivabilitd in x = 0 andra studiata separatemente.



Osserviamo che vale

(arctan( x ))’_ 1 3—x+x 3 _
3—x _1+7(3fi)2 (z—-2)2 22+ 3-2)?
pertanto, per (7), deduciamo
s sex >0,z #3
2?2 4+ (3 —x)? ’
flx) = \ (8)
2 0.
2?2 4+ (3 —x)? Sers
Ne deduciamo: lim,_,0+ f'(z) = £3 e quindi f/(0) = %, f.(0) = —1. Di consequenza, f non & derivabile

in x = 0 dove presenta un punto angoloso.

Inoltre f ¢ strettamente decrescente in (—oo, 0) mentre ¢ strettamente crescente in (0, 3) ed in (3, 4+00).
In particolare = 0 ¢ punto di massimo locale, f(0) = 0, sup f(D) = 5, inf f(D) = —F. Non vi sono
punti di massimo/minimo globali.

(d). Vedi grafico.
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Figure 3: La funzione del Tema 3

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

io (loga + 4)*
2
Pt k4+1



Svolgimento. Iniziamo dallo studio della condizione necessaria per la convergenza: per il teorema sulla
gerarchia degli infiniti

(loga + 4)*

1 4)k
i 5O HAT lim‘ o

k—o0 k241 k=00

=0 < |loga+4| <1;

pertanto la condizione necesssaria ¢ verificata se, e solo se, e™® < a < e™3

Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

ZE k241 (9)

(loga + 4)* ‘ f |log a + 4|F
k=

Per |loga+ 4| > 1, la condizione necessaria non ¢ verificata quindi la serie in (9) diverge (e la serie iniziale
non puo convergere semplicemente). Invece, per |loga + 4| < 1, abbiamo

k
|loga + 4] < 1

K2+1 ~ k241
+o0 1
e quindi la serie in (9) converge per confronto con la serie Z Pl (che & convergente perché kQ T~ 1%2

k=2
per k — oo). Tenendo anche conto che la convergenza assoluta implica quella semplice, la serie iniziale ¢

sia assolutamente che semplicemente convergente per |loga + 4| < 1 cioé per e™® < a < e73.

[Da notare: per lo studio della convergenza assoluta si sarebbero potuti applicare efficacemente sia il criterio
del rapporto asintotico che quello della radice asintotico; in entrambi i casi, i due valori critici a = e ed

a = e~3 sarebbero dovuti essere trattati separatamente.]

Poiche i valori di a per cui e soddisfatta la condizione necessaria coincidono con quelli per cui si ha la
convergenza assoluta, non possono esistere valori di a per cui si ha la convergenza semplice ma non quella
assoluta.

In conclusione la serie iniziale converge assolutamente per eh<ag<es

gli stessi valori.

e converge semplicemente per

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di o > 0:

. log(1+ ax +2?%) —sinz
lim .
z—0+ 1 —coshz

Svolgimento. La formula di Maclaurin per coshz da

2
1—coshx:—%+o(x2) per z — 0.

Questo suggerisce di sviluppare al secondo ordine anche il numeratore. Usando le formule di Maclaurin per
log(1 4 u) (sostituendovi u = ax + 22; sostituzione consentita perché u — 0 per 2 — 07) e sin 2, abbiamo

5 (ax+ 12)?

log(1 4 ax + 2%) —sinz = ax + 2% — 5 + o((ax 4+ 2%)?) — 2 + o(x?) per x — 0.

Osservando che vale o((ax + x2)?) = o(2?) per x — 0, otteniamo

2

a) 22 + o(x?) per x — 0.

log(1 + ax + 2?) —sinz = (o — 1)z + <1— 5



Abbiamo quindi i seguenti casi

log(1 + ax + 2?) —sinz . (a— 1Dz + o(x)

a—1)>0(a>1) = lim = lim = —00
( ) ( ) z—0+ 1 —coshx z—0+ —%2 + o(x2)
log(1 ?) — si -1
(a—1)<0(a<1l) = lim op(1+ aw +a7) ST _ Yim (a 2)$+0(x):oo
z—0+ 1 —coshz 2=0t T 4 o(z2)
log(1 2) _ g 1— 22)22 4 o(22 1.2
(@—1) =0 (a=1) lim og(1+ ax + x) sine . ( 22)x o(x): i 252 .
z—0+ 1 —coshx =0t~ 4 o(2?) z—0t — I
6117
Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(z) = P Ty al variare di o € RR.

1
i) Calcolare/ fo(z) dz.
0

1
ii) Studiare la convergenza di / fa(x) dx al variare di a € R.
0

Svolgimento. (i). Usando il metodo di integrazione per sostituzione abbiamo

1 e+l q »
_ L y=e+l _
/0 ] dz i /1 " dy = [log |yl]y=7 log(e +1).

(ii). Abbiamo f € C9((0,1]); quindi I'integrale ¢ improprio nel solo punto = 0. Inoltre, f > 0 su (0, 1].
Se a <0,

e’ e’
— —
falz) = e — 14220 (e —1) 42

quindi f, puo essere estesa per continuita su [0, 1] ponendo f,(0) = lim, 04 fo(z) = 0. Ne deduciamo
che, per a < 0 l'integrale converge.
Per o > 0, usando la formula di Maclaurin per e*, abbiamo

1+ o(x)

—_— — 0T,
z + o(x) + 2z« per

fa(z) =
Quindi per x — 0T,

1 1 1
falz) ~ - Yo > 1, falz) ~ 3, Pera= 1, fa(z) ~ o Va < 1.
Per il criterio del confronto asintotico concludiamo che I'integrale iniziale converge per a < 1 e diverge per
a>1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

22 3 nt1 " " . 3 o N p2ntl B
log(l—i-a:):m—?—i—?—f—...—&—(—l) ?-i-o(m ), Sln(x)zm—§+5+...+(_1) (2n+1)1+0(x )
2 4 1_277
CObh(x) =14 =4+ =+ + + O(x2n+1)




ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 20.01.2025

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

2]

f(z) = arctan <H> .

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento.

(a). Chiaramente il dominio naturale &

D::{xe]R, :z—3750}:R\{3}.

Notiamo che la legge della funzione puo essere scritta come

(10)
arctan(.—5) = —arctan(;%3) se z <O0.

f(x):{arctan( L) sex >0,x#3

r—3
r—3

Inoltre

f(x)>0<:>’x3>0<:>:c>3, mentre f)=0 < —— =
w_
di conseguenza

f(z) <0 <= =z <3.

Dalla relazione (10) deduciamo che f non & né pari né dispari.

(b). 11 calcolo dei limiti della funzione (inclusi gli eventuali asintoti) da
. . U . . ™
lim f(z) = lim arctan(y) = —5 lim f(zr) = lim arctan(y) = 5

r—3— __lz| y——o0 z—3+ _ |zl y—4o0
y_:z;—3 y_:v—3

. . ™ . .
IEIJPOO f(x) y::‘% Z}’l—>rnl arctan(y) - Z’ QCEI*HOO f(x) y::mg yl—l>n—11 arctan(y) T

e

In particolare ne deduciamo che y = 7 & asintoto orizzontale per x — +o00 e che y = —7 & asintoto

4
orizzontale per x — —o0.

(c). Per il teorema sulla derivata della funzione composta e quello sull’algebra delle derivate, la funzione f
¢ C1(R\{0,3}). La derivabilitd in x = 0 andra studiata separatemente.



Osserviamo che vale

( tan( T ))’ 1 rT—3—=x -3
arctan = . = ;
r—3 1+ 7(;23)2 (x—3)2 22+ (z—3)%
pertanto, per (10), deduciamo
=3 sex>0,z#3
—_ x x
2 + (z — 3)? ’
flx) = (11)
3
-5 < 0.
2+ (z — 3)? e
Ne deduciamo: lim,_,0+ f'(z) = F5 e quindi f{(0) = —%, f/(0) = 1. Di consequenza, f non & derivabile

in x = 0 dove presenta un punto angoloso.

Inoltre f ¢ strettamente crescente in (—oo, 0) mentre ¢ strettamente decrescente in (0, 3) ed in (3, 4+00).
In particolare = 0 ¢ punto di minimo locale, f(0) = 0, sup f(D) = 7, inf f(D) = —%. Non vi sono punti
di massimo/minimo globali.

(d). Vedi grafico.
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Figure 4: La funzione del Tema 4

Esercizio 2 (punti 8) Al variare di a € (0, +00), studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

io (loga + 1)*
2
Pt k4+4



Svolgimento. Iniziamo dallo studio della condizione necessaria per la convergenza: per il teorema sulla
gerarchia degli infiniti

(loga + 1)*

1 1)*
i 52 TUT lim‘ o

k—o0 k2 +4 k—o00

=0 < |loga+1|<1;

pertanto la condizione necesssaria & verificata se, e solo se, e 2 < a < 1.

Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

12
kK244 k2 +4 (12)

(loga + 1) ‘ f |loga + 1|*
k=

Per |loga+ 1| > 1, la condizione necessaria non ¢ verificata quindi la serie in (12) diverge (e la serie iniziale
non puo convergere semplicemente). Invece, per |loga + 1| < 1, abbiamo

k
|loga + 1] < 1

k2+4 — k2+4
+oo 1
e quindi la serie in (12) converge per confronto con la serie Z P (che & convergente perché kg i 1%2

k=2
per k — oo). Tenendo anche conto che la convergenza assoluta implica quella semplice, la serie iniziale ¢

sia assolutamente che semplicemente convergente per |loga + 1| < 1 cioé per e™? < a < 1.
[Da notare: per lo studio della convergenza assoluta si sarebbero potuti applicare efficacemente sia il criterio
del rapporto asintotico che quello della radice asintotico; in entrambi i casi, i due valori critici a = e™2 ed
a = 1 sarebbero dovuti essere trattati separatamente.|

Poiche i valori di a per cui e soddisfatta la condizione necessaria coincidono con quelli per cui si ha la
convergenza assoluta, non possono esistere valori di a per cui si ha la convergenza semplice ma non quella
assoluta.

In conclusione la serie iniziale converge assolutamente per e=? < a < 1 e converge semplicemente per
gli stessi valori.

Esercizio 3 (punti 8) Calcolare il seguente limite al variare di o > 0:

. log(1+ ax + 2?) —sinhx
lim .
z—0+ 1—coszx

Svolgimento. La formula di Maclaurin per cosx da

2
1—cosx:%+0(x2) per z — 0.

Questo suggerisce di sviluppare al secondo ordine anche il numeratore. Usando le formule di Maclaurin per
log(1 +u) (sostituendovi v = ax + 2%; sostituzione consentita perché u — 0 per x — 0%) e sinh z, abbiamo

22
log(1 + az + 2?) — sinhz = az + 22 — (oz:l:;z) + o((ax 4 2%)?) — 2 + o(z?) per x — 0.

Osservando che vale o((ax + 12)?) = o(2?) per x — 0, otteniamo

2

log(1 + ax + 2?) — sinhz = (=1 4 a)z + <1 L

5 > 2% + o(z?) per z — 0.



Abbiamo quindi i seguenti casi
log(1 %) — sinh
((14+a)>0(a>1) = lip UTorTe) msinhe_ o (21
z—0+ 1 —cosz z—0+ =+ o(z?)
log(1 %) — sinh —1
(-1+a)<0(ae<1) = lim og(l +awta”) —sinhe i ( ;Fa)az—}-o(a:):_oo
z—0+ 1 —cosx z—0+ % + o(z?)
log(1 2) — sinh 1— 2)22 4 (22 12
(-1+a)=0(a=1) = lim og(l +aw + 27) Sln:lg:lim( 22) ( )—hm 2 1
z—0+ 1—cosz z—0+ =+ o(z?) r—0+ Z-
S al variare di o € R.

1 —cosx + x¢

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri f,(z)

i) Calcolare /2 fo(x) dx.
0

ii) Studiare la convergenza di / ’ fa(x) dz al variare di o € R.
0

Svolgimento. (i). Usando il metodo di integrazione per sostituzione abbiamo

1 2

sin 1 9
d = — dy = [log |y|]}=; = log2.
xy:_mm/l , W [log [y[l,=1 = log

2
/0 —cosx + 2
(ii). Abbiamo f € CY((0,1]); quindi I'integrale & improprio nel solo punto x = 0. Inoltre, f > 0 su (0, 1].
Se a <0, _ _
B sin _ o sin x
falz) = 1—cosz+ x¢ T ge —zacosz +1
quindi f, puo essere estesa per continuita su [0, 5] ponendo f,(0) = lim; 04 fo(2) = 0. Ne deduciamo
che, per a < 0 l'integrale converge.
Per o > 0, usando la formula di Maclaurin per sinz e quella per cos z, abbiamo
x + o(x)
= — 0T,
fa() z2/2 + o(x?) + 2 per

Yo < 2.

s opera=2  fule)~ o

Quindi per z — 0T,
foz(‘r)NE Va > 2, fa(z) ~ 322
Per il criterio del confronto asintotico concludiamo che I'integrale iniziale converge per a < 2 e diverge per

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E

o> 2.
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.
Alcuni sviluppi di Mac Laurin.
log(1 + =) =m—%2+%3+"'+(—1)"+1% +o(z"), sinh(z) :x+§—?+§+...+%
cos(z) =1— x—; + Z;: 4 (=) (zj:)' + o(z*"t)



