ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 10.02.2025

TEMA 1

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

v — 2|5

X

fz) =

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);

discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento. (a). Dominio. Per determinarlo basta x # 0; quindi dom (f) = R\ {0}.
Segno. f(x) =0 <= =2, f(z) >0 < z € (0,00)\ {2}, f(z) <0 <= z € (—00,0).

2
_ |===2[3
- —x

2
Simmetrie. f(—x) =— ‘xf'g # f(x),—f(x). La funzione non & né pari né dispari.
(b). Valgono
lim f(z) =0, lim f(z)=0;

T—00 T—r—00

la retta y = 0 € asintoto orizzontale sia per x — oo sia per x — —o0.

lim f(z) = +oo, lim f(z) = —oc;

z—0t x—0~

in z = 0 si ha un asintoto verticale.
(c). Per i teoremi sull’algebra delle funzioni derivabili e quello sulla derivabilita della funzione composta
abbiamo f € C1(R\ {0,2}). La eventuale derivabilita in x = 2 va studiata separatamente. Abbiamo

ne deduciamo

lim f'(z) = 400, lim f'(z) = —oo;

z—2+ T2~
in x = 2 la funzione presenta una cuspide.
Inoltre valgono: f'(z) =0 <= =6, f'(z) >0 < z € (2,6), f'(x) <0 < z € (—00,0)U(0,2) U
(6,00). Ne deduciamo che la funzione presenta un punto di minimo locale in = 2, un punto di massimo
locale in = 6 e che la funzione & crescente nell’intervallo [2, 6], ed ¢ decrescente (separatamente!) negli
intervalli (—o0,0), (0, 2], [6,00). La funzione & illimitata sia superiormente che inferiormente.
(d). Un abbozzo del grafico ¢ in figura.
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Figure 1: 1l grafico di f del Tema 1.

Esercizio 2 (punti 8) Studiare, per b € IR, la convergenza semplice e assoluta di

>
k=1 \/%
k
Svolgimento. Condizione necessaria per la covergenza <= limy_ % =0 <= (per il teorema sulla

gerarchia degli infiniti) <= [b| <1 «<— —-1<b< 1L

k
Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie Z;;’ol %. Applicando il criterio del
rapporto asintotico otteniamo:

. ]b]k"'l vk . vk
lim T = [b] lim
k%oox/k+1’b| k—oo /k +1

Ne deduciamo che la serie converge assolutamente (e quindi anche semplicemente) per |b| < 1. Per [b| =1,
cioe per b = +£1, va fatto uno studio separato.

Se b = 1 allora la serie iniziale & Z;ﬁ‘i ﬁ ed ¢ una serie armonica generalizzata. Diverge semplicemente

= |b|.

ed assolutamente.

Se b = —1 allora la serie iniziale & ;. (-DF

NG
per lo studio fatto per b = 1 sappiamo che quest’ultima serie diverge. Quindi la serie iniziale diverge

assolutamente. Studiamone la convergenza semplice applicando il criterio di Leibniz. A questo scopo
osserviamo che la cond. necessaria ¢ verificata e che ik ¢ definitivamente decrescente perché inversa di

. Essa converge assolutamente se converge la serie ;%5 ﬁ;

una successione crescente. Pertanto il criterio di Leibniz assicura che la serie & semplicemente convergente.
In conclusione: convergenza assoluta <= —1 < b < 1, convergenza semplice <— —1 <b < 1.

(x —sinx)®

(x+6)y/z +2

Esercizio 3 (punti 8) Sia f,(z) =

1
i) Calcolare / fo(z) dx. [Suggerimento: Usare una sostituzione.]
0

ii) Studiare la convergenza di fol fa(z) dz al variare di « € R.



Svolgimento. (). Abbiamo

! ! 1 ) Vi
/0 folz)dz = /0 mdw = (sost. z+2=1t) = /\/i m(%)dt

V3 V3/2
= 2/ ! ! = (sost. t/2 = z2) :/ ;dz = [zaurctaunz]\/g/2
vz At/2?2+1 +1 Ve 22+1 v2/2
)

= arctan(v/3/2) — arctan (v/2/2).

(ii). La funzione f, & sempre C°((0,1]) quindi presenta un unico punto di (eventuale) integrazione impro-
pria in z = 0. Inoltre su (0, 1] la funzione & positiva. Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico.
Per x — 07, usando lo sviluppo di MacLaurin del sin vale

w3a

3%(6)v/2

e quindi l'integrale ¢ convergente <= 3a > —1 cio¢ per a > —1/3.

fa(z) ~

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri l'equazione
y// _ 2y/ +y= €2t'
i) Determinare l'integrale generale.

ii) Determinare la soluzione del problema di Cauchy, y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. (i). Il polinomio caratteristico & A?> — 2\ 4 1 = 0 che ha soluzione A = 1 con molteplicita 2.
Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea associata e:

y(t) = (A + Bt) €', A, B€R.

Cerchiamo ora una soluzione particolare della forma (t) = ae?. Imponendo che § sia soluzione della EDO
iniziale, otteniamo (4a — 4a + a)e? = €?! e quindi @ = 1. Pertanto la soluzione generale della EDO iniziale
e

y(t) = (A + Bt)e' +e*, A, B eR.

(ii). Abbiamo y(t) = (A + Bt)el + €2 e y/(t) = (A + B + Bt) ¢! + 2¢%; quindi

y(0) = 1 <= A+1=1 <<= A=0
y(0) = 04+ B+2=0 <= B=-2.

In conclusione, la soluzione del problema di Cauchy &

y(t) = —2te! + &*.

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare in forma

esponenziale tutti i numeri z € C tali che 2° = z2.



Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che z = 0eé soluzione. Cerchiamo ora soluzioni z # 0. Queste
(eventuali) soluzioni possono essere scritte in forma esponenziale z = pe?® dove p = |z| € (0, 00) & il modulo
di z mentre 6 € [0,27) ¢ argomento principale di z. Allora z = pe~ . Pertanto 'equazione diventa

3,030 _ 2,—i20

p pe

Studiamone i moduli: p? = p? che ha soluzioni p = 0 (gia studiato) e p = 1. Per p = 1, I'equazione
diventa e = 7% cioe €’ = 1 ed ha come soluzione le radici quinte dell'unita: e con 6 = (2kn)/5,
k=0,1,2,3,4.

In conclusione le soluzioni della equazione iniziale sono:

z2=0,z = e, con @), = (2km)/5, k=0,1,2,3,4.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che ¢ scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 10.02.2025

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

B \x~l—2\%
o

f(z)

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);

discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento. (a). Dominio. Per determinarlo basta x # 0; quindi dom (f) = R\ {0}.
Segno. f(z) =0 <= z=-2, f(z) >0 < 2 € (0,00), f(z) <0 < z € (—00,0)\ {—2}.

2
_ |==+2I3
- —x

2
Simmetrie. f(—x) =— ‘x_f'S # f(x),—f(x). La funzione non & né pari né dispari.
(b). Valgono

lim f(z) =0, lim f(z)=0;

T—00 T—r—00
la retta y = 0 € asintoto orizzontale sia per x — oo sia per x — —o0.

lim f(z) = +oo, lim f(z) = —oc;

z—0t x—0~

in z = 0 si ha un asintoto verticale.
(c). Per i teoremi sull’algebra delle funzioni derivabili e quello sulla derivabilita della funzione composta
abbiamo f € C1(R\ {0, —2}). La eventuale derivabilita in # = —2 va studiata separatamente. Abbiamo

—2—6
F(x) = MW z € (=2,00)\ {0}
ne deduciamo
lim f'(z) = —00, lim f'(z) = oo;
z——2+F f ( ) T——2" f ( )

in x = —2 la funzione presenta una cuspide.

Inoltre valgono: f'(z) = 0 <= z = —6, f'(x) >0 <= z € (-6,-2), fl(zr) < 0 < =z €
(=00, —6) U (—2,0) U (0,00). Ne deduciamo che la funzione presenta un punto di minimo locale in x = —6,
un punto di massimo locale in x = —2 e che la funzione & crescente nell’intervallo [—6, —2], ed & decrescente

(separatamente!) negli intervalli (—oo, —6), [—2,0), (0,00). La funzione ¢ illimitata sia superiormente che
inferiormente.
(d). Un abbozzo del grafico ¢ in figura.
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Figure 2: 1l grafico di f del Tema 2.

Esercizio 2 (punti 8) Studiare, per b € IR, la convergenza semplice e assoluta di
>
=
k=1 \/E

[o]*

i 0 < (per il teorema sulla

Svolgimento. Condizione necessaria per la covergenza <= limg_,
gerarchia degli infiniti) <= [b| <1 «<— —-1<b< 1.
|b|*

e Applicando il criterio del

Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie Z:ﬁ
rapporto asintotico otteniamo:

e R R
lim ———=— = [b] lim ——= = [b].

k—oo /k + 1b] k—oo /k + 1

Ne deduciamo che la serie converge assolutamente (e quindi anche semplicemente) per [b| < 1. Per |b] =1,
cioe per b = +£1, va fatto uno studio separato.

Se b = 1 allora la serie iniziale ¢ Z;{f;’(l’ —= ed ¢ una serie armonica generalizzata. Diverge semplicemente

Vk
ed assolutamente. .
Se b = —1 allora la serie iniziale e Z,J;’? (E\/l% . Essa converge assolutamente se converge la serie Z;fl’ S%/E;

per lo studio fatto per b = 1 sappiamo che quest’ultima serie diverge. Quindi la serie iniziale diverge
assolutamente. Studiamone la convergenza semplice applicando il criterio di Leibniz. A questo scopo
osserviamo che la cond. necessaria & verificata e che S%/E ¢ definitivamente decrescente perché inversa di

una successione crescente. Pertanto il criterio di Leibniz assicura che la serie e semplicemente convergente.
In conclusione: convergenza assoluta <= —1 < b < 1, convergenza semplice <— —1 <b < 1.

(x —sinx)®

Esercizio 3 (punti 8) Sia f,(z) = ———F——.
(x+8)Vr +4

1
i) Calcolare / fo(x) dz. [Suggerimento: Usare una sostituzione.]
0

ii) Studiare la convergenza di fol fa(x) dz al variare di o € RR.



Svolgimento. (). Abbiamo

1 B 1 1 B e V5 1
/0 folx)dz = /0 mdx_ (sost. z +4 =t%) —/2 m(%)dt

V5 1 1 v5/2 g B
_ L - p
= 2/2 G271 1 = (sost. t/2=12) = /1 o 1dz = [arctan z],
)

= arctan(V/5/2) — 7 /4.

(ii). La funzione f, & sempre C°((0,1]) quindi presenta un unico punto di (eventuale) integrazione impro-
pria in = 0. Inoltre su (0, 1] la funzione ¢ positiva. Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico.
Per x — 07, usando lo sviluppo di MacLaurin del sin vale

x3a

32(16)

fa(x) ~

e quindi l'integrale & convergente <= 3a > —1 cioe per a > —1/3.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri I’equazione
y// + 2y/ +y — 62t.
i) Determinare I'integrale generale.

ii) Determinare la soluzione del problema di Cauchy, y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. (7). Il polinomio caratteristico & A? + 2\ + 1 = 0 che ha soluzione A = —1 con molteplicita
2. Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea associata e:

y(t) = (A+ Bt)e !, A B€eR.

Cerchiamo ora una soluzione particolare della forma (t) = ae?. Imponendo che § sia soluzione della EDO
iniziale, otteniamo (4a + 4a + a)e? = €?! e quindi @ = 1/9. Pertanto la soluzione generale della EDO
iniziale e

1
y(t) = (A+ Bt)e ' + §e2t, A,B€R.

(i1). Abbiamo y(t) = (A+ Bt)e '+ §e* e y/(t) = (—A+ B — Bt) e~ + 3¢%; quindi

1 8
y(0) = 1<:>A+§:1<:>A:§
, 8 2 6 2
y'(0) 0 — 9+ +9 0 — 9= 3

In conclusione, la soluzione del problema di Cauchy &

8 2 —t 12t
)= -+ =t —e".
y(0) <9+3>e ¥ e

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare in forma

esponenziale tutti i numeri z € C tali che 2° = z2.



Svolgimento. Come per il Tema 1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 10.02.2025

TEMA 3

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

B \x~l—2\%
o

f(z)

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);

discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento. (a). Dominio. Per determinarlo basta x # 0; quindi dom (f) = R\ {0}.
Segno. f(z) =0 <= z=-2, f(z) >0 < 2 € (0,00), f(z) <0 < z € (—00,0)\ {—2}.

1
_ |==+2I3
- —x

1
Simmetrie. f(—x) =— ‘x_f'S # f(x),—f(x). La funzione non & né pari né dispari.
(b). Valgono

lim f(z) =0, lim f(z)=0;

T—00 T—r—00
la retta y = 0 € asintoto orizzontale sia per x — oo sia per x — —o0.

lim f(z) = +oo, lim f(z) = —oc;

z—0t x—0~

in z = 0 si ha un asintoto verticale.
(c). Per i teoremi sull’algebra delle funzioni derivabili e quello sulla derivabilita della funzione composta
abbiamo f € C1(R\ {0, —2}). La eventuale derivabilita in # = —2 va studiata separatamente. Abbiamo

—2x—6 _
) ={ e v e 7200 0]
ne deduciamo
lim f'(z) = —oc0, lim f/'(x) = oc;
z——27F T——2"

in x = —2 la funzione presenta una cuspide.

Inoltre valgono: f'(z) = 0 <= z = -3, f'(z) >0 <= z € (-3,-2), fl(z) <0 < =z ¢
(=00, —3) U (—2,0) U (0,00). Ne deduciamo che la funzione presenta un punto di minimo locale in x = —3,
un punto di massimo locale in x = —2 e che la funzione & crescente nell’intervallo [—3, —2], ed & decrescente

(separatamente!) negli intervalli (—oo, —3), [—2,0), (0,00). La funzione ¢ illimitata sia superiormente che
inferiormente.
(d). Un abbozzo del grafico ¢ in figura.
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Figure 3: 1l grafico di f del Tema 3.

Esercizio 2 (punti 8) Studiare, per b € IR, la convergenza semplice e assoluta di

>
2/3"
k=1 k
k
Svolgimento. Condizione necessaria per la covergenza <= limg_.o k‘f;% =0 <= (per il teorema sulla

gerarchia degli infiniti) <= [b| <1 «<— —-1<b< 1L

k
Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie Z;ZOOI %. Applicando il criterio del

rapporto asintotico otteniamo:

‘b‘kJrl L2/3 ) 2/3

lm — "y lim ——— — 3.
koo (k + 1)2/3 [blF ‘M££4k+nws 1]

Ne deduciamo che la serie converge assolutamente (e quindi anche semplicemente) per |b| < 1. Per [b| = 1,
cioe per b = +1, va fatto uno studio separato.

Se b = 1 allora la serie iniziale e ZZFS k21/3 ed € una serie armonica generalizzata. Diverge semplicemente
ed assolutamente. i

Se b = —1 allora la serie iniziale e Z;ﬁ? (;271/)3 Essa converge assolutamente se converge la serie Z;ﬁ? kg—l/s;
per lo studio fatto per b = 1 sappiamo che quest’ultima serie diverge. Quindi la serie iniziale diverge
assolutamente. Studiamone la convergenza semplice applicando il criterio di Leibniz. A questo scopo
osserviamo che la cond. necessaria e verificata e che l#% ¢ definitivamente decrescente perché inversa di
una successione crescente. Pertanto il criterio di Leibniz assicura che la serie ¢ semplicemente convergente.

In conclusione: convergenza assoluta <= —1 < b < 1, convergenza semplice <— —1 <b < 1.

(1 —cosz)”

(x+8)Vr+4

Esercizio 3 (punti 8) Sia f,(z) =

1
i) Calcolare / fo(x) dzx. [Suggerimento: Usare una sostituzione.]
0

ii) Studiare la convergenza di fol fa(x) dz al variare di o € IR.



Svolgimento. (). Abbiamo

! ! 1 ) Vi
/0 folx)dz = /0 M—xmdx = (sost. z+4 =t7) :/2 W(%)dt

V5 1 v5/2
= 2/2 1027 1dt (sost. t/2 = z) /1 o 1dz [arctan z];

= arctan(V5/2) — 7 /4.
(ii). La funzione f, & sempre C?((0,1]) quindi presenta un unico punto di (eventuale) integrazione impro-
pria in z = 0. Inoltre su (0, 1] la funzione & positiva. Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico.

Per z — 07, usando lo sviluppo di MacLaurin del cos vale

:CQa

fa(x) ~ 24(16)

e quindi l'integrale & convergente <= 2a > —1 cioe per a > —1/2.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri I’equazione

y// + 2y/ + y = 67215'

i) Determinare l'integrale generale.

ii) Determinare la soluzione del problema di Cauchy, y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. (7). Il polinomio caratteristico & A? + 2\ + 1 = 0 che ha soluzione A = —1 con molteplicita
2. Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea associata e:
y(t) = (A+ Bt)e ™™, A, B eR.

Cerchiamo ora una soluzione particolare della forma g(t) = ae~2!. Imponendo che 7 sia soluzione della
EDO iniziale, otteniamo (4a —4a +a)e 2! = ¢=2 e quindi a = 1. Pertanto la soluzione generale della EDO
iniziale e

y(t) = (A+Bt)e ' +e % A BcR
(ii). Abbiamo y(t) = (A+ Bt)e '+ e 2 e y/(t) = (—A+ B — Bt)e ! — 2¢7%; quindi

y(0) = 1 <= A+1=1 <= A=0

yY(0) = 0+ B-2=0 <<= B=2,
In conclusione, la soluzione del problema di Cauchy &

y(t) = 2te™" + 72,

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare in forma

esponenziale tutti i numeri z € C tali che 2° = z2.

Svolgimento. Come per Tema 1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.




ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 10.02.2025

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione

o — 2|5

X

fz) =

(a) determinarne il dominio, il segno ed eventuali simmetrie
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
(c) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata (compresi i limiti della derivata ove necessario);

discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali punti
di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento. (a). Dominio. Per determinarlo basta x # 0; quindi dom (f) = R\ {0}.
Segno. f(x) =0 <= =2, f(z) >0 < z € (0,00)\ {2}, f(z) <0 <= z € (—00,0).

1
_ ===2[3
- —x

1
Simmetrie. f(—x) =— ‘xf'g # f(x),—f(x). La funzione non & né pari né dispari.
(b). Valgono
lim f(z) =0, lim f(z)=0;

T—00 T—r—00

la retta y = 0 € asintoto orizzontale sia per x — oo sia per x — —o0.

lim f(z) = +oo, lim f(z) = —oc;

z—0t x—0~

in z = 0 si ha un asintoto verticale.
(c). Per i teoremi sull’algebra delle funzioni derivabili e quello sulla derivabilita della funzione composta
abbiamo f € C1(R\ {0,2}). La eventuale derivabilita in x = 2 va studiata separatamente. Abbiamo

fl(x) = 3(;221)’2(3,332 v € (2,00)

ne deduciamo

lim f'(z) = 400, lim f'(z) = —oo;

z—2+ T2~
in x = 2 la funzione presenta una cuspide.
Inoltre valgono: f'(z) =0 <= =3, f'(2) >0 < z € (2,3), f'(x) <0 < z € (—00,0)U(0,2) U
(3,00). Ne deduciamo che la funzione presenta un punto di minimo locale in = 2, un punto di massimo
locale in = 3 e che la funzione & crescente nell’intervallo [2, 3], ed ¢ decrescente (separatamente!) negli
intervalli (—o0,0), (0,2], [3,00). La funzione & illimitata sia superiormente che inferiormente.
(d). Un abbozzo del grafico ¢ in figura.
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Figure 4: 11 grafico di f del Tema 3.

Esercizio 2 (punti 8) Studiare, per b € IR, la convergenza semplice e assoluta di

+o0 bk

2

k=1

k
Svolgimento. Condizione necessaria per la covergenza <= limg_.o k‘g% =0 <= (per il teorema sulla
gerarchia degli infiniti) <= [b| <1 «<— —-1<b< 1L

k
Studiamo la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie Z;ZOOI ,L’;%. Applicando il criterio del

rapporto asintotico otteniamo:
‘b‘ k+1  p3/4 3/4

A gy e~ o m e = P

Ne deduciamo che la serie converge assolutamente (e quindi anche semplicemente) per |b| < 1. Per [b| = 1,
cioe per b = +1, va fatto uno studio separato.

Se b = 1 allora la serie iniziale e Zgj{ k31/4 ed € una serie armonica generalizzata. Diverge semplicemente
ed assolutamente. i

Se b = —1 allora la serie iniziale e Z;ﬁ? (;371/21 Essa converge assolutamente se converge la serie Z;ﬁ? ﬁ;
per lo studio fatto per b = 1 sappiamo che quest’ultima serie diverge. Quindi la serie iniziale diverge
assolutamente. Studiamone la convergenza semplice applicando il criterio di Leibniz. A questo scopo
osserviamo che la cond. necessaria e verificata e che # ¢ definitivamente decrescente perché inversa di
una successione crescente. Pertanto il criterio di Leibniz assicura che la serie ¢ semplicemente convergente.

In conclusione: convergenza assoluta <= —1 < b < 1, convergenza semplice <— —1 <b < 1.

(1 —cosz)”

(x+6)Vz+2

Esercizio 3 (punti 8) Sia f,(z) =

1
i) Calcolare / fo(x) dzx. [Suggerimento: Usare una sostituzione.]
0

ii) Studiare la convergenza di fol fa(x) dz al variare di o € IR.



Svolgimento. (). Abbiamo

! ! 1 ) Vi
/0 fo(x)dx = /0 Groviis T_i_Qdmz (sost. :13+2:t):/\/§ 7(t2+4)ﬁ(2t)dt

Vi1 o1 V32 q s
= ——— dt= — ) = = /2
= 2 /\/§ 17T 1dt (sost. t/2 = z) /\/5/2 o ldz [arctan z]\/i/2

= arctan(v/3/2) — arctan (v/2/2).

(ii). La funzione f, & sempre C°((0,1]) quindi presenta un unico punto di (eventuale) integrazione impro-
pria in z = 0. Inoltre su (0, 1] la funzione & positiva. Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico.
Per x — 0T, usando lo sviluppo di MacLaurin del cos vale

$2a

2%(6)v/2

e quindi 'integrale & convergente <= 2a > —1 cioe¢ per a > —1/2.

fa(x> ~

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri l'equazione

y// - 2y/ +y= e—2t_

i) Determinare I'integrale generale.

ii) Determinare la soluzione del problema di Cauchy, y(0) =1, 3/(0) = 0.

Svolgimento. (i). Il polinomio caratteristico &: A2 — 2\ + 1 = 0 che ha soluzione A = 1 con molteplicita 2.
Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea associata e:

y(t) = (A+ Bt) €', A, BeR.
Cerchiamo ora una soluzione particolare della forma g(t) = ae~2!. Imponendo che 7 sia soluzione della
EDO iniziale, otteniamo (4a+4a+a)e™? = e~ e quindi a = %. Pertanto la soluzione generale della EDO
iniziale e )
y(t) = (A+ Bt)e' + §e—%, A,B€R.

(i7). Abbiamo y(t) = (A+ Bt)e' + $e 2" e ¢/(t) = (A+ B+ Bt)e' — 2e72!; quindi

1 8

y(0) = 1<:>A+§:1<:>A:§
8 2 2
! - — B——-= B=—=—.
y'(0) O<:>9+ 5 0 = 5=3

In conclusione, la soluzione del problema di Cauchy e

8 2\, 1
t)=|(=-+4+ =t — .
y(t) <9+3>e+96

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare in forma

esponenziale tutti i numeri z € C tali che 2° = z2.



Svolgimento. Come per Tema 1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

+ o(z®™th)



