ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Correzione Appello del 09.02.2026

TEMA 1

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
g -1
f(2) = (@ — 1%
(a) determinare il dominio, il segno ed eventuali simmetrie di f e discuterne la continuita,;
(b) calcolare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti e prolungamenti per continuita,;

(c) calcolare la derivata prima e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove neces-
sario); discutere la monotonia di f e determinare 1’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento:

(a) Il dominio della funzione ¢ R\ {1}. La funzione & positiva sul suo dominio perché prodotto di funzioni
positive ed e continua nel dominio perché composizione di funzioni continue. Non ci sono simmetrie
perché il dominio non é simmetrico.

1

(b) Consideriamo dapprima i limiti in £o0. Siccome liljl:l e =1 =1, si ha
T—>1T 00

lim f(z) = 4oc.

xr—r*+00

Non ci sono asintoti obliqui in quanto

lim M = Fo0.
r—t+oo I

Passando ora al limite in 1 si ha

—1)2
lm f(z) = lim E=H g
z—1+ =1t orTT

—1)2
lim f(z)= lim u =0,
x—1- z—=17 e1-g

per cui lim , 1 f(z) = 0 e di conseguenza f & prolungabile per continuita in z = 1. La funzione
prolungata &

r . f(.f) 377&1,
0 z=1.

(¢) La funzione f & C*(R\ {1}) perché composizione di funzioni C'(R\ {1}). Per z # 1 si ha

f’(g;) = 2(37 — 1)6_ﬁ + (x - 1)26_ﬁ (sgn(x—l))

|z —1J?

1
1 {ez 1 (2x—1) x>1,

=e -1 (2(z —1) +sgn(z — 1)) = ef‘zg” (2z — 3) <1




Di conseguenza ~ ~
lim f'(z) = lim f'(z)=0

r—1+ T—1—

Quindi f e derivabile anche in zg = 1 con derivata uguale a 0.

Studiamo il segno della derivata prima per dedurre la monotonia. Per ogni x > 1 si ha f’ (z) > 0 dato
che 22 —1 > 0 e quindi la funzione ¢ strettamente monotona crescente. Se 2 < 1 si ha f'(z) < 0 dato
che 2 — 3 < 0 e quindi la funzione & strettamente monotona decrescente. Abbiamo quindi ottenuto
che zp = 1 ¢ punto di minimo relativo. Poiché f & sempre positiva, il punto & di minimo globale. Si

ha min f = f(1) = 0, sup f = +oc.

(d) 11 grafico della funzione segue:

Y

Esercizio 2 (punti 8) (a) Determinare I'ordine di infinito o infinitesimo della successione
sinh (%) — arctan (%) + %
n {, /1+ n% - 1}

e stabilire se a,, ¢ positiva o negativa da un certo N in poi (definitivamente).
400

(b) Studiare la convergenza della serie Z an per a, del punto (a).
n=1

Svolgimento: (a) Utilizzando gli sviluppi di Mc Laurin si ha

Ay —

bt o) — (G- g toli) +ib gl tol) | 7

— n n3

n3 L
" n[l+ 5tz +o(l) —1] = +o(L)  n?

Questo significa che a, ha ordine di infinitesimo pari a 2 ed & definitivamente positiva, essendo asintotica

ad una successione definitivamente positiva.

(b) Grazie al fatto che a, € definitivamente positiva posso applicare il criterio del confronto asintotico.

Poiché la serie Y7, % ¢ convergente, deduco allora che anche la serie in esame ¢ convergente.

Esercizio 3 (punti 8) Data la funzione f,(z) = 2%/2|z — ale~**:

/O * () d.

(a) Calcolare 'integrale



(b) Studiare la convergenza di

/ " ) de

al variare di a € R.

Svolgimento:

(a) Dobbiamo calcolare
3 2 3
I= / z|z — 2|e”* do = / (2 —z)e * da —I—/ z(z —2)e™ ¥ dx
0 0 2

2 3
= —/ z(z —2)e % dx + / z(z —2)e % du.
0 2

Calcoliamo dapprima l'integrale indefinito integrando per parti. Nella prima integrazione per parti

uso f(z) = z(z —2) da cui f'(z) = 2z — 2 e ¢/(x) = e 2% per cui una scelta di g & g(z) = 76—2290
Nella seconda integrazione per parti uso invece f(x) = x — 1 per cui f/(z) = 1 e ¢'(x) = e 2%, per
cui scelgo g(z) = —3e 2%, Si ha

B oy 2 e—2x B e—2x B o 6—21’ B 0w
z(x —2)e = de = —(z° — 2x) + [ (22 —2) 5 dx = (2x — %) + [(z—1)e “*dx

2 2
2 —2x —2x
— -+ @0 - [ ds
—2x 1 —2x
:(2x—m2—x+1)e + /edeq;:(a:—:c2+1—2)62
67296
=2z —22° +1)—.
Per calcolare I resta dunque da valutarlo agli estremi
6—21: r=2 —2z77=3
I=-— (230—29:2—#1)} + [(2x—2$2+1)
4 =0 =2
et 1 e 6
=—-24-841)—+-+(6-184+1)—
(-8+ 1)+ 7+ (6-18+ 1)
_ 6e? L 11e % 6e? 4 ¢ — 11
4 4 4 4ef ‘

(b) La funzione integranda ¢ positiva quindi posso applicare il criterio del confronto asintotico.

Per a > 0 I'unico estremo d’integrazione impropria ¢ +o0o. Si ha, per x — +oc:

),

fa(z) ~ ratlear — o(p

poiché per gerarchia degli infiniti e=** = o(mfgf?’) per x — oo. Poiché floo x—g dx converge, anche
Iintegrale in esame converge per il criterio del confronto asintotico.
Per a < 0 ho due estremi di integrazione impropria. Per z — 07 si ha

fa(@) ~ |afz>.

Dunque l'integrale converge in 0 se e solo se —a/2 < 1 ovvero se a > —2. Per z — 0o, vale come sopra

a la] .. . .. . .
fa(z) ~ z2 e = g~ 2 Hlelalr | che stavolta ha limite 400 per gerarchia degli infiniti. L’integrale
dunque diverge a +0o per ogni a < 0.



Per a = 0 si ha fy(x) = |z| il cui integrale tra 0 e +o00 diverge.

In definitiva l'integrale converge se e solo se a > 0.

Esercizio 4 (punti 8) Determinare l'integrale generale (cioe I'insieme delle soluzioni) dell’equazione
differenziale
y// _ 2ay/ +a2y — 64t

al variare del parametro a € IR.

Svolgimento: Si tratta di un’equazione del second’ordine lineare non omogenea. Le soluzioni si trovano
dunque come

y(t) = yo(t) + (1),
dove yy ¢ l'integrale generale dell’omogenea associata e § ¢ una soluzione particolare che si trova per
somiglianza.

Per trovare yo studio yj — 2ay) + a’yy = 0. L’equazione caratteristica associata ¢ A% — 2a\ + a® =
0 <= (A —a)? = 0. Tale equazione ammette un solo zero (doppio) pari a A = a. L’integrale generale
dell’omogenea associata ¢ dunque

yo(t) = Cleat + Cgteat, C1,Cy € R.

La forma della soluzione particolare ¢ dipende dal parametro a.

Se a # 4, cerco §j(t) = Ce*, da cui §/(t) = 4Ce* e () = 16Ce*. Imponendo la validita dell’equazione
differenziale si ottiene:
1

16Ce — 8Cae' + Ca’e’t = ! «— C(16 —8a+d*) =1 — C= @ D
0 _

La soluzione particolare ¢ dunque g(t) = &.

Se a = 4, cerco §(t) = Ct?e*, da cui §/(t) = 20e* (t + 2t2), §"(t) = 2Ce* (1 4 8t + 8t2). Imponendo la
validita dell’equazione differenziale si ottiene:

Ce' (24 16t + 16t* — 16t — 32> + 16t%) = ¥ = C = -.

_ t2€4t

La soluzione particolare & dunque §(t) 5

In conclusione, si ha

a a ett
y(t): Cl€t+cgt€:+m (I?é4
(C1+ Cot + %)6475 a=4,

Tempo: Due ore e mezza (comprensive della parte di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato

tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 09.02.2026

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
g —1_
f(2) = (@ — 2%
(a) determinare il dominio, il segno ed eventuali simmetrie di f e discuterne la continuita,;
(b) calcolare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti e prolungamenti per continuita,;

(c) calcolare la derivata prima e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove neces-
sario); discutere la monotonia di f e determinare 1’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento

(a) Il dominio della funzione ¢ R\ {2}. La funzione & positiva sul suo dominio perché prodotto di funzioni
positive ed e continua nel dominio perché composizione di funzioni continue. Non ci sono simmetrie
perché il dominio non é simmetrico.

1
(b) Consideriamo dapprima i limiti in £o0. Siccome liljl:l e 1#=21 =1, si ha
T—rT 00

lim f(z) = 4oc.

xr—r*+00

Non ci sono asintoti obliqui in quanto

lim M = Fo0.
r—t+oo I

Passando ora al limite in 1 si ha

—9)2
lm f(z) = lim S22 g
x—2+ =2t o33
—9)2
lim f(z)= lim u =0,
T2~ T—27  e2—g

per cui lim ;5 f(z) = 0 e di conseguenza f & prolungabile per continuita in z = 1. La funzione
prolungata &

r . f(.f) 377&2,
0 T =2.

(¢) La funzione f & C*(R\ {2}) perché composizione di funzioni C'(R \ {2}). Per z # 2 si ha

F(@) = 2z — 2)e 70 4 (2 — 2)2 (Sgn(l‘—2)>

=e 2 (2(x —2) +sgn(z — 2)) =

1
1 {e 2 (25 —3) x> 2,
1



Di conseguenza ~ ~
lim f'(z) = lim f'(z)=0

z—2+ T2~
Quindi f & derivabile anche in g = 2 con derivata uguale a 0.

Studiamo il segno della derivata prima per dedurre la monotonia. Per ogni z > 2 si ha f’ (z) > 0 dato
che 22 — 3 > 0 e quindi la funzione & strettamente monotona crescente. Se x < 2 si ha f’ (x) < 0 dato
che 2z — 5 < 0 e quindi la funzione & strettamente monotona decrescente. Abbiamo quindi ottenuto
che zp = 2 & punto di minimo relativo. Poiché f e sempre positiva, il punto € di minimo globale. Si
ha min f = f(2) =0, sup f = +0o0.

(d) Il grafico della funzione segue:

Y

Esercizio 2 (punti 8) (a) Determinare l'ordine di infinito o infinitesimo della successione
sin (%) — arctan (%) + %

n[ 1+%—1}

n

ap =

e stabilire se a,, ¢ positiva o negativa da un certo N in poi (definitivamente).
+oo

(b) Studiare la convergenza della serie Z ap per ay del punto (a).
n=1

Svolgimento: (a) Utilizzando gli sviluppi di Mc Laurin si ha

e o) — (G gm toles) T gs tolps) 13
an— 1 1 — 1 1 ~ T, n — o0.
n 1+ g5 +o(55) — 1] gz toliz)  12n

Questo significa che a,, ha ordine di infinitesimo pari a 1 ed & definitivamente positiva, essendo asintotica
ad una successione definitivamente positiva.

(b) Grazie al fatto che a,, € definitivamente positiva posso applicare il criterio del confronto asintotico.
Poiché la serie Y7, % e divergente, deduco allora che anche la serie in esame ¢ divergente.

Esercizio 3 (punti 8) Data la funzione f,(r) = 2%|z — 2ale™2%*:

/O ’ filz) dz.

(a) Calcolare I'integrale



(b) Studiare la convergenza di
+o0
/ fa(z) dx
0

al variare di a € R.

Svolgimento:

(a) Dobbiamo calcolare

3 2 3
I= / z|z — 2|e”* do = / (2 —x)e 2 dx —l—/ z(zx —2)e 2 dx
0 0 2

2 3
= —/ z(x —2)e 2 dx + / z(x —2)e 2 du.
0 2

Calcoliamo dapprima l'integrale indefinito integrando per parti. Nella prima integrazione per parti
uso f(z) = z(z —2) da cui f'(z) = 2z — 2 e ¢'(x) = e 2% per cui una scelta di g & g(z) = e
Nella seconda integrazione per parti uso invece f(x) =  — 1 per cui f/(z) =1 e ¢'(x) = e~ 2%, per
cui scelgo g(z) = —3e72%. Si ha

o 5 e~ 2T e 2z 5 e 2 o
x(x —2)e = do = —(2° — 2x) 5 + [ (2z—2) 5 dx = (2x — %) + [(z—1e * dx

e—?x 6—232 6—236
— -+ @0 - [ ds

6722 1 67233
=2c—2>—x+1) + /e_zxdx:(:u—xQ—l—l—z) 5
6—230
=2z —22% 4+ 1)—.
Per calcolare I resta dunque da valutarlo agli estremi
672:” r=2 672:” =3
I=— (2x—2$2+1)} . [(2x—2m2+1)
4 =0 =2
—4 —6
e 1 e
=-24-841)—+-+(6-184+1)—
(U-8+ 1)+ +(6-18+1)5
_ Ge? L1 11e®  6e? 4 €5 — 11
4 4 4 4eb ‘

(b) La funzione integranda & positiva quindi posso applicare il criterio del confronto asintotico.

Per a > 0 I'unico estremo d’integrazione impropria € +oco. Si ha, per x — +oc:

),

fa(x) ~ $a+16—2ax — 0(?

poiché per gerarchia degli infiniti e=2%% = o(x=273) per z — co. Poiché floo ?12 dx converge, anche

I'integrale in esame converge per il criterio del confronto asintotico.

Per a < 0 ho due estremi di integrazione impropria. Per z — 07 si ha
fa(x) ~ |2a]z®.

Dunque l'integrale converge in 0 se e solo se —a < 1 ovvero se a > —1. Per x — oo, vale come sopra
fa(z) ~ z0tle=200 = glal+1g2lalz che stavolta ha limite +o0o per gerarchia degli infiniti. L’integrale
dunque diverge a +0o per ogni a < 0.



Per a = 0 si ha fy(x) = |z| il cui integrale tra 0 e +o00 diverge.

In definitiva l'integrale converge se e solo se a > 0.

Esercizio 4 (punti 8) Determinare l'integrale generale (cioe I'insieme delle soluzioni) dell’equazione
differenziale

' —2ay + a2y = &
al variare del parametro a € IR.

Svolgimento: Si tratta di un’equazione del second’ordine lineare non omogenea. Le soluzioni si trovano
dunque come

y(t) = yo(t) +5(t),
dove gy ¢ l'integrale generale dell’omogenea associata e § € una soluzione particolare che si trova per
somiglianza.

Per trovare yo studio yj — 2ayj + a’yo = 0. L’equazione caratteristica associata & A\? — 2a\ + a? =
0 < (A —a)? = 0. Tale equazione ammette un solo zero (doppio) pari a A = a. L’integrale generale
dell’omogenea associata ¢ dunque

yo(t) = Cleat + Cgteat, C1,Cy € R.

La forma della soluzione particolare ¢ dipende dal parametro a.

Se a # 3, cerco (t) = Ce3', da cui 7/ (t) = 3Ce3 e §"(t) = 9Ce3:. Imponendo la validita dell’equazione
differenziale si ottiene:

9Ce* — 6Cac™ + Ca’e’t = ¥ «— C(19-6a+a*)=1 < C= @3
-

La soluzione particolare ¢ dunque g(t) = ﬁ

Se a = 3, cerco §(t) = Ct?e®, da cui ' (t) = Ce3t(2t + 3t2), §(t) = Ce34(2 + 12t + 9¢2). Imponendo la
validita dell’equazione differenziale 3" — 63 + 97 = €3 si ottiene:

1
Ce™ (2412t + 9t — 12t — 18t + 9¢%) = *' = C = 5
. . N ~ t2 3t
La soluzione particolare ¢ dunque g(t) = ——.

In conclusione, si ha

e3t
y(t) _ Cleat + Cgtea: + W a 7é 3
Cl+02t+L€3t a =
( 5 ;

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin. Per © — 0

1 1 b -1
sin(z) =x — 62:3 + mmf’ +o(z%), arctan(z) =z — % + % +o(%), (1+2)*=1+azx+ a(a2 )xz +o(z?), a€cR.




ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione
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TEMA 3

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
g —1_
f(2) = (@ — 3)%
(a) determinare il dominio, il segno ed eventuali simmetrie di f e discuterne la continuita,;
(b) calcolare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti e prolungamenti per continuita,;

(c) calcolare la derivata prima e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove neces-
sario); discutere la monotonia di f e determinare 1’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento

(a) Il dominio della funzione ¢ R\ {3}. La funzione & positiva sul suo dominio perché prodotto di funzioni
positive ed e continua nel dominio perché composizione di funzioni continue. Non ci sono simmetrie
perché il dominio non é simmetrico.

1
(b) Consideriamo dapprima i limiti in £o0. Siccome liljl:l e 1#=31 =1, si ha
T—rT 00

lim f(z) = 4oc.

xr—r*+00

Non ci sono asintoti obliqui in quanto

lim M = Fo0.
r—t+oo I

Passando ora al limite in 1 si ha

Y

lm f(z) = lim E=3 g

z—3+ z—=3T  oz—3
_a)2

lim f(z)= lim MZO,

r—3~ r—3~ eﬁ

per cui lim ;.3 f(z) = 0 e di conseguenza f & prolungabile per continuita in z = 3. La funzione
prolungata &

r . f(.f) $7é3,
0 Tz =3.

(¢) La funzione f & C*(R\ {3}) perché composizione di funzioni C'(R \ {3}). Per z # 3 si ha

F(@) = 2z — 3)e 701 4 (2 — 3)2 A (Sgn(l‘—3)>

=¢ #3 (2(z — 3) +sgn(z — 3)) =

1
: {e 3 (25 —5) x> 3,
1



Di conseguenza ~ ~
lim f'(z) = lim f'(z)=0

z—3+ z—3~
Quindi f & derivabile anche in g = 3 con derivata uguale a 0.

Studiamo il segno della derivata prima per dedurre la monotonia. Per ogni z > 3 si ha f’ (z) > 0 dato
che 2 —5 > 0 e quindi la funzione & strettamente monotona crescente. Se x < 3 si ha f’ (x) < 0 dato
che 2z — 7 < 0 e quindi la funzione & strettamente monotona decrescente. Abbiamo quindi ottenuto
che zp = 3 & punto di minimo relativo. Poiché f e sempre positiva, il punto € di minimo globale. Si
ha min f = f(3) = 0, sup f = +oc.

(d) Il grafico della funzione segue:

Y

Esercizio 2 (punti 8) (a) Determinare l'ordine di infinito o infinitesimo della successione
sin (%) — tan (%) + %
an =

n[ 1+%—1}

n

e stabilire se a,, ¢ positiva o negativa da un certo N in poi (definitivamente).
+oo
(b) Studiare la convergenza della serie Z ap per ay del punto (a).
n=1
Svolgimento: (a) Utilizzando gli sviluppi di Mc Laurin si ha
Lo gl tolh) — (gt o) +ih _ o) 7

_ n n3 n3 b
Ap = — l) Nn27
n

n — oQ.
n[l+ 55 +o(%) —1] 3 4o

Questo significa che a,, ha ordine di infinitesimo pari a 2 ed & definitivamente positiva, essendo asintotica

ad una successione definitivamente positiva.
(b) Grazie al fatto che a,, € definitivamente positiva posso applicare il criterio del confronto asintotico.
Poiché la serie Y7, # ¢ convergente, deduco allora che anche la serie in esame ¢ convergente.

Esercizio 3 (punti 8) Data la funzione f,(z) = e~%|a — x|z%/?:

/O ’ fola) dz.

(a) Calcolare I'integrale



(b) Studiare la convergenza di

/ " ) de

al variare di a € R.

Svolgimento:

(a) Dobbiamo calcolare
3 2 3
I= / x|z — 2™ dx = / (2 —x)e X dx —l—/ z(z —2)e 2 dx
0 0 2

2 3
= —/ z(z —2)e % dx + / z(x —2)e 2 du.
0 2

Calcoliamo dapprima l'integrale indefinito integrando per parti. Nella prima integrazione per parti

uso f(z) = z(z —2) da cui f'(z) = 2z — 2 e ¢/(x) = e 2 per cui una scelta di g & g(z) = —67221
Nella seconda integrazione per parti uso invece f(z) =  — 1 per cui f/(z) = 1 e ¢'(x) = e~ 2%, per
cui scelgo g(z) = —3e72*. Si ha

/x(x —2)e 2 dx = —(2? — 2x) < + /(2;1: - 2)6721 dx = (2x — x2)672x + /(m —1)e 2% dx
B 2 2 B 2

e 2 e 2 e 2
— @ -a) S+ @D - [ de

2 2
6721 1 1 e*2$
= (2z — 2% — 1 e ®dr=(z—2*+1-=
(2x —x :U—I—)2+2/e r=(r—az°+ 2)2
€—2m
=2z — 2224+ 1) .
4
Per calcolare I resta dunque da valutarlo agli estremi
—opqxr=2 —op7T=3
I=—|02z—2:%+1) } +[(2x—2$2+1)
=0 =2
—4 —6
e 1 e
=-24-841)— + - —184+1)—
( H) (6184 1)—
_ Ge™? L1 1le7 0  6e* +e5 —11
44 4 4eb '

(b) La funzione integranda & positiva quindi posso applicare il criterio del confronto asintotico.

Per a > 0 I'unico estremo d’integrazione impropria & +o0o. Si ha, per x — +oc:

1

falw) ~ FHlemom = o=

):
poiché per gerarchia degli infiniti e™* = o(z~273) per  — oo. Poiché floo x—lg dx converge, anche
Iintegrale in esame converge per il criterio del confronto asintotico.

Per a < 0 ho due estremi di integrazione impropria. Per z — 07 si ha
Ja(z) ~ lalzz.

Dunque l'integrale converge in 0 se e solo se —2 < 1 ovvero se a > —2. Per z — 00, vale come sopra
2 )
a]

fa(z) ~ z2tlem0r = p= 3 H1e2lalr che stavolta ha limite +o0o per gerarchia degli infiniti. L’integrale
dunque diverge a +0o per ogni a < 0.



Per a = 0 si ha fy(x) = |z| il cui integrale tra 0 e +o00 diverge.

In definitiva l'integrale converge se e solo se a > 0.

Esercizio 4 (punti 8) Determinare l'integrale generale (cioe I'insieme delle soluzioni) dell’equazione
differenziale

y// _ 2ay/ +a2y — 62t
al variare del parametro a € IR.

Svolgimento: Si tratta di un’equazione del second’ordine lineare non omogenea. Le soluzioni si trovano
dunque come

y(t) = yo(t) +5(t),
dove gy ¢ l'integrale generale dell’omogenea associata e § € una soluzione particolare che si trova per
somiglianza.

Per trovare yo studio yj — 2ayj + a’yo = 0. L’equazione caratteristica associata & A\? — 2a\ + a? =
0 < (A —a)? = 0. Tale equazione ammette un solo zero (doppio) pari a A = a. L’integrale generale
dell’omogenea associata ¢ dunque

yo(t) = Cleat + Cgteat, C1,Cy € R.

La forma della soluzione particolare ¢ dipende dal parametro a.
Se a # 2, cerco (t) = Ce?', da cui 7/ (t) = 2Ce?' e §"(t) = 4Ce?". Imponendo la validita dell’equazione

differenziale si ottiene:

C€2t(4—4a+a2):€2t < 0(4—4(1+a2):1 < C:m

eZt

La soluzione particolare & dunque g(t) = (=L

Se a = 2, cerco §j(t) = Ct2e?, da cui §'(t) = 2Ce? (t + t2), §"(t) = 2Ce? (1 + 4t + 2t?). Imponendo la
validita dell’equazione differenziale §” — 4% + 47 = e** si ottiene:

1
Ce* (248t + 4t° — 8t — 8> + 4t*) = e «— C = 5
La soluzione particolare ¢ dunque g(t) = @
In conclusione, si ha
2
I e T
(Cl—i-Cgt—i-%)th a=2,

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin. Per © — 0

1 1 22 -1
sin(z) =z — -2 + —12° 4+ o(z°), tan(z)=x+ T L2451 o(z®), (14+z)*=1+4azx+ %

2 2
5 120 3 5 - +o(z"), a€cR.



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 09.02.2026

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
g -1
F(2) = (@ —4)%
(a) determinare il dominio, il segno ed eventuali simmetrie di f e discuterne la continuita,;
(b) calcolare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti e prolungamenti per continuita,;

(c) calcolare la derivata prima e discutere la derivabilita di f (compresi i limiti della derivata ove neces-
sario); discutere la monotonia di f e determinare 1’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Svolgimento

(a) Il dominio della funzione ¢ R\ {4}. La funzione & positiva sul suo dominio perché prodotto di funzioni
positive ed e continua nel dominio perché composizione di funzioni continue. Non ci sono simmetrie
perché il dominio non é simmetrico.

1
(b) Consideriamo dapprima i limiti in £o0. Siccome liljl:l e 1#=4 =1, si ha
T—rT 00

lim f(z) = 4oc.

xr—r*+00

Non ci sono asintoti obliqui in quanto

lim M = Fo0.
r—t+oo I

Passando ora al limite in 1 si ha

—4)2
lm f(z) = lim S g
x—4+ r—4t o
— 4)?2
lim f(z)= lim u =0,
x—4- x—47  oi-—s

per cui lim , 4 f(z) = 0 e di conseguenza f & prolungabile per continuita in z = 4. La funzione
prolungata &

r . f(.f) $7é4,
0 r =4.

(¢) La funzione f & C*(R\ {4}) perché composizione di funzioni C'(R \ {4}). Per z # 4 si ha

Fl(@) = 2z — 4)e T 4 (3 — 4)2” T (Sgn(l‘—‘l)>

=e 4 (2(x —4) +sgn(z —4)) =

) {e A (20— T) @ > 4,
1



Di conseguenza ~ ~
lim f'(z) = lim f'(z)=0

z—4+ z—4~
Quindi f & derivabile anche in g = 4 con derivata uguale a 0.

Studiamo il segno della derivata prima per dedurre la monotonia. Per ogni z > 4 si ha f '(z) > 0 dato
che 22 —7 > 0 e quindi la funzione & strettamente monotona crescente. Se x < 4 si ha f’ (x) < 0 dato
che 2z — 9 < 0 e quindi la funzione & strettamente monotona decrescente. Abbiamo quindi ottenuto
che zo = 4 & punto di minimo relativo. Poiché f e sempre positiva, il punto € di minimo globale. Si
ha min f = f(4) =0, sup f = +0o0.

(d) Il grafico della funzione segue:

Y

Esercizio 2 (punti 8) (a) Determinare l'ordine di infinito o infinitesimo della successione

sinh (%) — tan (l) + %

n

n[ 1+i—1}

n3

ap —

e stabilire se a,, ¢ positiva o negativa da un certo N in poi (definitivamente).

+oo
(b) Studiare la convergenza della serie Z ap per ay del punto (a).

n=1
Svolgimento: (a) Utilizzando gli sviluppi di Mc Laurin si ha

1

an = n n? _ nTB) 59
n?

_atamttols) — (G tam o)tk g tols) 35
n 1+ 55 +o() —1] gz +o(Zz) 120

n — oQ.

Questo significa che a,, ha ordine di infinitesimo pari a 1 ed & definitivamente positiva, essendo asintotica
ad una successione definitivamente positiva.
(b) Grazie al fatto che a,, € definitivamente positiva posso applicare il criterio del confronto asintotico.

Poiché la serie Y7, % ¢ divergente, deduco allora che anche la serie in esame ¢ divergente.

Esercizio 3 (punti 8) Data la funzione f,(z) = e 2%|2a — x|z%

/O ’ filz) dz.

(a) Calcolare I'integrale



(b) Studiare la convergenza di
+o0
/ fa(z) dx
0

al variare di a € R. Svolgimento:

(a) Dobbiamo calcolare

3 2 3
I= / x|z — 2l dr = / (2 —z)e * da + / x(z —2)e”* dx
0 0 2

2 3
= —/ z(x —2)e > dx +/ z(z —2)e”* da.
0 2

Calcoliamo dapprima l'integrale indefinito integrando per parti. Nella prima integrazione per parti

—2x

uso f(z) = z(z —2) da cui f'(z) = 2z — 2 e ¢/(x) = e 2* per cui una scelta di g & g(z) = —%5
Nella seconda integrazione per parti uso invece f(r) = z — 1 per cui f/(z) = 1 e ¢'(x) = e 2%, per
cui scelgo g(z) = —3e72*. Si ha

9 e=2E g (2 e _ e 2 e o\ —2z
z(x —2)e " de = —(2° — 2x) 5 + [ (2z —2) 5 dr = (2x — %) + [(z—1)e “" dx

e 2 e 2 e 2
— -+ @D - [ ds

—2x 1 1 —2x
:(21‘—1’2—£U—|—1)e2 +2/6_2xd1‘:(x—x2—|—1—)6

—2z
:(2x—2x2+1)€4 .

Per calcolare I resta dunque da valutarlo agli estremi

672% r=2 672% =3
I=— (233—23624—1)} . [(233—23324-1)
4 z=0 r=2
et 1 e 6
=-24-8+1)—+-+(6-18+1)—
( +1)— g+ +1)~
_ 6e? L1 11e®  6e? 4 €5 — 11
4 4 4 46 ‘

(b) La funzione integranda & positiva quindi posso applicare il criterio del confronto asintotico.

Per a > 0 I'unico estremo d’integrazione impropria & +o0o. Si ha, per x — +oc:

2ax fa73)

poiché per gerarchia degli infiniti e==** = o(x per x — oco. Poiché floo ;12 dx converge, anche
I'integrale in esame converge per il criterio del confronto asintotico.
Per a < 0 ho due estremi di integrazione impropria. Per z — 07 si ha

fa(z) ~ |2a]z®.

Dunque l'integrale converge in 0 se e solo se —a < 1 ovvero se a > —1. Per x — 0o, vale come sopra
fa(z) ~ z0tle=207 = glal+1g2lalz che stavolta ha limite +oo per gerarchia degli infiniti. L’integrale
dunque diverge a +00 per ogni a < 0.

Per a = 0 si ha fo(z) = |z| il cui integrale tra 0 e +o00 diverge.

In definitiva 'integrale converge se e solo se a > 0.



Esercizio 4 (punti 8) Determinare 'integrale generale (cioé l'insieme delle soluzioni) dell’equazione
differenziale

y// _ 2ay/ + a2y = et
al variare del parametro a € IR.

Svolgimento: Si tratta di un’equazione del second’ordine lineare non omogenea. Le soluzioni si trovano
dunque come

y(t) = yo(t) + (1),
dove gy e l'integrale generale dell’omogenea associata e § € una soluzione particolare che si trova per
somiglianza.

Per trovare yo studio yj — 2ayj + a*yo = 0. L’equazione caratteristica associata ¢ A\? — 2a\ + a? =
0 < (A —a)? = 0. Tale equazione ammette un solo zero (doppio) pari a A\ = a. L’integrale generale
dell’omogenea associata € dunque

yo(t) = Cle“t + CQteat, C1,Cy € R.

La forma della soluzione particolare 4 dipende dal parametro a.
Se a # 1, cerco §(t) = Ce, da cui §'(t) = Ce' e §"(t) = Ce'. Imponendo la validita dell’equazione
differenziale si ottiene:

tH1—2 2y =¢t 1-2 =1 =
Ce'( a+a’)=¢ = C( a+a”) — C CENE

et

La soluzione particolare & dunque g(t) = LR

Se a = 1, cerco §(t) = Ct?e!, da cui §/(t) = Ce' (2t + t2), §'(t) = Ce?(2 + 4t + t?). Imponendo la
validita dell’equazione differenziale 7 — 23’ + 7 = et si ottiene:

1
Ce' 2+ 4t +t* 4t =27 +1%) =¢' = C=_.
. . N ~ _ t2et
La soluzione particolare ¢ dunque g(t) = “5~.
In conclusione, si ha
Cre + Chte™ + —— a#1
y(t) = { ' ’ (a-1)* Loer

(Cy + Cat + E)et a=1,

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin. Per x — 0
3

s 1 3 1 5 6 z 2 5 6 «
h =4+ -z +—x" + =x+ =+ —z° + 1+ =1+ +
sinh(z) =z 6:r 1201’ o(z”), tan(z)==x 3 1595 o(z”), ( x) ax

oo = 1)1’2 +o(z®), acR.




